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Prefata

Acest curs este destinat in primul rand studentilor din anul I, de la Facultatea
de Automatica, Calculatoare si Electronica a Universititii din Craiova care au
prevazut in planul de invataméant disciplina fundamentali obligatorie " Algebra
liniard, geometrie analitica si geometrie diferentiald", in semestrul I, anul 1. De
asemenea cursul este foarte util studentilor in primul an al facultdtilor cu profil
tehnic, economic, matematici-informatica, fizica, chimie, agronomie, horticul-
turd, dar si tuturor celor care doresc si invete si s aprofundeze cunostinte
teoretice i practice de algebra liniard, geometrie analitica gi geometrie difer-
entiald a curbelor si suprafetelor.

Cursul are o structura si un continut foarte apropiate de cartea Profesorului
Ton Vladimirescu, Matematici speciale, Reprografia Universitatii din Craiova,
1987, fiind in mare mdasura o reeditare a acesteia. Dar materialul de fata este
si rodul colaborarii deosebite dintre cei doi autori din ultimii 9 ani, colaborare
pentru care al doilea autor, Florian Munteanu, aduce sincere multumiri Profe-
sorului Ton Vladimirescu.

Cartea are trei parti: Algebra liniard, Geometrie analiticd si Geometrie difer-
entiald. Prima parte se compune din capitolele: 1. Spatii vectoriale; 2. Aplicatii
liniare; 3. Forme biliniare. Forme péatratice; 4. Spatii euclidiene. Partea a doua
este alcatuitd din capitolele: 5. Vectori liberi; 6. Dreapta si planul in spatiu; 7.
Conice si cuadrice. A treia parte este formatd din capitolele: 8. Curbe in plan
si in spatiu; 9. Suprafete.

Notiunile teoretice sunt prezentate foarte clar si speram pe intelesul tuturor
studentilor, fiind insotite de foarte multe exemple si exercitii rezolvate complet.
In plus, pentru o mai buni consolidare a notiunilor, la sfarsitul fiecirui capitol
este ldsat spre rezolvare cate un set de probleme. Pentru cititorul care vrea
sd parcurgd si sa inteleaga continutul cartii sunt necesare notiuni elementare
de matematicd din clasele I-XII, cunoscute la nivel cel putin satisficitor, dar
mai ales notiunile de algebra din clasa a XI-a (matrici, determinanti, sisteme
de ecuatii liniare). De asemenea, mai ales pentru ultima parte a cursului,
este nevoie de cunoagterea unor notiuni fundamentale ale analizei matemat-
ice (derivate partiale, teorema functiilor implicite) gi a unor notiuni elementare
de topologie (multime deschisd, vecindtate a unui punct).

Autorii
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Partea I

ALGEBRA LINIARA






Capitolul 1

Spatii vectoriale

1.1 Notiunea de spatiu vectorial

Fie V o multime nevida, ale cirei elemente le vom nota cu @, b, ¢, ... si K
un corp comutativ (zis si camp) cu elementele notate a, 3, 7, ... (exceptand
zeroul i unitatea corpului pe care le vom nota cu 0, respectiv 1). De asemenea,
presupunem cé pe multimea V este definitd relatia de egalitate a elementelor
sale.

Definitia 1.1.1 Spunem ca pe multimea V avem o structurd de spatiu vecto-
rial (liniar) peste corpul K daca V este dotatd cu doud legi de compozitie:
1) O lege de compozitie internd + : VxV — V| numita adunare, in raport
cu care V are structurd de grup.
II) O lege de compozitie externd -5 : K x V. — V| numitd inmultire cu
scalari, care satisface urmatoarele axiome:
i) a(@+b) =aa+ ab,
ii) (a+ pB)a=aa+ fa,
iii) (af) @ = o (5a),
) la,
oricare ar fia, b€V sia, B € K.

Elementele unui spatiu vectorial se numesc vectori, iar elementele corpului
se numesc scalari. Elementul neutru al grupului (V,+) se numeste vectorul
nul (notat 0) al spatiului vectorial V.

Un spatiu vectorial peste corpul numerelor reale R (respectiv complexe C)
se numegte spatiu vectorial real (respectiv complex).

Exemplul 1.1.1 Multimea K" = {(a',2?,...,2")|2" € K, i = 1,...,n},
n > 1, are structurd de spatiu vectorial peste corpul comutativ K, in raport
cu operatiile de adunare, definitda prin

T+y= (' +yh 2t +92,. 2" +y"),

3



4 CAPITOLUL 1. SPATII VECTORIALE

oricare ar fiT = (x',22,...,2"), ¥y = (y*,9%,...,y") € K"
$t inmultire cu scalari din K, definita prin
af = (ax',ax?,.. . az™),
oricare ar fia € K §i 7T = (z1,2%,...,2") € K".
Spatiul vectorial (K™, +,-s) definit aici se numeste spatiul aritmetic. In
acest spatiu vectorul nul este n-uplul 0 = (0,0,...,0), iar opusul vectorului
z = (2%, 2%, ...,2") este vectorul —% = (—xt, —2?,..., —a").

In particular, K este spatiu vectorial peste K, fatd de operatiile de corp.

Exemplul 1.1.2 Fie I o multime nevida si K un corp comutativ. Multimea
KT ={f|f:I — K functie} are structurd de spatiu vectorial peste K, in raport
cu operatiile de adunare a functiilor i inmultirea functiilor cu scalari din K
definite astfel:

- oricare ar fi f, g € KT definim functia f+g prin (f+g)(z) def f@)+g(z),

pentru orice x € I;

-oricare ar fi « € K, f € K! definim functia of prin (af)(z) 24 f(z),

pentru orice x € 1.

In particular, daca I = {1,...,m} si J = {1,...,n}, atunci multimea
K™ adicd multimea matricilor cu elemente din K, avdind m linii §i n coloane
(multime notata prin My, ,(K)) are structura de spativ vectorial fatd de oper-
atiile obignuite de adunare a matricelor gi inmultirea matricilor cu scalari din
K.

Exemplul 1.1.3 Multimea numerelor complexe are structura de spatiu vector-
1al peste corpul numerelor reale in raport cu operatiile de adunare a numerelor
compleze si inmultire a numerelor complexe cu numere reale.

Exemplul 1.1.4 Multimea polinoamelor de o nedeterminata, cu coeficienti din
K, K[X], are o structurd de spatiu vectorial peste K, in raport cu adunarea
polinoamelor si inmultirea polinoamelor cu scalari din K. La fel i multimea
polinoamelor de o nedeterminata, cu coeficienti din K de grad cel mult n, K,,[X],
este spatiu vectorial peste K.

Exemplul 1.1.5 Daca V este spatiu vectorial peste K, atunct V este spatiu
vectorial peste orice subcorp K' al lui K (K' C K se numeste subcorp al lui K
daca K' impreund cu operatiile de corp de pe K este tot corp). In particular,
C este spatiu vectorial peste R gi peste Q. R este spatiu vectorial peste Q.

Propozitia 1.1.1 Fie V un spatiu vectorial peste K. Atunci, avem:

a) T+Y=Y+T, oricare ar iT, g € V;

b) Daci o € K i T € V, atunci o = 0 dacd si numai dacd o = 0 sau
T=0;

¢) Daci a € K $iT €V, atunci (—a)T = a(—T) = — (aT).
Demonstratie. a) FEgalitatile (1+1)(Z+7y) = (1+1)Z+(1+1)y=Z+T+7+7
i(l+1)(z+9)=1Z+79)+1(ZT+7) = Y+ T + 7, adevdrate pentru orice

T+
T, geV implicaT+T+y+y=T+yY+T+7Y, adicAaT+y=7+T.
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b) Daci o = 0 avem o = 0T = (04 0)T = 07 + 07, pentru orice T € V.
Atunci 07 = 0, pentru orice * € V. Dacid T = 0, atunci avem o = a0 =
a(0+0) = a0 + a0, oricare ar fi « € K. Deci, a0 = 0.

Reciproc, ardtim ci dacd o =0 atunci « = 0 sau T = 0. Intr-adevir, daci
avem « # 0, atunci a1 (aT) = a0 = 0 (tindnd cont de cele de mai sus) si
a Ha7Z) = (a71a)z) = 1T = 7, de unde rezultd ca T = 0. Iar dacd o = 0,
atunci e clar ca o = 0.

¢) Mai intdi, din faptul ca T+ (—=1)T = (1 4+ (=1))Z = 0% = 0, rezultd ca
-z =(-1)z.

Acum, pentru oricea € K §iT € V avem (—a) T
a((=1)7) = a(-7) 5i (-)T = ((-1)a) T = (=1)(a

Il
—~

(—Da)z = (a(-1))T =
)= —(a7). m

8|

Corolarul 1.1.1 i) Daci o € K\ {0} ¢ T, ¥ € V, atunci o = of dacd §i
numai dacd T = 7.
ii) Dact o, B € K, a # 8 atunci o = BT dacd si numai dacd T = 0.

In continuare, cu exceptia situatiilor in care se precizeaza altceva, prin corpul
comutativ K vom intelege ca este vorba despre corpul numerelor reale R sau
corpul numerelor complexe C.

1.2 Liniar dependenta. Sistem de generatori

Fie V un spatiu vectorial peste K si S = {a;|i € I} C V, unde I este o multime
oarecare de indici.

Definitia 1.2.1 Spunem ca vectorul T este o combinatie liniara de vectori

din S dacd existd scalarii o € K, i € I, astfel incit T = Za’@ , unde
_ iel

multimea {i € I|a* # 0} este finita.

In particular, vectorul T este o combinatie liniarad de vectorii @y, @o, ...,
n
@, €V daci existd scalarii o', o?, ..., a” € K astfel incat T = E a'a; .
i=1
De exemplu, vectorul nul este o combinatie liniard de orice vectori din S,
oricare ar i S C V.

Definitia 1.2.2 Multimea L(S) a tuturor combinatiilor liniare de vectori din
S se numegte acoperirea liniard (sau anvelopa liniard) a lui S.

In particular, dacd S = {a1,as, ..., a,}, atunci

n
L(S) = L(@y,as,...,a,) = {Zaiai |a1,a2,...,a" € K}.
i=1
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Exemplul 1.2.1 [n spatiul aritmetic R?, se considerd vectorii a; = (1,-1) gi
a2 = (2,1). Atunci acoperirea liniard a sistemului {ay,as} este

L(@,a2) = {a'a; + o*az]at, o € R} = {(a' 4+ 2a%, —a' + o?)|at, o? € R}

Vectorul T = (2,2) € R? se scrie ca o combinatie liniard de vectorii @y, s

astfel:

_ 2,+4,
r=——=a —a9.
37t T3

Propozitia 1.2.1 Daca by,bay ... by € L(@y, Gz, . ..,a,), atunci
L(by,ba,...,by) C L(@y,a2,...,0y).

Demonstratie. Se tine cont de faptul ca pentru orice j = 1,...,m avem
n

bj:Zoz;-Ei,undea;-EK,lgjgm,lgign. [ |

i=1
Propozitia 1.2.2 Daca a € L(ay,as,...,a,), atunci

L(ay,ao,...,a,) = L(a,a1,as, . ..,a).

In particular, L(@1, g, . .., ay,) = L(0,@y, @0, . .., Gp).

Definitia 1.2.3 Sistemul finit de vectori {@ai,as,...,a,} se numeste liniar
dependent daci existd scalarii ot,a?,...,a" € K, nu toti nuli, astfel incat
ala, + o®ay + -+ a"a, = 0. Se mai spune ca vectorii ai,as,...,a, Sunt
liniar dependenti.

Daca vectorii ay,as, . ..,a, nu sunt liniar dependenti, atunci spunem cd et
sunt liniar independenti (sau spunem cid sistemul {@y,ao,...,a,} C V este
liniar independent). Altfel spus, vectorii @y, as, . ..,a, sunt liniar independenti
dact egalitatea '@ + oGy + -+ - + @Gy, = 0 are loc numai pentru o' = o2 =
= a=0.

Exemplul 1.2.2 1. Vectorii €1 = (1,0,0), €2 = (0,1,0), es = (0,0,1) din
spatiul aritmetic R® sunt liniar independenti. Intr-adevir, din a'e; + aes +
a’es = 0 rezulta (ol,a?,03) = (0,0,0), adicd o = a? = a3 =0.

2. Vectoriia; = (1,—1,2), a2 = (2,1,1), a3 = (1,2, —1) din spatiul aritmetic
R? sunt liniar dependenti deoarece @y — G» + a3 = 0, adicd existd o combinatie
liniard nuld de acesti vectori, in care nu toti scalarii sunt nuli.

Definitia 1.2.4 Sistemul arbitrar S = {a;|i € I} de vectori din V' se numeste
liniar dependent dacd exista Iy C I, finita, astfel ca subsistemul finit S; =
{a@;li € I} si fie liniar dependent. In caz contrar, sistemul S se numeste liniar
independent.

Exemplul 1.2.3 Fie R[X] spatiul Uectorial‘real al polinoamelor de o nedeter-
minatd cu coeficienti reali. Sistemul S = {X"|i € N} este liniar independent.
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Propozitia 1.2.3 i) Sistemul {a} C V este liniar independent daca gi numai
dacd @ # 0.

ii) Un sistem de vectori ai unui spaliu vectorial care contine vectorul nul
este liniar dependent.

i11) Orice sistem de vectori care contine un sistem de vectori liniari depen-
denti este liniar dependent.

iv) Orice sistem de vectori care este conlinut intr-un sistem liniar indepen-
dent este liniar independent.

Propozitia 1.2.4 Vectorii ay,as,...,a, € V sunt liniar dependenti daca i
numai dacd cel putin unul dintre ei se scrie ca o combinatie liniard a celorlalti.

Demonstratie. Presupunem ca vectorii @i, as, ..., a, sunt liniar dependent;i.
Atunci, existd scalarii ', ..., A" € K, nu toti nuli, astfel ca A'a; + Aas 4+ -+

A", = 0. Daci, de pild&, A £ 0, atunci @; = >, (=M (\) g,

=1, j#i
n

Reciproc, dacd @; = Y, ofay, atunci o'ay + - + o' la;_g + (—1)a; +
Jj=1, j#i
a™a; 1+ - +a"a, =0, adici @, ds, . . ., @, sunt liniar dependenti (deoarece
existd o combmape liniara nuld de ai,as,...,a, in care nu toti scalarii sunt
nuli). m

Definitia 1.2.5 Spunem ca sistemul S de vectori din V este un sistem de
generatori pentru V daca orice vector T € V' se scrie ca o combinatie liniard
de vectori din S (cu alte cuvinte, daci V = L(S)).

In cazul particular S = {@y,@o,...,Gn} spunem cd vectorii Gy, asy, ..., 0,
genereazad spatiul vectorial V, adica V = L(ay,as,...,Gy).

Observatia 1.2.1 i) Orice spativ vectorial V posedd cel putin un sistem de
generatori, de exemplu chiar V.

i) Daca V= L(S) i S C &' atunci V = L(S').
Exemplul 1.2.4 Vectorii a3 = (1,—1), a2 = (2,1) genereaza spm;iul vectom’al
aritmetic R?, deoarece omcare arﬁ = (z!,2?) € R? avem T = o'@y + o*ap,
unde o' = 9”1;)29“2 gi o) = T2

Uneori vom folosi conventia lui Einstein (sau requla indicilor muti). Astfel,
n

in loc de Z A\@; vom scrie A\'@;, 1 < i < n sau in loc de Z A\, vom scrie \'@;,
i=1 il

i € I. Atunci cand se subintelege multimea valorilor pe care le ia indicele de

sumare ¢ vom scrie simplu \'a;.

1.3 Baza si dimensiune

Propozitia 1.3.1 Fie ay, az, ..., @, vectori ai spatiului vectorial V' gi by, bo,
voesbm € L(@1,aa, ..., Gy) vectori liniar independenti. Atunci, m < n.
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Demonstratie. Presupunem prin absurd cd m > n. Deoarece by, bs, ...,b,, €
n

— _ _ ¢ o . . P J—
L(@1,Gs,...,Gy,), rezultd cd oricare ar fi ¢ = 1,...,m, avem b, = > «la,.
j=1
Considersm sistemul de n ecuatii liniare si omogene, cu necunoscutele z', ...,
mm
)

a%x1+a%m2+-~+ain:cm:0
adrl +ada?+ - +a22m=0

a’fxl + 043372 4+ Fatx™ =0

Din presupunerea cad m > n rezultd ca acest sistem are gi solutii nebanale

(deoarece rangul matricii sistemului este mai mic strict decat numérul de ne-
m
g 1 . < . i
cunoscute). Dacd (A7, ..., \"") este o astfel de solutie nebanald, atunci > \'b; =
i=1
n

SN (Z a{aj) = > (Zl ag)\’) a; = Zl Oa; = 0. Contradictie cu liniar
=1 \j=1 j=1 \i= j=

independenta vectorilor by, ba, ..., b,,. Deci, presupunerea facutd este falsi si
astfel avem m <n. =

Corolarul 1.3.1 Daca @y,az,...,a, €V, iar by, ba, ....bm € L(@1, T2, ..., 0n)
cum >n, atunci by, ba, ... by, sunt lintar dependenti.

Definitia 1.3.1 Sistemul B de vectori din spatiul vectorial V se numeste baza
pentru V' daca este liniar independent si sistem de gemeratori pentru V.

Exemplul 1.3.1 1. Vectorii &, = (1,0,0), €2 = (0,1,0), es = (0,0,1) din
spatiul aritmetic R3 constituie o bazd pentru acest spatiuv vectorial. De aseme-
nea, sistemul B = {e; = (1,0,...,0),e; = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1)}
este o baza pentru spatiul aritmetic K™, numitd baza canonicd (sau naturald
sau standard) a lui K™.

2. Sistemul B = {1, X, X2} constituie o bazd pentru spatiul vectorial al poli-
noamelor de o nedeterminata, cu coeficienti reali, de grad cel mult 2, Ro[X], iar
B={1,X,X2%...,X" ...} este o bazi pentru spatiul vectorial al polinoamelor
de o nedeterminata, cu coeficienti reali, R[X].

3. Vectorii E;j € My, n(K),1<i<m,1<j<n, unde

[0, daca (i,5) # (k1)
Eij(k, 1) = { 1, daci (i,5) = (k1) ~

oricare ar ik = 1,...,m, l = 1,...,n, constituie o bazd pentru spatiul
vectorial My, ,(K) al matricilor cu elemente din K, avand m linii i n coloane.

Teorema 1.3.1 (de existentd a bazei) Orice spaliu vectorial nenul (care nu
se reduce doar la vectorul nul) poseda cel putin o bazd. Mai exact, din orice
sistem de generatori al lui V' se poate extrage cel putin o baza.
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Demonstratie. Vom demonstra teorema numai in cazul cind V admite un

sistem finit de generatori, adici V este un spatiu finit generat. In acest sens,
fie B={ay,as,...,a,} un sistem de generatori pentru V. Avand in vedere un
rezultat din sectiunea precedentd putem presupune cd toti vectorii lui B sunt
nenuli. Pentru demonstratie folosim metoda inductiei matematice, dupa m > 1,
numarul de vectori din B.

Etapa I (verificarea): Pentru m = 1, este clar ¢c& B = {a; } este o bazd pentru
V, deoarece @; # 0, adic# este @; si liniar independent.

Etapa a II-a (demonstratia): Presupunem c& in orice spatiu generat de m—1
vectori exista cel putin o baza si vom demonstra ca daca un spatiu V este generat
de m vectori, a1, as, . .., Gny, atunci acesta admite cel putin o baza.

Avem doud situatii:

a) a1, dz, - - . , Gy, sunt liniar independenti si atunci @y, as, . . ., Gy, formeazs o
baza pentru V, sau

b) @1,as,...,ay, sunt liniar dependenti si atunci cel putin unul dintre ei
se poate scrie ca o combinatie liniard de ceilalti m — 1 vectori. Astfel, V' este
generat de m — 1 vectori si conform ipotezei de inductie, rezultd ca V admite
cel putin o bazia. m

Teorema 1.3.2 (bazei) Toate bazele unui spatiu vectorial sunt formate din
acelagi numar de vectori.

Demonstratie. Fie B; = {a;,az,...,a,} si By = {b1,b2,...,b,,} doud baze
ale unui spatiu vectorial V.

Presupunem c& m > n. Aplicand corolarul de mai sus rezults cd by, b, . . ., by,
sunt liniar dependenti. Absurd si prin urmare presupunerea facutd este falsi.
Deci, m < n. Analog, daca presupunem m < n si aplicim acelasgi corolar
obtinem ca n < m. in concluzie m =n. m

Acum are sens urmétoarea definitie:

Definitia 1.3.2 Spunem ca spatiul vectorial V are dimensiunea finitda n (si
scriem dimV = n) dacd existd o bazi a lui V formatd din n vectori. In caz
contrar, spunem ca spatiul vectorial V are dimensiunea infinita si scriem
dimV = oo.

Spatiul nul V = {0} are, prin definitie, dimensiunea zero.

Cand este pericol de confuzie, scriem dimg V' = n, pentru V un spatiu
vectorial peste K. A se vedea ci dimg C = 1, iar dimg C = 2.

Exemplul 1.3.2 1. Spatiul aritmetic R® are dimensiunea 3, iar dim K™ = n,
pentru orice corp comutativ K.

2. dimR,[X] = n+ 1, iar R[X] este un spatiu vectorial de dimensiune
nfinita.

8. dimgc C" = n, dimg C" = 2n.

4. dim M, ,(K) = mn, iar dimg M,, ,(C) = mn, dimg M,, ,(C) = 2mn.
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De acum finainte cAnd vom spune ca un spatiu vectorial are dimensiunea n
intelegem ca n este finit.

Observatia 1.3.1 Conform propozitiei 1.3.1 avem ca dacd dim'V = n, atunci
orice sistem din 'V format cu n+ 1 sau mai mulli vectori este liniar dependent.

1.4 Coordonatele unui vector relativ la o baza

Teorema 1.4.1 Fie V un spatiu vectorial gi B = {a1,aq,...,a,} C V. Atunci
B este bazd a lui V' daca si numai dacd orice vector T € V' se poate scrie in mod
unic ca o combinatie liniarda de vectorii lui B, a1,as,...,ay.

Demonstratie. Fie B = {a,ds,...,a,} o bazd a lui V. Atunci, pentru orice

vector T € V, existd scalarii o', ..., 2" € K astfel incat T = z'a; + - - - + 2"@y,.
Daca ar mai exista si alti scalari y', ..., y* € K astfel incat T = y'a; +- - - +y"an,
n
atunci avem z'@; + - - - + 2"a, = y'a; + - + y"a@, sau > (z* — y")@; = 0. Din
i=1
liniar independenta sistemului B rezulta = = y*, pentru orice i = 1,...,n, adici
scrierea lui T ca o combinatie liniard de vectorii bazei B este unica.

Reciproc, daca orice vector T din V se scrie in mod unic ca o combinatie
liniar de vectorii sistemului B = {@;,as,...,a,}, atunci este evident ci B
este un sistem de generatori pentru V. Raméne de aratat cd B este si sistem
liniar independent. Pentru aceasta, daca consideram combinatia liniara nula
ala; +a’as + - -+ a”a, = 0 si dacd tinem cont de ipotezi si de faptul cd avem
si 0a; + 0@y + -+ +0a,, = 0, rezultd o' = a? = --- = a® = 0. Deci, B este o
bazi alui V. m

Asadar, dacd B = {a1,as,...,a,} este o bazd a lui V atunci orice vector
T € V se poate scrie in mod unic ca o combinatie liniara de vectorii lui B, adica
existd si sunt unici scalarii z!,z2,..., 2" € K astfel ca

T =za'ay + 2%as + - + 2"ap,.

Definitia 1.4.1 Scalarii z',z2, ..., z"™ unic determinati de vectorul T se numesc
coordonatele vectorului T in raport cu baza B.

Pentru simplitatea scrierii, in loc de T = z'a; + z%ay + --- + 2”@, vom
)

scrie T = (x1,22,...,2") sau T = (a1, 22,...,2™)! sau, mai ales in relatiile
1
x
22
matriceale Tg =
xn
Cand nu este pericol de confuzie vom scrie 7 = (z!,22,...,2") sau T =

(at 22, . 2")t
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Exemplul 1.4.1 1. In spatiul vectorial aritmetic R3, relativ la baza canonici
B={e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}, orice vector T = (z*, 22, 23) are
drept coordonate chiar componentele sale x', 22, x3, deoarece T = x'e, +x%ey +

x%es3. Atunci, vectorul y = (1,—2,7) , de evemplu, are coordonatele 1, —2, 7
1

relativ la baza canonica B. Scriem xg = | —2
7

2. Daca P =1—3X +2X? € Ry[X], atunci 1, —3, 2 sunt coordonatele lui
P relativ la baza B = {1, X, X?} a lui Ra[X].

3. Coordonatele polinomului P = X — X? € R[X], relativ la baza B =
{1, X, X%, X" ...}, sunt 0,1, =1,0, ..., 0 ... .

Teorema 1.4.2 Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n. Atunci, orice sis-
tem de m < m wvectori din V', liniar independenti, se poate completa pina la o
baza a lui V.

Demonstratie. Fie B = {a;,ds,...,a,} o bazd alui V si by, by, ..., b, vectori

liniar independenti in V. Este clar ci sistemul format cu vectorii by, ba, ..., by,
ai, ag, ..., a, este un sistem de generatori pentru V, care este liniar dependent
(m+mn>n=dimV). Atunci, cel putin unul dintre ei se scrie ca o combinatie
liniara de restul vectorilor din sistem. Cum by, bo,...,b,, sunt liniar indepen-
denti, avem c& un astfel de vector nu se poate alege dintre by, bs,...,by,. Fie

a@; primul vector dintre by, bo, ..., b,,, a1, @2, ..., G, Care se scrie ca o com-
binatie liniara de ceilalti. Atunci, avem ca V' = L(b1, b2, .. .,bm, a1, a2, .., Gy)
= L(b1,b2, ..., by, @1, ..., Ci—1,Gjs1,---,0p) si sunt posibile doud situatii:

1) b1,ba, ... by, a1, ..., @im1,Git1, - - -, Gy sunt liniar independenti gi atunci
ei formeazd baza cautaté, sau

2) by,bay .oy, @1y .oy A1, Gig1, - - - Gy Sunt liniar dependenti gi atunci se
reia procedeul de mai sus eliminand pe rand cate unul dintre vectorii @;41, ..., @y
pana cadnd se obtine un sistem de generatori ai lui V' care contine vectorii
b1,ba, ..., by, si este si sistem liniar independent (este limpede c& trebuie elim-
inati m vectori dintre @y, as,...,a,). Aceasta este baza cautatd, obtinutd prin

completarea sistemului liniar independent b1, bs, ..., by,. ®

Propozitia 1.4.1 Fie V un spatiu vectorial peste K, de dimensiune finita n i
S ={a1,aa,...,a,} C V. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) S este 0 bazd a lui V;

b) S este un sistem de generatori pentru V ;

¢) S este un sistem liniar independent.

Teorema 1.4.3 Conditia necesard gi suficientd ca m vectori ai unui spatiu vec-
torial V' de dimensiune n (m < n) sa fie liniar independenti este ca rangul ma-
tricei formate (pe coloane) cu coordonatele acestor vectori intr-o bazd oarecare
a spativlui sa fie egal cu m.
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Demonstratie. Fie B = {a;,a2,...,a,} o bazd a lui V, iar by, ba,..., by

ota; oricare ar fi j = 1,...,m.

vectori ai lui V' (m < n) astfel incat b; = ’

o

=1

Dacid 3. Mb; =0, cu A, ..., \™ € K, atunci 3 (
i=1 ‘

i=1

m P —
> )\1043) a; = 0 sl cum
i=1

J

m )
B este un sistem liniar independent rezulta ca ) ai\ = 0, oricare ar fi i =

Jj=1
1,...,n. Obtinem astfel un sistem omogen de n ecuatii liniare cu m necunoscute
AL, .., A™ care are numai solutia banald (A', ..., \™) = (0,...,0) daci si numai

o : : 7

daca rangul matricei sale (aj)i:ﬁ; =T este egal cu m. m o

In continuare, consideram doud baze B = {a1,as, ..., an} si B = {b1,ba,...,bp}
n

ale unui spatiu vectorial V peste K, iar oricare ar fii = 1,n, avem b; = > a’a;
J=1

n L _ n o n .
si oricare ar fi k = 1,n, avem ay = Bibi. Atunci b; = > > a{ﬁ?bh oricare
i=1 j=1k=1
— noo 1, dacai==k
i : k k , dacd @
ar i ¢ = 1,n. Prin urmare ol B =467 = o . sau BA =1
’ ’ ;1 i ’ 0, daca i # k w
unde A = (aj—)i_ﬁ, it € M, (K) este matricea pe ale cérei coloane avem

coordonatele vectorilor bazei B’ in raport cu baza B, iar B = (ﬁ;)i_ﬁ. =1 €
— —
M,,(K) este matricea pe ale cdrei coloane avem coordonatele vectorilor bazei B

in raport cu baza B’. .

Definitia 1.4.2 Matricea A, formatd ca mai sus, se numegte matricea de
trecere de la baza B la baza B'.

Propozitia 1.4.2 Cu notatiile de mai sus avem B = A™'. Mai mult, pentru
orice T €'V avem T = ATp sau

T = A 1Z5. (1)
n .
Demonstratie. Din BA = I,, este clar c& B = A™!. Daci 7 = Y 2'a; si
i=1
n —_— n p—
T = > y'b; atunci, din @; = ) B7b; si din unicitatea scrierii lui Z, avem
i=1 i=1
. n - . —_—
cd y/ = > Bla’, pentru toti i = 1,n, ceea ce inseamnd cd (y',...,y")" =
i=1
B(x',...,a") sau 7y = A"175. =

Relatia (1) se numeste formula de schimbare a coordonatelor unui vector
cand se trece de la baza B la baza B'.

Exemplul 1.4.2 [n spatiul vectorial aritmetic R® se considerd baza canon-
ict B = {e1,€2,€3} §i baza B' = {a1,as2,a3}, unde a1 = (2,—1,1), ay =
(3,1,-1), as = (1,1,1). Matricea de trecere de la baza B la baza B’ este
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2 3 1
A = —1 1 1 |, iar matricea de trecere de la baza B' la baza B este
1 -1 1
1
A=Y Daca T = (1,2,7), atunci Tg = A1 = A~ | 2

~J

Fie V un spatiu vectorial real n-dimensional si H = {B C V|B bazi a lui

v}

Definitia 1.4.3 Spunem ci bazele By, Bs € H sunt la fel orientate (sau au
aceeagi orientare gi scriem By ~ Bsz) daca determinantul matricii de trecere
de la baza By la baza By este pozitiv.

Propozitia 1.4.3 Relatia binard ~ este o relatie de echivalenta pe H.

Demonstratie. a) Cum determinatul lui I,, este pozitiv avem cd B ~ B, oricare
ar fi B € H, adicd ~ este reflexiva.

b) Dacd By ~ By gi matricea de trecere de la baza By la baza By este A,
atunci By ~ By deoarece determinantul matricii de trecere A~1, de la baza By
la baza Bj, este tot pozitiv (det A~! = deiA). Astfel, relatia ~ este simetrica.

c) Fie By, B, Bs € H astfel c& By ~ By si Ba ~ Bs, iar A este matricea de
trecere de la baza By la baza Bs si B este matricea de trecere de la baza Bs la
baza Bsz. Atunci By ~ Bz, deoarece matrice de trecere de la baza By la baza
B3 este chiar AB, iar det(AB) = det A - det B > 0. Rezultd ci ~ este o relatie
tranzitiva.

Deci ~ este o relatie de echivalenta pe H. m

Propozitia 1.4.4 Multimea factor H,. are doua elemente.

Demonstratie. Fie By, By € H astfel ca By = By. Fie B € H astfel incat
B ~ By. Dacd A este matricea de trecere de la baza B la baza By si B este
matricea de trecere de la baza By la baza B, atunci matricea de trecere de la
baza B la baza By este AB. Cum det A < 0 si det B < 0, avem cd det AB > 0
si astfel B~ Bs. m

Cele doua clase de echivalenta care formeaza multimea factor H, . se numesc
orientari ale spatiului vectorial V.

Definitia 1.4.4 Spunem ca spatiul vectorial real V' este orientat daci am fizat
o orientare pe V, adica o clasd de echivalentd de baze la fel orientate pe care le
vom numi baze pozitiv orientate. Bazele din cealalta clasa de echivalentd se vor
numi baze negativ orientate (in raport cu orientarea fixata).
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1.5 Subspatii vectoriale

Fie V un spatiu vectorial peste K si Vi o submultime nevida a lui V.

Definitia 1.5.1 V; se numeste subspatiu vectorial al lui V' daca, impreund
cu operatiile spatiului vectorial V', are o structurd de spatiu vectorial peste K.

Propozitia 1.5.1 V; este subspatiu vectorial al lui V daca st numai daca
o + By € Vi, pentru orice o, B € K gi orice T, y € V.

Demonstratie. Dacd V; este subspatiu vectorial al lui V, atunci din buna
definire a operatiilor de spatiu vectorial pe V; rezultd ca oZ + By € Vi, Ve,
BbeK,z,ye V.

Reciproc, dacd avem cd oz + fy € Vi, Vo, 5 € K, T, y € V1, atunci pentru
a=1gi 8 =—1obtinem cAZ—7 € Vi, Vx, g € V1, adicd (V1,+) este un
subgrup al lui (V,+) si prin urmare este grup. Apoi axiomele i)-iv) din II)
din definitia spatiului vectorial sunt verificate in mod evident si pentru vectorii
din V;. In concluzie, V; este spatiu vectorial peste K, in raport cu operatiile
spatiului vectorial V. m

Exercitiul 1.5.1 1. Ardtali cd pentru orice sistem de vectori S din V' avem

ct L(S) este subspatiu vectorial al lui V.
2. Dacti @y,az,...,Gm €V, atunci ardtati cd dim L(ay, g, ..., Gm) < m.
Pentru orice sistem S C V, L(S) se mai numeste subspatiul generat de
sistemul de vectori S. In particular, L(a1,as,...,a,) se numeste subspatiul
generat de vectorii @i, ao, ..., Gn.

Exemplul 1.5.1 1. Spatiul nul {0} si spatiul vectorial V sunt subspatii vecto-
riale ale lui V', numite subspatii itmproprii ale lui V.

2. Multimea Vi = {(z',2% 2%) € R3|a! = 0} este un subspatiu vectorial al
lui R3.

3. Multimea Vo = {(z',2%,2%) € R3|2? = 0,23 = 0} este un subspatiu
vectorial al lui R>.

4. In spatiul vectorial M, (K) multimea matricilor diagonale este un sub-
spatiu vectorial.

5. Multimea matricilor patratice de ordin n care sunt simetrice i multimea
matricilor antisimetrice sunt subspatii vectoriale ale spatiului M, (R).

6. R,[X] = {P € R[X]|grad P < n} este subspatiu vectorial al spatiului
vectorial real R[X].

Propozitia 1.5.2 Fie V; un subspatiu vectorial al lui V, de dimensiune finita
n. Atunci, dimV; < dim V.
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Demonstratie. Fie m = dimV;. Presupunem prin absurd cd m > n. Din

definitia dimensiunii lui V; rezulta ca exista in Vi o baza formata din m vectori.
Dar V; C V, ceea ce inseamnd cd in V existd m vectori liniar independenti,
iar m > dimV = n. Contradictie cu definitia dimensiunii lui V. Atunci,
presupunerea facutd este falsa si deci, m <n. m

Fie V7, V5 subspatii vectoriale ale lui V. Definim urmétoarele submultimi
ale Iui V:

Vi+Vo={T€V|IT, € Vi 5iT2 € Vo astlel ca T =71 + T2} =

= {fl +Tg|il eVisizy € VQ}, VinVy = {EE V|f ceVisizTe VQ}

Propozitia 1.5.3 Vi + V5 i Vi N Vo sunt subspatii vectoriale ale lui V.

Demonstratie. Fie T =71 + 72 i ¥ = y; + 9, din V5 + Vo, iar o, B € K.

Atunci a4y = a(T1 +72) + (Y1 +72) = (aT1+71) + (a2 +7,) € Vi+Va,
adicd V1 4 V4 este subspatiu al lui V.
Cu usurinta se poate proba ca V3 NV, este subspatiu vectorial al lui V. =

Vi + Vs se numegte suma subspatiilor Vi si Vs, iar V4 N V5 se numeste inter-
sectia subspatiilor V7 si V5.

Exemplul 1.5.2 1. Dacd in spatiul vectorial aritmetic R® considerdm sub-
spatiile vectoriale Vi = {(z',2% 2%) € R3|z! = 0} si Vo = {(a',2%,23) €
R3|2? = 0,23 = 0}, atunci suma lor este Vi + Vo = R3, iar intersectia lor este
ViNVy={0}.

2. FieV1:{<8 8>a€R} §2V2:{<8 2>|b€R} submultimi

in Ma(R). FEste clar cd Vy gi Vo sunt subspatii vectoriale ale spatiului vectorial
My (R) i suma lor este Vi + Vo = { < g 2 ) la,b € R }, iar intersectia V1 N Va
este subspatiul nul al lui Ma(R).

Exercitiul 1.5.2 1. Ardtati cd, in general, reuniunea a doud subspatii, V41UV,
nu este un subspatiu vectorial al lui V. Mai mult, aratats ca ViUVs este subspatiu
vectorial daca §i numai daca Vi C Vo sau Vo C V7.

2. Ardtati ca Vi + Vo = L(Vy U Va), oricare ar fi subspatiile Vi, Va.

Definitia 1.5.2 Spunem ca suma V1 + Va5 este suma directd daca orice vector
T € V1 + V5 se scrie in mod unic sub forma T =T, +To, cu Ty € V1 §i T2 € V5.
Vom scrie V1 @ Va in loc de Vi + V.

Propozitia 1.5.4 Fie Vi, V4 doua subspatii vectoriale ale lui V. Atunci, ur-
matoarele afirmatii sunt echivalente:

a) VinVy = {6},

b) suma subspatiilor Vi, Vo este sumd directa.
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Demonstratie. a)=b) Fiez € V1 + V; astfel iIncAt T =71+ Ta i T =7y, + ¥ y2,
CuZi, Yy € VisiZa, Yy € Vo. Atunci, T1 +%2 = Yy +Ys, adicd T1 —J; =Yy —
Cum 1 —7y; € V4, Uy — T2 € Va, rezultd cad T — 7, Yo — T2 € ViNVa = {0}. Prm
urmare T = Y51 Te = ¥, adica scrierea este unica si astfel V3 + Vo =V; @ Va.
b)=a) FieT € ViNVs. Atunciz=z2+0€ Vi@ Vasiz=0+T€ V1 ® Vs,
Din unicitatea scrierii lui Z, rezultd ¢d T = 0. Prin urmare V; NV, C {0}. Cum
incluziunea {0} C V4 N V5 este evidentd, rezultd c& Vi NVa = {0}. =

Definitia 1.5.3 Subspatiile vectoriale Vi, Vo se numesc suplimentare (sau
complementare) daca V=V, @ Vs.

In acest caz, Vi se numeste suplimentul lui Vo in V, iar Vo se numeste
suplimentul lui Vi in V.

Exemplul 1.5.3 In spatiul vectorial aritmetic R subspatiile Vi = {(z*, 22, 2°) €
R3|z! = 0} i Vo = {(21,2%,23) € R3|2? = 0,23 = 0} sunt suplimentare.

Teorema 1.5.1 Fie V un spatiu vectorial peste K, de dimensiune finita n i
Vi, Vo doua subspatii vectoriale ale lui V. Atunci, V. = V) ® V, dacd si numai
daca sunt indeplinite conditiile:

Z) V1 N ‘/2 = {0}7

it) dim V = dim V; + dim V5.

Demonstratie. Daci Vi & Vo = V, atunci V; N Va = {0}, conform propoz-
itiei anterioare. R#améane de aratat ca are loc a doua conditie. Fie B; =
{a,... ap} o bazd a lui Vi si By = {by,...,b ¢} 0 bazd a lui V5. Fie B =
{ai,...,ap,b1,...,b4} C V. Vom arita ci B este o baza pentru V si astfel
dimV:p+q—d1mV1 + dim V5.

Fie a'a;+- - +ap6p+ﬂ151 +-- +ﬂq5 = 0. Tinand cont de unicitatea scrierii
vectorului nul din V,0=0+0¢€ Vi @ Vo = V rezultd cd a'la; + - + oPa, =
0sipB% +--+ ﬁqbq = 0.Cum B; si By sunt, in particular, sisteme liniar

independente, avem ci ol =---=aP =0si Bl = ... =p%=0. Astfel, B este
sistem liniar independent.
F1e TeV. Atunm existd T, € Vi si € Va astfel ca T = T + Ty. Dar
P
T, = Z ala; §i Ty = E B7b;. Rezultd ci Z a'a; + E B7b;, adici B este
=1 7j=1 j=1

sistem de generatori pentru V. In concluzie, B este baza pentru V.

Reciproc, dacd presupunem indeplinite conditiile i) si ii), atunci pentru a
arata cd V = V1 @ V5 este suficient s aratdm cd V = V] + V5, deoarece conditia
i) ne asigurd cd suma subspatiilor V; si V5 este sumd directa.

Daca By = {@i1,...,ap} 0 bazd a lui V; si By = {b1,...,b ¢} 0 bazd a lui
Va, atunci B = {ay, .. ap,bl, ...,b .} este un sistem hmar mdependent inV,

P 4
pentru cd din > o'a; + Y, ijj = 0 sau Z ala; = — Z 37b;, avem ci atat
i=1 j=1 i=1 j=1
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, a _ P
a'a; cat si Y. B’b; fac parte din V3 NV, = {0}, adicd ) o'a; = 0 si
j=1 i=1

e

«
I
—

B7b; =0 ceea ce implici o' = --- =a? =051 ' =--- =B =0.

M=

j=1

Din faptul cd dimV = p + ¢ si B este un sistem liniar independent format
din p + g vectori, rezulta ca B este o bazad pentru V. Prin urmare, pentru orice
TeVexistdal,...,aP, B',..., 5% € K astfel incat T = o'a; + b;, 1 <i <p,
1 < j < g, adicd pentru orice T € V existd Z; = o'a; € V} si T = ngj eV,
astfel ca T =71 + To. Deci, V=V + V5. m

Fie Vi, V4 doud subspatii vectoriale ale lui V astfel incat V= V; & V5.
Fie T € V. Atunci, existd gi sunt unici vectorii Ty € Vi si Ty € Vs astfel ca
T = X1 + T2. Vectorul T; din aceastd scriere se numeste proiectia lui T pe Vi
de-a lungul lui Vs, iar vectorul To se numeste proiectia lui T pe Vo de-a lungul
lui V7.

Exemplul 1.5.4 Daci T = (3,—1,2) € R? si consideram subspatiile supli-
mentare Vi = {(z',22,23) € R3|z! = 0} ¢i Vo = {(z},2%,23) € R3|2? =
0,23 = 0}, atunci proiectia lui T pe Vi de-a lungul lui Vy este T, = (0,—1,2),
iar To = (3,0,0) este proiectia lui T pe Vo de-a lungul lui V;.

Acum prezentdm (doar ca enunt) un rezultat foarte util in aplicatii:

Teorema 1.5.2 (Formula lui Grassman) Fie V un spatiu vectorial peste K,
de dimensiune finita gi Vi, Vo doud subspatii vectoriale ale sale. Atunci

Exercitiul 1.5.3 Fie V un spatiu vectorial peste K, de dimensiune finita n i
V1, Vo doua subspatii vectoriale ale sale de dimensiuni p, respectiv q. Aratati
ca daca p+ q > n, atunci Vi gi Vo au in comun cel putin un vector nenul.

Observatia 1.5.1 Multimea H a tuturor solutiilor unui sistem de m ecuatii
liniare omogene cu n necunoscute, cu coeficienti din K, formeaza un subspatiu
vectorial al spativlui aritmetic K™. Mai mult, dim H = n—rangA, unde A este
matricea sistemului omogen. Demonstrarea acestor afirmatii nu este complicata.
Totusi, este mult mai clar gi mai util sa o ilustram pe exemple concrete.

Exemplul 1.5.5 [n spatiul aritmetic R* se di multimea

{m1+z2m3+z4_0, }

_ - _ 1.2 .3 4 4
Vl_{x—(m,l‘,xﬂﬁ)eR —xl 422 -3+ 2t =0.

a) Aratati ca Vi este un subspatiu vectorial al lui R* ;
b) Determinati o baza pentru Vi gi dim Vy;
¢) Aratati ca sistemul
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0,0,1,1)}

B = {al = (170a 1,0),@2 = (1a 1,0,0),@3 = (0, 1; 1a0)7 4 = ( ;
1,1,—1,1) relativ

a
este o bazd pentru R* gi gisiti coordonatele vectorului = (1,
la noua bazd B';
d) Gasiti un supliment Vo pentru subspatiul Vi in R*.

Rezolvare:

a) Fie a,3 € R gi T = (x4,2%,23,2%), y = (y1, 9%, 9%,y € Vi, arbitrar
fizate. Atunci:
(az’ + By') + (aa® + By?) — (az® + By®) + (az? + By*) = a(a! + 2% — 2% +
o)+ Byt +y? —yP +y*) = a0+ B0 = 0 si analog aZ + By = (ax! + By', ax? +
By?, ax® + By, axt + By*) verificd si a doua ecuatie din sistemul omogen. Prin
urmare o + By € Vi si astfel Vi este subspatiu vectorial al lui R*.
b) Matricea sistemului este

1 1 -1 1 .
A_<—1 1 1 1) st are rangul 2.

Atunci, dimVy; =4 — rangA = 2. O bazd a lui Vi este formata cu doud solutii
particulare ale sistemului omogen, care si fie liniar independente.
Notind 2% = o si z* = B obtinem,

{ 2t +22 = a-0

—zl+22 = a-p

gi de aici solutia generala T = (0, — 3,0, 8), o, 8 € R sau T = «(0,1,1,0) +

/8(05_17()’1) '7 _ - -

Daca notam by = (0,1,1,0) gi by = (0,—1,0,1), rezultda ca Vi = L(b1,b2).
0 0

Deoarece {by,bs} este sistem liniar independent (vezi rang } _01 =2)
0 1

rezultd ci By = {by,ba} este bazd pentru Vi .
¢) Rangul matricei Ay, pe ale carei coloane avem coordonatele vectorilor din B,
in raport cu baza canonica B = {&;|i = 1,4} a lui R?*,

A =

O = O =
OO ==
O~ Rk O
__= 0 O

este 4. Prin urmare B' este sistem liniar independent in spatiul 4-dimensional
R*si astfel este bazi pentru R* .

Coloana cu coordonatele lui & = (1,1 — 1,1) relativ la baza B'se gaseste din
relatia Tp = Aflsig, A1 fiind matricea de trecere de la baza B la baza B'.
Inversa matricei Ay este

/2 —1/2 1/2 -1/2
12 1/2 -1/2 1/2

-1/2 1/2  1/2 —1/2
0 0 0 1

ATl =
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si astfel Tp = A7'(1,1,-1,1) = (=1,2,—1,1)" sau & = —ay + 2as — a3 + a4 .
d) Completam baza lui Vi, By = {b1,b2}, pana la o baza a lui R* cu vectorii
bs = (1,1,1,0),b4 = (0,0,0,1) . Intr-adevar, rangul matricei

0 0 1 0
1 -1 1 0
1 0 10
0 1 01

este 4 si astfel {by,bo, b3, by} este bazi.

Consideram subspatiul vectorial generat de by si by, Vo = L(bs,by). Atunci,
dimV; +dim Vs, =2+ 2 =4 =dimR*.

Cum R* = L(by,bo, b3, by) rezulti ca pentru orice vector T din R*, existd
scalarii reali o, (i = 1,4), astfel incit T = a'by + a?by + b3 + by si
prin urmare orice vector T se poate scrie T = XT1 + To Cu T1 = a151 + a21_)2 ewv;
§i Ty = a®bz +atby € Vo . Deci, R* = Vi, + V. Din aceasta relatie si din faptul
¢t dimV; + dim V, = dimR? rezultd cd Vi @ Vo = R*. Prin urmare, Vs este
un supliment al lui V7 in R*.

Exemplul 1.5.6 In spatiul aritmetic R* se dau subspatiile vectoriale
201 + 22 + 323 — 2t =0

Vi =< &= (2% 2 %) 3zt +222 —224=0
3ol + 22 +923 — 2 =0

6zl — 922 — 23 =0
22 +21=0
a) Ardtati ca Vi @ Vo = RY;

b) Determinati proiectia vectorului T = (1,—1,1,0) pe subspatiul Vi de-a lungul
subspatiului Vs .

Rezolvare:

a) Matricea primului sistem liniar omogen,

Vo = {:E = (xl,xQ,xB,x4)

21 3 -1
Ai=(13 2 0 -2
31 9 -1

are rangul 2 gi solutia sa este de forma T = (3a, —9a+ B, a, ), (o, 8 € R) sau
T = aay + Pag, unde a1 = (3,-9,1,0) si as = (0,1,0,1) sunt doud solutii liniar
independente. Deci Vi = L(ay,az2) si dimVy =2 cu By = {a;,as} baza.
Matricea celui de-al doilea sistem liniar omogen,

6 —9 -1 0
A2_<0 1 0 1)

are rangul 2 51 solutia sa este de forma T = (% — %, -B,a,8), (a, 8 € R) sau
T = %aag + %ﬁc’m , unde az = (1,0,6,0) gi ag = (—3,-2,0,2) sunt doud solutii
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liniar independente. Deci, Vo = L(as,a4) §i dim Vo = 2 cu By = {a3, a4} baza.
Deoarece rangul matricei

3 01 -3
-9 1 0 -2
1 06 O
0 1 0 2

este 4, rezultd ca B' = {a1, ag, a3, a4} este o bazd a lui R*. Astfel, R* = Vi+V5 .

Se mai poate ardta ca Vi NV = {0}. Intr-adevar, dacd & = otay + o2as =

alas + otas € Vi NV, atunci avem o'a, + o’as — a’as — ataq = 0 si de aici

obtinema' =a? =a®>=0a*=0sauz =0.

Deci V, @ Vo = RA.

b) Conform punctului a), avem scrierea unicd: T = T1 + T2 cu T3 € V1 §i

To € V5.

Proiectia lui ¥ = (1,—1,1,0) pe Vy de-a lungul lui Va este T, = ala; + o’as.

Pentru a gisi pe T1, ludm To = o3as + o'ay si determinam scalarii o, i = 1,4

din relatia

(1,-1,1,0) = a*(3,-9,1,0) + ?(0,1,0,1) + a3(1,0,6,0) + a*(—=3,-2,0,2)

sau (1,-1,1,0) = (3ot + a® — 3a*, —9a! + a? — 20, o' + 6a°, a? + 2a%).
Rezolvam sistemul liniar

3al +a® -3t = 1
—9a' +a?—20* = -1
al +6a® = 1
a?+2a = 0
; ; 1_ 19 ,2_ 28 3 _ 16 4 __ _ 14 7. — 19 5
gi oblinem o’ = {%, @ = {7, = 115, @ = —175, de unde Ty, = {7za1 +

28 Gy = (57, —143,19,28) .

1.6 Probleme propuse spre rezolvare

1. Fie multimea V = {a + bv/2 + /3 + dV/5|a, b, c,d € Q}. Aritati ci pe V
se poate introduce o structura de spatiu vectorial peste corpul numerelor
rationale Q, in raport cu adunarea numerelor reale gi in raport cu in-
multirea cu numere rationale a numerelor reale. Cat este dimgq V' 7 Dar
dimQ R?

2. Fie V. = (0,00). Dacé definim legea de compozitie internd ”®” pe V,

d . . oo
Dy ] zy si legea de compozitie externd ”®” pe V, cu scalari din R

de e e o . .
(sau Q), a @ x ] x®, atunci ardtati cd (V, @, ®) este un spatiu vectorial

peste R (sau Q). Cat este dimgq V' ? Dar dimg V' 7
3. Stabiliti care dintre urmatoarele sisteme de vectori din spatiul vectorial
aritmetic R3 sunt liniar independente:
a) {al = (172a3)762 = (2737 1)763 = (37 172)}a
b) {b1 = (1,3,-1),bo = (0,—2,1),b3 = (—3,—1,—-1)}.
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. Fie {51,62,@3} C R3, v = (].,C!,O), Vg = (a, 1,1), Uy = (170,0[), a € R.

a) Si se afle o € R astfel incat S = {vy, 2,03} si formeze o bazd in R3;

b) Pentru oo = v/2 si se extragd din S o bazd S’ a subspatiului vectorial
L(§1a62763)'

. Si se determine A € R astfel ca vectorii @ = €; —es+4€s, b = 2€; —3ey+€s,

c==¢€1 + 2e; + Xeg
sd fie liniar dependenti in spatiul vectorial aritmetic R?, unde {&;, e, €3}
este bazd canonici a lui R3.

. In spatiul vectorial real aritmetic R® se dau vectorii @ = (—4,9,7), b=

(L, 5),e=(2,-1,5).
a) Pentru ce perechi de numere reale («, 3) sistemul {@,b,¢} formeaza o
bazd a lui R3?

b) Pentru ce perechi de numere reale («, 3) subspatiul generat de @, b, ¢
are dimensiunea 27

. Sd se arate cd sistemele de vectori S = {(1,1,0), (1,—1,—1)} si respec-

tiv So = {(9,—1,-5),(7,—1,—4)} din R3, genereazd acelasi subspatiu
vectorial.

. In spatiul vectorial aritmetic R? se dau vectorii 7, = (3,1,0) , Ty = (6,3, 2)

, U3 = (1,3,5). Se cere:
a) S& se arate ci Up,Vq, V3 formeazd o bazi in spatiul R3;

b) S& se giseascd coordonatele vectorilor bazei canonice B = {€;,e2,€3}
in noua bazad B’ = {v1, U2, U3}.

. Fie V un spatiu vectorial peste corpul comutativ K si u, v, w trei vectori

liniari independenti. Studiati liniar independenta vectorilor w + v, v + w,
W + T in cazul in care corpul K este a) R; b) C; ¢) {0,1}.

Fie M;.,(R) = {4 € M,(R)|A = A"} muljimea matricilor simetrice de
ordinul n §i Mgsn(R) = {4 € M,(R)|A = —A'} mulfimea matricilor
antisimetrice de ordinul n.

a) Ardtati cd Mg, (R), Mgs. (R) sunt subspatii vectoriale ale lui M, (R).
b) Aritati cd dim M., (R) = w, Masn(R) = w
c) Este adevirat c& M;.,,(R) & Mgs:n(R) = M, (R)?

2 3

-2 4 ) € M3(R) pe M;»(R)

d) Determinati proiectia matricei A = <
de-a lungul lui Mgs.2(R).

Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune n > 3 ¢i B = {@y, U2, ..., Un }
o bazd pentru V. Se considerd vectorii

Vi = Uy, Vg = U2,V = Uk + A\gU1 + U2, pentru k =3,...,n,
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unde coeficientii reali A\, p; (kK =3, ...,n) sunt fixati arbitrar, in prealabil.

Aritati c8 sistemul de vectori B = {v1, Vs, ..., Uy, } formeazi o bazd pentru
V. Scrieti matricea de trecere de la baza B la baza B'.

. - b
Fie a, b, a’, b’ numere reale astfel incat rangul matricii ( j’ Y ) este 2.

Daci se considerd subspatiile vectoriale ale lui R?, Vi = {(z!, 2?)|az! +
ba? =0} 5i Vo = {(21,2%)|a’zt + V2% = 0} s se arate c& V1 ® Vo = R2 Ce
se poate spune despre submultimile lui R?, W; = {(z!, 2?)|az' +bz? = 1},
Wy = {(z!,2%)|a’'z! + b'z? = 1}?

Fie sistemul omogen de ecuatii liniare

b+ 22— 2B = 0
2t — 2?2 o+ 2+ 22t = 0. (*)
x! + zt =0

Daci V este multimea solutiilor (z*, 22, 23, #*) pentru sistemul (*), atunci:

a) Aritati cd V este un subspatiu vectorial al lui R*.

b) Determinati o bazd a lui V gi dim V.

c¢) Gasiti un supliment W pentru V in R*.

d) Determinati proiectia vectorului Z = (1, 2,2, 3) pe V de-a lungul lui W,
gasit la ).

Ce conditii trebuie sa satisfacd numerele reale a, b, ¢ pentru ca vectorii
z=(1,a,a%),y = (1,b,%), z = (1,¢, c?) si formeze o bazi pentru R3?

Dacd a = —1, b =0, ¢ = 1 sd se scrie vectorul w = (1,7,2) ca o combinatie
liniara de vectorii z, 7, 2.

x Y
Fie M=<{A=| =z 0 |z,y,z € R ». S& se arate cd M este un
0 z+4+vy

subspatiu vectorial al lui M3 o(R). Gasiti o bazd pentru M gi dim M,
precum gi coordonatele matricei

1 8
U=| 3 0 | relativ la baza gasita.
0 9

Fie n € N* si R,,[X] spatiul vectorial real (n + 1)-dimensional al poli-
noamelor de grad cel mult n cu coeficienti reali, in nedeterminata X.

a) Ardtati cid B={1,(1+ X),(2+ X)2,...,(n + X)"} este o bazi pentru
R, [X].

b) Pentru n = 3, determinati matricea de trecere de la baza canonicd
B.={1,X,X? ..., X"} la baza B.

¢) Pentru n = 3, determinati coordonatele polinomului Q = X3+ 1 relativ
la baza B.
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Aplicatii liniare

2.1 Notiunea de aplicatie liniara. Operatii cu
aplicatii liniare
Fie V, W doua spatii vectoriale peste K.

Definitia 2.1.1 Functia f : V — W se numeste aplicatie liniard (sau mor-
fism de spatii vectoriale sau operator liniar) dacd

a) f este aditiva, adica f(T+7) = f(T)+ f(7), VT, 5 € V;

b) f este omogend, adici f(ax) = af(T), Vae KNT V.

Daca V =W, atunci spunem ca f este un endomorfism al spatiului vec-
torial V' (sau operator liniar al lui V).

Propozitia 2.1.1 Functia f : V — W este aplicatie liniara dacd si numai daca

¢) f(az+pY) = af(T)+8f(Y), Vo, 3 € V, VT, 5 € V (adicd, f este liniard)
Demonstratie. FEvident, din a) si b) rezultd c). Reciproc, din c) rezultd a)
pentru o = B =1 gi din ¢) rezultd b) pentru 3 =0. ®

Exemplul 2.1.1 1. Aplicatia nula 0 : V. — W, 0(T) = 0, VT € V, este o
aplicatie liniard, numitd aplicatia nula sau morfismul nul.

2. Aplicatia 1y 1V — V, 1y(T) = T, VT € V, este o aplicatie liniard,
numita aplicatia identica sau endomorfismul identic.

3. Aplicatia f : R™ — R"™1, definita prin f(T) = (2! + 2%,23,...,2"),
VT = (z1,22,...,2") € R", este o aplicatie liniara.

4. Daca Vi, Vo sunt doud subspatii vectoriale ale lui V' astfel incat V =
VieVe sip, : V — V;, definiti prin p;(T) =T;, VT =T1+T2 € V, T; € V;
(i =1,2), atunci aplicatiile p1, pa numite proiectia lui V pe Vi de-a lungul
lur Vs, respectiv proiectia lui V pe Vo de-a lungul lui Vi sunt aplicatii
liniare.

23
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5. Functia f : R3[X] — Ra[X], definita prin f(P) = P’, pentru orice P €
R;[X] (unde P’ este polinomul asociat derivatei functiei polinomiale asociate
polinomului P), este o aplicatie liniara.

Vom nota prin Hom(V,W) = {f : V — W|f aplicatie liniard} si End(V) =
Hom(V,V).

Propozitia 2.1.2 Daca f:V — W este o aplicatie liniara, atunci avem:
P

a) f (Z a’xi) =Y o' f(T), Vo' € K,Vz, €V (i=1,p), ¥p € N*;
i=1 j

= =1

b) f(0) =0 gi f(-7) = —f(), VE € V.

Demonstratie. a) Se folosegte metoda inductiei matematice dupd p > 1.

b) Din f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), rezultd f(0) = 0. Evident, f(—%) =
f((-1)7) = (-1)f(T) = —f(T), pentru orice T € V. m

In continuare vom defini pe H om(V, W) doud legi de compozitie: una in-
ternd, numitd adunarea aplicatiilor liniare si una externd, numita inmultirea
aplicatiilor liniare cu scalari din K.

i) oricare ar fi f,g € Hom(V, W), definim aplicatia f + g prin

(f+9)@) = f@) +9@), VT EV;
ii) oricare ar fi A € K, f € Hom(V, W), definim aplicatia Af prin
(A)(@) = Af(x),vT € V.

Propozitia 2.1.3 Dacid f,g € Hom(V,W) si A € K, atunci f + g, A\f €
Hom(V,W). Mai mult, Hom(V,W) are o structurd de spatiu vectorial peste
K fata de operatiile de adunare a aplicatiilor liniare si tnmultirea aplicatiilor
liniare cu scalart din K.

Demonstratie. Fie o, € K §i T,7 € V. Atunci, (f + ¢)(aZ + 87y) =
= f(az+B8Y)+g9(az+pY) = af(T)+6f([Y)+ag(@)+B9(Y) = a(f(@)+9(z))+
+B8(f@) +9@) = alf +9)(@) + B(f + 9) (@) s
(A)(az+BY) = Af(ax+BY) = Maf (@) +Bf (1) = Maf (@) +ABf (@) =
= Aa) f(@) + (AB)f () = (aA) f(@) + (BA) f(¥) = a(Af(Z)) + BN (W) =
= a(Af)(@) + BA)(@).
Vectorul nul al spatiului Hom(V, W) este aplicatia nuld 6, iar opusul lui f
este —f, adicd (—1)f. m

Dacid V, W, Z sunt trei spatii vectoriale peste K gi f € Hom(V,W), g €
Hom(W, Z), atunci compunerea lor (numitd si produsul) g o f, definita prin
(go /)(@) = g(f(T)), VT € V, este tot o aplicatie liniard de la V' la Z (verificarea
este foarte simpla!). Mai mult, cu ugurintd se poate verifica c& End(V') este un
inel fatd de operatiile de adunare si compunere a aplicatiilor liniare, unitatea
inelului fiind chiar aplicatia identicd 1y, iar zeroul inelului este aplicatia nuld
6. Inversul unui element f din End(V'), daci existd, este chiar inversa lui f, ca
functie.
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2.2 Aplicatii liniare injective, surjective si bijec-
tive

In aceastd sectiune prezentam céteva caracterizari foarte utile ale aplicatiilor
liniare injective, surjective si bijective.

Propozitia 2.2.1 Aplicatia liniara f : V. — W este injectiva dacd §i numai
daca Kerf = {0}.

Demonstratie. Dacd f este injectiva, atunci fie T € Kerf, arbitrar fixat.

Avem ci f(z) = 0, dar si f(0) = 0. Din ipoteza de injectivitate, avem ci
Z = 0. Prin urmare, Kerf C {0} si cum este evident ci {0} C Kerf, rezultd
cad Kerf = {0}.

Reciproc, dacd Kerf = {0} si consideram doi vectori 71, Ty astfel ca f(Z1) =
f(Z2), atunci f(Ty — T2) = 0, ceea ce inseamnid ci Ty — To € Kerf, adici
T1 — To = 0 sau T = To. Deci, f este injectivd. m

Propozitia 2.2.2 Aplicatia liniara f : V. — W este injectiva dacd §i numai
daca f duce orice sistem de vectori liniar independenti din V' intr-un sistem de
vectori liniar independenti din W, adicd pentru orice {@y,...,am} sistem liniar
independent in V. avem ca sistemul {f(a1),..., f(@m)} este liniar independent
inW.

Demonstratie. Dacd f este injectiva si considerdm sistemul {@1, . ..,a,,} liniar
independent in V, si demonstrim ca sistemul {f(a1),..., f(@m)} este liniar
independent in W. Fie \', ..., \™" € K astfel ca X' f(@;) + -+ + N f(@n) = 0.
Atunci, f(\'@ +--- 4+ A\"G) = 0 = f(0) si cum f este injectivi, rezulti ci
M@ + - + A", = 0, ceea ce implicd A\! = .-+ = A™ = 0. Deci, sistemul
{f(@1),..., f(@n)} este liniar independent in W.

Reciproc, daca avem c& f duce orice sistem de vectori liniar independenti din
V intr-un sistem de vectori liniar independenti din W, atunci sa demonstram
cd f este injectiva.

Fie 71 # T din V. Atunci, 77 — 72 # 0, adicd {Z; — T} este un sistem
liniar independent in V. Din ipotezi, rezultd c& {f(Z1 — T2)} este sistem liniar
independent in W, adicd f(T1 — ZT2) # 0 sau f(T1) # f(T2). Atunci, f este
injectiva. m

Propozitia 2.2.3 Orice aplicatie liniarda f :V — W duce un sistem de gener-
atori ai lui V intr-un sistem de generatori ai lui f(V) =Im f.
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Demonstratie. Fie {a1,...,a,} un sistem de generatori pentru V. Vom

demonstra cd {f(@1), ..., f(@n)} constituie un sistem de generatori pentru Im f.
Pentru aceasta, s consideram vectorul ¥ € Im f. Atunci, exista cel putin un

Z € V astfel ca y = f(T). Pentru acest T existd scalarii o!, ..., o™ astfel

incat > a'a; = T si atunci § = f <Z oziai> = Y o'f (@;). In consecintd,
i=1 i=1 i=1
Imf:L(f(al)aaf(am)) u

Corolarul 2.2.1 Aplicatia liniara f : V — W este surjectivd dacd §i numasi
dacd f duce orice sistem de generatori ai lui V' intr-un sistem de generatori ai
lui W.

Demonstratie. Implicatia directd este o consecintd clard a propozitiei ante-
rioare. Reciproca este evidentd (demonstratia temal!). m

Corolarul 2.2.2 Aplicatia liniara f : V. — W este bijectiva daca si numai
daca f duce orice baza a lui V intr-o baza a lui W.

Propozitia 2.2.4 Dacd f € End(V,W) este bijectivd, atunci inversa sa f~1 €
Hom(W,V).

Demonstratie. Fie ay, as € K §1 71, §, € W. Atunci, existd T1, To € V astfel
incat f(Z1) =7, si f(T2) = Ty, adicd f~1(y,) =71 si f1(Yy) = To. Rezultd ci
F7H Y + 0?Ty) = [ f(@) + 2 f(T2) = fH(f(a'Ty + o?Ty)) =

= a'T + a?Te = o f71 (7)) + ?f71(7,), adicd f~! este liniard. m

2.3 Nucleu si imagine pentru o aplicatie liniara

Fie V', W doua spatii vectoriale peste K si f: V — W o aplicatie liniara.

Propozitia 2.3.1 a) Daca V; este un subspatiu vectorial al lui V', atunci imag-
inea sa prin f, f(V1) = {f(Z)|[z € V1}, este un subspatiu vectorial al lui W.

b) Daca Wy este un subspativ vectorial al lui W, atunci contraimaginea
sa prin f, f7Y(W) ={z € V|f(T) € W1}, este un subspatiu vectorial al lui V.

Demonstratie. a) Fie o, 8 € K si §;,7, € f(V1). Atunci, existd Ty, To € V1
astfel incat f(z1) = 7y, f(T2) = Yy. Rezultd cd oy, + By, = af(T1) + 5
f(T2) = f(ax1 + BT2) € V1 si astfel V] este subspatiu vectorial al lui V.

b) Fie a, 8 € K i @1,T2 € f~Y(W1). Atunci, f(Z1), f(T2) € Wy si astfel
f(aZy + BT2) = af(F1) + Bf(T2) € Wi. In concluzie, f~(W}) este subspatiu
vectorial al lui V. =
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not

Corolarul 2.3.1 a) f(V) = {f(Z)|T € V} = Im [ este subspatiu vectorial al
lui W.
b) fL{0N) = {Z € V|f(@) =0} "2 Ker f este subspatiu vectorial in V.

Observatia 2.3.1 Se poate demonstra direct (folosind definitia) caIm f gi Ker
f sunt subspatii vectoriale in W, respectiv V.

Definitia 2.3.1 Subspatiile vectoriale Im f i Ker f se numesc imaginea
aplicatiei f, respectiv nucleul aplicatier f, iar dimIm f, dim Ker f se numesc
rangul, respectiv defectul aplicatiei liniare f.

Legatura dintre rangul si defectul unei aplicatii liniare este data de teorema:

Teorema 2.3.1 Daci f € Hom(V,W) si dim V = n finita, atunci:
dimIm f + dim Ker f=dimV.
Demonstratie. Cazul I) Daci dim Ker f = 0, atunci Kerf = {0}, adicd f este

injectivad. Altfel spus, f duce baza lui V in baza lui (V) = Im f. Prin urmare,
dimV = dimIm f sau dimIm f + dim Kerf = dim V.

Cazul IT) Dacd dim Kerf = n, atunci f(z) =0, Vz € V, adicd Im f = {0}
sau dim Im f = 0 si atunci concluzia este evidenta.

Cazul IIT) Dacd 1 < dimKerf <n—1,r =dim Kerf, n = dimV iar B’ =
{@1,a2,...,a,} o bazd a lul Kerf pe care o completdm cu n — r vectori @11,
<ty Gp, PANA la 0 bazd a lui V, atunci vom arita cd By = {f(Gr41),..., f(@n)}
este o bazd a lui Im f si astfel avem concluzia.

n
Fie y € Im f. Atunci, existd T = Y a'a; € V astfel cay = f(7) = f(a'a; +
i=1
et ata, " a g+ atay,) = 2" f(@rg ) + - 2™ f (@), intrucat ay,
oy Gy € Kerf. Deci, Im f = L(f(@r41),- .., f(@n)).

Fie X" . A" € K astfel incat A" f(@q1) +--- + \"f(@,) = 0. Atunci,
avem f(A"'@.y1 + -+ N'@,) = 0 sau AN G + - + NG, € Kerf.
Acum, tinand cont c& B’ este bazi pentru Kerf, rezultd ci existdy A, ...,
N € K astfel ca May + -+ XNa, = N a1 + -+ + \"ap, adicd Ma; +
AT+ (N Eg 4+ (=A@, = 0. Deoarece {@y, @y, . .., a, } reprez-
intd o bazi pentru V avem c& A* = 0, pentru orice i = 1,n. Prin urmare,
By = {f(@r+1),-.., f(@y,)} este si sistem liniar independent. Deci, By este bazd
pentru Im f. m

Propozitia 2.3.2 Fie V, W doua spatii vectoriale peste K, de aceeagi dimen-
siune finita gi f : V. — W o aplicatie liniara. Atunci, wrmdatoarele afirmatii
sunt echivalente:

i) [ este injectiva;

ii) [ este surjectivd;

i11) f este bijectiva.
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Demonstratie. i)=-i) Daci f este injectivd, atunci Kerf = {0} si astfel
dimV = dimIm f, adicd dimIm f = dim W. Prin urmare, Im f = W, ceea ce
inseamna ca f este surjectiva.

ii)=-1) Daca f este surjectivi, adicd Im f = W, atunci dimIm f = dim W =
dim V', de unde rezult ci dim Kerf = 0. Deci, Kerf = {0}, ceea ce inseamni
cd f este injectiva.

Restul echivalentelor sunt evidente. m

2.4 Spatii vectoriale izomorfe

Fie V', W doua spatii vectoriale peste K.

Definitia 2.4.1 Spunem ca spatiile vectoriale V' gi W sunt izomorfe daca
existi o aplicatie liniard f : V. — W bijectivd. In acest caz, aplicatia f se
numegte izomorfism de spatii vectoriale. Vom nota V. ~W. Daca W =V
atunci spunem ca f este un automorfism al spatiului vectorial V.

Exemplul 2.4.1 1) Aplicatia f : R®> — R? definita prin f(T) = (2! + 22,2 —
x?), oricare ar fi T = (z',2%) € R? este un automorfism al lui R?, intrucdt
este liniard gi bijectivd (verificarea tema!).

2) Aplicatia f : Ma(R) — R?* definita prin f(A) = (a11,a12,a21, as), ori-

ail a ) g )
care ar fi A = au au € M3(R) este un izomorfism de spatii vectoriale.
21 (22

Teorema 2.4.1 Doua spatii vectoriale V' gi W peste K, finit dimensionale sunt
izomorfe daca §i numai dacd dimV = dim W.

Demonstratie. Presupunem ca V gi W sunt spatii vectoriale finit dimension-
ale izomorfe, cu dimV = m si dimW = n. Atunci, existd o aplicatie liniard
bijectiva f : V — W. Dacd By = {@1,...,amn} este o bazd a lui V, atunci
{f(@),..., f(@n)} este o bazd a lui W, conform unui corolar din sectiunea
precedentd. Aplicand teorema bazei, rezultd cd m = n, adicd dimV = dim W.

Reciproc, dacd dimV = dim W = n, si aratam ca V gi W sunt izomorfe.
Intr-adevir, dacd considerim bazele By = {@y,..., @}, B2 = {b1,...,b,} pen-

n

tru V, respectiv, W si definim aplicatia f : V — W prin f(Z) = Y 2'b;, pentru
i=1

n
oriceT = »_ z'a; € V, atunci f este un izomorfism de spatii vectoriale, pentru ci
i=1

faz+67) = f (z (' + mﬁ)ai) = 3 (azt+8y)b; = a ; T+ ; yiB =

=
af(@)+Bf(@), Vz,y € V si
din f(z) = f(7), cu T = . 2'a;, ¥ = Y. y'a;, rezultd > 2'b; = 3 y'b;,

i= i=1

4 4 i=1 i=1 i=1
adicd ' = y", Vi = 1,n sau T = 7, iar

i=1




2.5. MATRICEA UNEI APLICATII LINIARE 29

n —
pentru orice § = Y y'b; € W, existd T =
i=1
adica f este injectiva si surjectiva. m

ol

H
I
-

y'a; € V astfel ca f(Z) = 7,

Corolarul 2.4.1 Orice spatiu vectorial V peste K, de dimensiune n este izomorf
cu spatiul aritmetic K™.

2.5 Matricea unei aplicatii liniare

Fie V gi W spatii vectoriale peste K, de dimensiuni finite n, respectiv m.

Propozitia 2.5.1 Fie By = {ai,...,@,} o baza a spatiului vectorial V, iar
b1, ..., bn vectori arbitrari din W. Atunci, exista o unica aplicatie liniara f :
V — W astfel incdt f(a;) = b;, oricare ar fii = 1,n.

Demonstratie. Existenta: dacd definim aplicatia f : V. — W prin f(z) =

no_ noo _
S ath;, VT = > z'a; € V, atunci este clar ci f este liniard si f(@;) = by,
i=1 i=1
oricare ar fi i = 1,n. B
Unicitatea: Dacd g : V' — W este o altd aplicatie liniard aga incat g(a;) = b;,
n

[ n . .
Vi = 1,n, atunci pentru orice T = Y x'a; € V avem ¢(T) = > x'g(a;) =

i=1
Y 2t = f(T), adici g = f. m
i=1
Corolarul 2.5.1 Fie By = {a1,...,a,} o bazd a spatiului vectorial V, iar f,g

V — W doud aplicatii liniare astfel ca f(a;) = g(a;), Vi = 1,n. Atunci f = g.

Corolarul 2.5.2 O aplicatie liniara f : V — W este complet determinata dacad
se cunosc imaginile f(@y), ..., f(@y,) ale vectorilor unei baze By = {@y,...,a,}
alw 'V, prin f.

Demonstratie. Intr-adevir, dacd se dau vectorii b; = f(a;), 1 < i < n,
n

atunci pentru orice vector T = Y z'a; € V, din liniaritatea lui f, avem ci
=1

n

f@) = Z if(@) = Z 2'b;. Membrul drept este ins& cunoscut si astfel rezults

cd f(z) este cunoscut pentru oricezcV. m B B
Acum, daci fixdm bazele By = {a@1,...,a,} in V gi By = {b1,..., by} In W,
iar pentru f € Hom(V, W) avem

f(al)—a1b1+a1b2+...+a1 bm,
f(EZ)_a2b1+OZ2b2+-~-—|—a2 bm,
f(an) :O‘}LBI +a%52+...+a?gm7

atunci putem da definitia:



30 CAPITOLUL 2. APLICATII LINIARE

Definitia 2.5.1 Matricea A pe ale carei coloane sunt coordonatele imaginilor
prin f ale vectorilor bazei By in raport cu baza Bs se numeste matricea apli-
catiei liniare f in raport cu bazele By si Bs.

Prin urmare,

1 1 1
ap 0y a,
ol o ... a2
A= . . . € My n(K).
m m m
a;” Qg Qn

Exemplul 2.5.1 1) Fie f : R® — R? definita prin f(Z) = (22! — 2,21 +
3z2 + 23), oricare ar fi T = (x',22,23) € R3. Evident, f este o aplicatie
liniard si f(e1) = (2,1), f(e2) = (0,3), f(e3) = (—1,1). Atunci, matricea lui
f relativ la bazele canonice By = {e; = (1,0,0),es = (0,1,0),e5 = (0,0,1)} si
By = {f, = (1,0), f5 = (0,1)} ale spatiilor R® si R? este A = ( ? g _11

2) Fie V, W spatii vectoriale peste K de dimensiuni 2, respectiv 3 gi 0 €
Hom(V,W) aplicatia nula. Atunci, matricea lui 6 tn raport cu bazele By, Bs
oarecare din V', respectiv din W este matricea nuld O3 9 € M3 o(K).

In particular, dacd W = V si fixdm B = {@1,...,@,} o bazd in V, iar pentru
f € End(V) avem

f(@) =aja; +a?ay + -+ ata,, Vi=1,n,

atunci prin matricea lui f in raport cu baza B intelegem matricea

11 1
ol oy ... oy
a? a2 ... a2
A= ) . . € M, (K),
n n n
Qg Qg an
pe ale carei coloane avem, respectiv, coordonatele lui f(@1), ..., f(@n), relativ

la baza B a lui V.

Exemplul 2.5.2 1) Matricea endomorfismului identitate 1y relativ la orice
baza B a lui V este matricea unitate I, € M, (K).
2) Matricea lui f € End(R3), definit prin f(Z) = (2* + 23,23 + 2!, 21 4+ 2?),

vz = (21,22, 2%) € R3, relativ la baza canonici By = {e1,e2,€3} a lui R? este

0
A=11
1

— o
O = =

In continuare ne propunem sa vedem cum se schimba matricea unei aplicatii
liniare la o schimbare a bazelor spatiilor vectoriale V' gi W.
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Propozitia 2.5.2 Fie f € Hom(V,W), By, B} doud baze in'V gi Bs, B} doud
baze tin W. Daci C este matricea de trecere de la baza By la baza By, D este
matricea de trecere de la baza By la baza BY, iar A este matricea aplicatiei liniare
f relativ la bazele By, Ba, B este matricea lui f relativ la bazele B, BY, atunci
avem

B=D1AC.
Demonstratie. Fie By = {ai,...,a,}, B} = {b1,...,b,} baze in V, iar

1)ij=tm € Mu(K) matricea de trecere de la By la baza Bj, adica

c = (d
b = > crag, Vi = T,n. Fie By = {&1,...,em}, By = {f1,..., fm} baze in
k=1

W, iar D = (d)); ;_1=
?i = Z d?ék, Vi=1,m.
k=1

€ M,,(K) matricea de trecere de la By la baza B}, adicd

Daci A = (a!) € My, n(K) §i B = (b)) € M, ,,(K) sunt matricele lui f

m
in raport cu bazele By, Ba, respectiv By, Bh, atunci avem f(a;) = 3. a¥ey si
k=1

f(b;) = > bFf, , pentru toti i = 1, 7n.
k=1

— m — m m .
Tinand cont relatiile de mai sus avem f(b;) = Y bff, = Y 3 vidie;
k=1 k=1j=1

_ n n n m B
si f(b) = F(X ckay) = > cff@ap) = X X cfa{céj, pentru orice ¢ = 1,n.
k=1 k=1 k=1j=1

m .
Din unicitatea scrierii unui vector in raport cu o bazd rezultd ci . b¥d] =
k=1

m .

> cfai,, oricare ar fi i = 1,n si j = 1, m, ceea ce inseamnd cd DB = AC sau
k=1

B=D1AC. =

Corolarul 2.5.3 Fie f € End(V) i B, B doud baze in V. Daca C este ma-
tricea de trecere de la baza B la baza B, iar A este matricea lui f relativ la baza
B si B este matricea lui [ relativ la baza B', atunci avem

B=C'AC.

Observatia 2.5.1 Tindnd cont de rezultatul de mai sus si de proprietati ale
rangulut unei matrice, avem ca rangul matricei unei aplicatit liniare nu
se schimba odata cu schimbarea bazelor, desi matricea aplicatiei liniare se
schimba.

Teorema 2.5.1 Rangul unei aplicatii liniare f : V. — W coincide cu rangul
matricei aplicatier f in raport cu bazele arbitrare By, By din V', respectiv W.
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Demonstratie. Fie By = {ai,...,a,} o bazi in V si By = {b1,...,bn} 0

bazd in W. Atunci Im f = L(f(@1),..., f(@,)) si astfel rangul lui f = dimIm f
= numérul maxim de vectori liniar independenti din sistemul f(a;), ..., f(a@n),
adicd chiar rangul matricei lui f relativ la bazele By, B (tindnd cont de definitia
rangului unei matrici). m

Corolarul 2.5.4 Daca f:V — W este o aplicatie liniarda, atunci dimIm f =
rangA gt dim Kerf = n — rangA, unde n = dimV gi A este matricea lui f
relativ la bazele oarecare By, By din V', respectiv W.

Daci fixim arbitrar bazele By = {@y,...,a,} in V si By = {b1,...,bn}
in W, iar pentru f € Hom(V,W) avem A = (af) € My, n(K) matricea sa
n
relativ la cele doud baze, atunci pentru orice T = Z z'a; € V, obtinem ci
n ) n m =t m _

f@) =S 2'f(a;) =Y > x'albi. Dar, pe de altd parte f(Z) = > y*bx. Din
i=1 i=1k=1 k=1
no

unicitatea scrierii lui f(Z) in raport cu baza By rezultd ci y => xlaf, pentru

toti k = 1, m sau, altfel scris,

y" = afwl + afta? + -+ ol

Relatiile de mai sus se numesc ecuatiile aplicatiei liniare f relativ la
bazele B; si Bs.

y! 2!
% 22

Matriceal, putem scrie : =A : sau (f(%))g, = AZp, .
o .

Observatia 2.5.2 Avdnd in vedere relatia de mai sus, putem spune ca, in ra-
port cu bazele By = {ay,...,an}, Bs = {b1,...,b;m} din V, respectiv W, o
aplicatie liniara f : V. — W se poate defini in trei moduri echivalente:
m _ n .
a) prin expresie analitica: f(z) = Y. y*by, VT = 3. a'a; € V, sau
k=1 i=1

m

b) prin matrice: A = (a{) € My n(K), unde f(a;) = Y, ozggj, Vi=1,n, sau

n
¢) prin ecuaﬁii:{yk = 3" oFat, pentru orice k =1, m.
i=1

Exemplul 2.5.3 Fie f : R* — R? o aplicatie liniard care relativ la bazele
canonice By = {e; = (1,0,0),es = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} si Bo = {f; =
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(1,0), f5 = (0,1)} ale spatiilor R® si R?are matricea A = ( b >

1 2 1
Atunci, din relatia (f(Z))g, = ATp,, rezultd ecuatiile lui f relativ la bazele
gl =l — 2 4 5B
canonice { V2 = b 4 222 + 28 gt expresia analitica a lui [ fatd de By gi Bs,

f@) = (zt =22+ f1+ (@' + 222 +23)f,, VT =1 El + 2%e3 + 2%e3 € R3,
sau f(T) = (2! —2® + 23, 2" + 222 + 23), VT = (21,22, 2%) e R3.

Propozitia 2.5.3 a) Fie f, g € Hom(V,W), a € K gi bazele By si Ba in'V,
respectiv W. Daca A gi B sunt matricile aplicatiilor liniare f, g in raport cu
bazele By, By, atunci A+ B, aA sunt matricile aplicatiilor f + g, respectiv af,
in raport cu bazele By, Bs.

b) Fie f € Hom(V,W), g € Hom(W, Z) si bazele By, Bz, Bs in V, W,
respectiv Z. Daca A este matricea lui f in raport cu By, Bs, iar B este matricea
lui g in raport cu Ba, Bs, atunci BA este matricea aplicatiei liniare go f in raport
cu bazele By, Bs.

Demonstratie. a) Daci By = {a@i,...,an}, Ba = {b1,...,bn} si A = (af),

= (87) € My, ,(K) sunt matricile lui f, g relativ la By, By, atunci (f+¢)(a@;) =

fl@)+g@)=> (aﬁj + 5{@) = > (o + B))b;, pentru toti i = 1,n. Astfel
j=1 j=1

A+ B = (a! 4+ ) este matricea lui f + g relativ la bazele By, By. La fel pentru
af.

b) Daca Bl = {El,. AN ,En}, 82 = {51, e ,Bm}, Bg = {El,. .. ,Ep} §1 A=
(&) € My n(K), B = (BY) € Mp(K) sunt matricile lui f relativ la By, Bo,
respectiv g relativ la By, Bs, atunci pentru orice i = 1,n avem ci (go f)(a;) =

9(f(@)) =g <Tzn: ongj> = i alg(by) = 3 Z ]ﬁ Cr. Atunci este clar cd
j=1 j=1 j

m . m .

matricea de elemente v¥ = > agﬁf =S g%/, (i =1,n, k =1,p), care este
j=1 j=1

chiar matricea BA, este matricea aplicatiei liniare g o f in raport cu bazele B,

83. |

Teorema 2.5.2 Fie V, W spatii vectoriale peste K, finit dimensionale, cu
bazele fizate By = {ay,...,a,}, Bo = {b1,...,by}. Atunci, aplicatia

h : Hom(V,W) — My, »(K), definitd prin h(f) = A, pentru orice f €
Hom(V,W) (unde A este matricea lui f relativ la bazele By, Bz ) este un izomor-
fism de spatii vectoriale.

Demonstratie. Tinand cont de propozitia de mai sus avem ca h(f + g) =
R(f) + h(g) si h(af) = ah(f), pentru orice f, g € Hom(V,W), o € K. Deci, h
este liniara.

Daci f, g € Hom(V, W) astfel ca h(f) = h(g), atunci inseamna c& cele doud
aplicatii liniare au aceeasi matrice A = (od ) € My, »(K) relativ la bazele By, Bs.
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Prin urmare f(T) = i o' f(a;) = é

i=1

NIE!

- n )
z'alb; = > 2'g(a;) = g(T), oricare ar
i=1

j=1

nooo
fiz=> z'a; € V, adicd f = g. Deci, h este injectiva.
i=1
Dacd A = (a!) € M, »(K), atunci putem lua aplicatia liniard (de verificat

n. m P n .
cd este linlard!) f:V — W, f(T) = Y > ala'b;, VT = > a'a; € V i se
i=1j=1 i=1

m .
observa ugor cd f(a;) = > alb

b, Vi = 1,n. Deci, A este matricea lui f relativ

R
j=1
la bazele By, Bs, adica h(f) = A. Prin urmare, h este surjectiva gi astfel h este
bijectiva.
In concluzie, h este un izomorfism de spatii vectoriale. m

Corolarul 2.5.5 Daci dimV =n, dimW = m atunci dim Hom(V, W) = mn.
2.6 Subspatii invariante fata de un endomorfism

Fie V un spatiu vectorial peste K si f € End(V).

Definitia 2.6.1 Spunem ca subspatiul vectorial V1 al lui V' este tnvariant fata
de f daca f(T) € Vi, oricare ar fi T € Vi (adica f(V1) CV4).

Exemplul 2.6.1 1) Subspatiile improprii {0} si V sunt subspatii invariante
fata de orice endomorfism f al lui V.

2) Kerf siIm f sunt subspatii invariante fatd de f (verificarea - tema!).

3) Dacd Vi, Va sunt doud subspatii invariante fatd de f, atunci Vi N'Vy gi
V1 + Vo sunt subspatii invariante fata de f.

Intr-adevar, daca T € ViNVa atunci, tindnd seama ca Vi, Vs sunt invariante
fata de f, avem f(T) € Vi gi f(T) € Va, adica f(zT) € Vi N Va. Apoi, daca
T =T +Te € V1 + Vo atunci f(T1) € Vi st f(T2) € Va, pentru ca T; € V1 §i
Ty € Va. Astfel, f(z) = f(T1) + f(T2) € Vi + V2.

Propozitia 2.6.1 Fie Vi un subspativ vectorial al lui V' §i {@1,...,ap} un sis-
tem de generatori pentru Vy. Atunci, Vi este invariant fata de f € End(V)
dacd si numai daca f(a1), ..., f(@p) € V1.

Demonstratie. Dacid V; este invariant fatd de f € End(V'), atunci este clar

cd f(a;) € V1, pentru orice i = 1, p.

Reciproc, dacd f(ai1), ..., f(ap) € Vi, atunci pentru orice T € Vi avem ca
P . p . N
T =) o'a; siastfel f(T)= > o'f(a;) € V4. In concluzie, f(T) € V4, VT € V4.
i=1 i=1
|
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Observatia 2.6.1 Fie V un spatiu vectorial peste K, de dimensiune finita n.
Daca f € End(V), iar By = {@1,...,am} este o bazd a subspatiului vectorial
Vi C V, invariant fata de f, atunci existd o baza B a lui V' in raport cu care

S D) unde A € My (K), B € My (K,

O€eMy_mm(K), Ce€My_mnm(K).
Este suficient si se completeze By pana la o baza B a lui V' gi apoi se observa

matricea lui f are forma

P _
ca f(a;) = Y alaj, oricare ar fi i = 1,p, intrucat Vy este invariant fata de f.
=1

Observatia 2.6.2 Daca V este un spatiu vectorial peste K, de dimensiune
finita n, iar Vi, Vo sunt subspatii vectoriale ale lui V' invariante fata de f €
End(V) astfel ca V.= Vi & Va, atunci existd o bazd B a lui V in raport cu

o)
O B ) , unde A € M,(K), B € M,,_,(K),

care matricea lui f are forma (

p=dimVi, n —p=dimVs.
fntr—adevdr, daca alegem By o0 baza in Vy, B o0 baza in Vo si luam B = B1UB,

atunci obtinem cele afirmate aici, tindnd cont si de invarianta fata de f a celor

doua spatii suplimentare.

2.7 Valori proprii si vectori proprii pentru un
endomorfism

Fie V un spatiu vectorial peste K si f € End(V).

Definitia 2.7.1 i) Vectorul nenul T € V' se numeste vector propriu al oper-
atorului liniar f dacd exista un scalar A € K astfel incdt f(T) = A\T.

it) Un scalar A € K se numeste valoare proprie a operatorului liniar f
daca existd un vector T € V '\ {0} astfel incdt f(T) = N\T.

Scalarul A de mai sus se mai numeste si valoare proprie corespunzatoare
vectorului propriu T, iar vectorul nenul T de mai sus se mai zice si vector propriu
corespunzator valorii proprii .

Propozitia 2.7.1 i) Daca T € V \ {0} este un vector propriu al lui f, atunci
exista un singur scalar A € K pentru care f(T) = A\T. Cu alte cuvinte, oricarui
vector propriu i1 corespunde o singurd valoare proprie.

it) Daca A € K este o valoare proprie a lui f, atunci exista o infinitate de
vectori T € V \ {0} pentru care f(T) = A\z. Adica, oricarei valori proprii 1
corespund o infinitate de vectori proprii.
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Demonstratie. i) Dacd f(T) = MT si f(T) = A7, atunci \;T = A2Z. Cum

T # 0 rezultd cd Ay = Aa.

i) Dacd T este un vector propriu asociat valorii proprii A, atunci o este tot
un vector propriu asociat valorii proprii A, pentru orice scalar nenul «. Intr-
adevar, f(aZ) = af(T) = a(AT) = MaT) pentru orice « € K. m

Exemplul 2.7.1 1) Fie A € K, fizxat si aplicatia f : V. — V definita prin
f(Z) = Mg, VT € V. Euvident f € End(V) si orice vector nenul din V este un
vector propriu ol lui f corespunzator valorii proprii \.

2) Fie f € End(R?) care in raport cu baza canonici a lui R? este dat prin
expresia analitica f(T) = (22,2, V& = (2!, 22) € R2. Atunci, scalarii \y = —1
§i Ao = 1 sunt valori proprii ale lui f deoarece exista vectorii nenuli (care sunt
vectori proprii corespunzatori acestor valori proprii) a; = (1,—1) si as = (1,1)
din R? astfel incdt f(ay) = M1 si f(@2) = A\a@o.

3) Fie F multimea functiilor reale de o variabila reald, indefinit derivabile.
Este clar ca F are o structura de spatiu vectorial real infinit dimensional, in
raport cu operatiile uzuale de adunare gi inmultire cu scalari reali a functiilor
reale de o variabila reald.

Aplicatia D : F — F definita prin (Df)(z) = f'(z), Vo € R, Vf € F,
numita operatorul de derivare, este, in mod evident, un endomorfism al lui
F. Fie A\ € R, arbitrar fizat. Deoarece derivata functiei fo(z) = e * este
f(x) = XM, rezultd ca f, € F este un vector propriu al lui D, corespunzitor

o
valorii propric A.

Propozitia 2.7.2 Daca X este o valoare proprie a operatorului f € End(V),
atunci multimea vectorilor proprii ai lui f corespunzatori valorii proprii A co-

incide cu multimea Ker (f — Aly) \ {0}.

Demonstratie. Vectorul nenul T este vector propriu al lui f asociat valorii
proprii A dacd gi numai dacd f(ZT) = AZ, adicd (f — Aly)(Z) =0. m

Teorema 2.7.1 Fie A € M, (K) matricea operatorului liniar f : V. — V, in
raport cu baza B = {ay,...,a,} a lui V. Atunci au loc urmatoarele afirmatii:

a) Un scalar \ € K este valoare proprie a lui f dacd i numai dacd det(A —
M) =0.

no
b) Un vector Ty = Y zha; € V este vector propriu al lui f, corespunzator
i=1
valorii proprii A, dact $i numai daca n-uplul Ef,N: (xd,...,2B) este o solutie
nenuld a sistemului liniar omogen (A — AI,)x = 0.

Demonstratie. a) A € K este valoare proprie a lui f dacd si numai daci existd

T € V\{0} astfel ca f(Z) = AT, adicd (f—Aly)(T) = 0 sau, in scriere matriceald,
(A — \I,)Z = 0. Prin urmare, A € K este valoare proprie a lui f dacf si numai
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daca sistemul liniar si omogen (A — Al,,)T = 0 are cel putin o solutie nebanald
Tt # 0!, fapt care se intampld dacd si numai dacd det(A — \I,,) = 0.

b) Se tine cont de definitia vectorului propriu corespunzitor valorii proprii
A n

Teorema 2.7.2 Fie f € End(V) si A, B matricile lui f relativ la bazele B =

{@1,...,@p}, respectiv B' = {by,...,b,} ale i V. Atunci, det(A — \I,,) =
det(B — \I,).

Demonstratie. Fie C' matricea de trecere de la baza B la baza B’. Atunci
B = C7'AC si avem det(B — \,,) = det(C'AC — \I,,) = det(C~1(A4 —
AM,)C) = det C~1det(A — AI,,) det C = det(A — AI,,). m

Definitia 2.7.2 Polinomul (in A) Py(X\) = det(A—M\I,,) se numeste polinomul
caracteristic al endomorfismului f, iar ecuatia (cu necunoscuta A\) det(A —
M) =0 se numeste ecuatia caracteristica a lui f.

Teoremele de mai sus aratd cd un scalar A € K este valoare proprie a lui f
dacd gi numai daca este o ridédcind din K a polinomului caracteristic Py()\) =
det(A — Al,), polinom care este invariant la schimbarea bazei spatiului vectorial
V.

Practic, pentru aflarea valorilor proprii si a vectorilor proprii pentru un
endomorfism f al lui V', cu dim V' = n, se procedeaza dupd algoritmul:

Pasul 1. Se fixeazd o bazd B = {@1,...,a,} in V.

Pasul 2. Se scrie matricea lui f relativ la baza B.

Pasul 3. Se calculeazi polinomul caracteristic Py(\) = det(A — AI,,).

Pasul 4. Se rezolvd (in corpul K) ecuatia caracteristicd det(A — AI,,) = 0,

adicd se determind valorile proprii A1, Ag, ..., A\, € K, m < n (egalitate avem
pentru K = C).
Pasul 5. Pentru fiecare valoare proprie \; (¢ = 1,...,m) se determind vec-

torii proprii, adica vectorii nenuli Z; prin rezolvarea sistemului liniar i omogen

(A—\NI,)T=0.

Exemplul 2.7.2 1) Fie f € End(R?) care in raport cu baza canonici B =
{e1 = (1,0),e2 = (0,1)} a lui R? are expresia analitica f(T) = (x! — 222,22 —
4x?), pentru orice T = (x',2%) € R?. Pentru a determina valorile proprii si
vectorii proprii pentru f parcurgem pasii:

Pasul 1: Deja este fivati baza canonica B a lui R2.

Pasul 2: Cum f(e1) = (1,2) i f(€2) = (—2,—4) rezultd ca matricea lui f

relativ la baza canonica B este A = ; :i
. - 1-x -2 )
Pasul 3: Polinomul caracteristic este Py(\) = 9 4| = A+

3.
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Pasul 4: Ecuatia caractersitica A\> + 3\ = 0 are radacinile reale \y = —3,
Ao =0, care sunt valorile proprii ale lui f.

Pasul 5: Pentru \y = —3, rezolvam sistemul liniar omogen {(A —MDL)T = 6,

dica 4 -2 '\ [0 ‘ ; 4ot — 222 =0
adica 9 1 2 )=\ o ) saw maievact, ¢ o1 o _ . care

are solutiile de forma (a,2a), a € R. Astfel, un vector propriu corespunzitor
valorii proprii \y = —3 este de forma Uy = (o, 2a), o € R\ {0}. In particular,
pentru o = 1, obtinem un vector propriu corespunzator valorii proprii Ay = —3,
71 = (1,2).

Pentru Ay = 0, rezolvam sistemul liniar omogen {(A — Ao l0)T =0, mai

1_ 9,2 _
exact { 221 _243;2 _ ¢ care are solutiile de forma (2a,a), a € R. Astfel,

un vector propriu corespunzator valorii proprii Ao = 0 este de forma Uy =
(2, ), a € R\ {0}. In particular, pentru o = 1, obtinem un vector propriu
corespunzator valorii proprii Ay = 0, Uy = (2,1).

2) Fie f € End(R?) care in raport cu baza canonicid B = {€; = (1,0,0),e; =

1 0 O
(0,1,0),e3 = (0,0,1)} a lui R® are matricca A= 0 1 1 |. Vom deter-
0 -1 1

mina valorile proprii §i vectorii proprii pentru f, avind in vedere ca primit doi
pagi din algoritm sunt deja parcursi. Astfel, ecuatia caracteristici
1—A 0 0
0 1-2AX 1 =0, echivalentd cu (1 —\)((1 = X)2+1) =0, are
0 -1 1-X
o singura radacing reald My =1 (Ag3 € C\ R). Prin urmare f are o singurd
valoare proprie A\ = 1.
Pentru Ay = 1, rezolvind sistemul liniar omogen {(A —\l3)Z = 6, adica

0=0

23 =0, obtinem solutia generald (a,0,0), o € R. Atunci, un vector

—22=0
propriu asociat valorii proprii Ay = 1 este de forma w1 = (,0,0), « € R\ {0}.
In particular, pentru o = 1, obtinem un vector propriu corespunzitor valorii
proprit A1 = 1, chiar pe €1 = (1,0,0).

3) Fie V' un spatiu vectorial peste R gi f € End(V') care in raport cu baza
2
4
teristic asociat lui f, P¢(\) = (2 — X\)? + 20, nu are radacini reale rezultd ca f
nu are valori proprii §i nici vectori proprii.

4) Fie V un spatiu vectorial real i f € End(R) care in raport cu baza
B ={ay,a2,a3,a4} a lui V are ecuatiile

B = {ay,az2} a lui V are matricea A = _25 > Intrucat polinomul carac-
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Pentru a determina valorile proprii i vectorii proprii pentru f sa scriem
mai intdi matricea lui f relativ la baza B (vezi f(T)z = AZg):

0 2 -1
1 4 =2
-1 0 1
-1 -1 2

NN O -

Ecuatia caracteristici det(A — \y) = 0 inseamnd (A — 1)* = 0. Rezultd
M2,34 = 1 wvaloare proprie multipla de ordinul 4. Sistemul liniar omogen
care da vectorit proprit asociati valorii proprii 1 este {(A — I4)§:6, adica

223 — 2t =0

423 — 22 =0

2e! — 2?2 — 23+ 2t =0

2! — 2?2 — 23+ 24 =0
si a treia ecuatie i notam x' = «, 2 = B obtinem x> = —2a+3, x* = —4a+28.
Prin urmare un wvector propriu asociat valorii proprii A = 1 este de forma
T, = ady + By + (2o + B)as + (—4a + 28)ay, unde a, f € R cu o + 3> # 0.
In particular, pentru « = 1, § =0 si a = 0, B = 1 avem vectorii proprii
U1 = a1 + (—2)as + (—4)ay, respectiv o = Go + a3 + 2a4. De fapt, orice vector
propriu al lui f este o combinatie liniard nenuld de U1 §i Ua.

. Daca alegem drept ecuatii principale prima ecuatie

2.8 Endomorfisme diagonalizabile
Fie V un spatiu vectorial peste K, cu dimV =n si f € End(V).

Definitia 2.8.1 Dacd A este o valoare proprie a lui f, atunci subspatiul vector-
il V"2 {z € V|f(T) = Az} = Ker(f — Aly) se numeste subspatiul propriu
corespunzator valorii proprii A.

Se observd cd subspatiul propriu V) este format din tofi vectorii proprii
asociati valorii proprii A la care se adauga vectorul nul al spatiului V.

Exemplul 2.8.1 Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii A = 1 din
exemplul 4 de la finalul sectiunii precedente este Vi = {T € V|3, 8 € R astfel
ca T = av + Pus} = L(v1,73).

Observatia 2.8.1 Subspatiul propriu Vy asociat unei valori proprii A a lui f
este invariant fata de f (verificarea - tema!).

Propozitia 2.8.1 Fie \g o valoare proprie a operatorului liniar f, multipld cu
ordinul p (ca radacing a ecuatiei caracteristice). Atunci, dim Vy, < p.
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Demonstratie. Este clar ca 1 < p < n. Daca m = dimV),, putem alege

in Vo baza B = {G1,...,8m,Cm+1,-..,0,} astlel ca By = {@1,...,a,} s&
fie 0 bazd a lui V),. Atunci, din f(a;) = Ao@G;, pentru i = 1,m si f(a;) =
n

m

> a?&k + X af&k pentru j = m + 1, n, rezultd ci matricea lui f relativ la
k=1 k=m+1

baza B este

1 1 1
N O -+ O ozgﬂble ag”” oz51
0 X -+ 0 oy anig - o
_ m m m
A_ O O e AO a'ﬁbi% ami% e Oénl
... m m - m+
0 0 0 oy Qnis ay,
n n n
0 0 T 0 Amt+1 Xy " Qp,
Atunci, polinomul caracteristic este
m+1 . m—+1
am] — A al
Py = o =N
n n
am+1 ... an —_— A

Prin urmare ordinul radacinii Ay este cel putin m, intrucit polinomul in A
care se obtine prin calculul determinantului din membrul drept al relatiei de
mai sus poate si conting factorul A — A\g. Deci, p > m. =

Corolarul 2.8.1 Daca valoarea proprie Ao este simpla, atunci dimVy, = 1.

Propozitia 2.8.2 Vectorii proprii corespunzatori la valori proprii distincte sunt
liniar independenti.

Demonstratie. Fie A1, Ao, ..., A, valori proprii distincte ale lui f si 1, vs,
..y Uy vectori proprii corespunzatori (f(v;) = \iU;, Vi = 1,m). Vom demonstra
propozitia folosind metoda inductiei matematice dupa m > 1.

Etapa I (Verificarea): Dacd m = 1, atunci sistemul {7} este liniar indepen-
dent deoarece v # 0.

Etapa a II-a (Demonstratia): Presupunem c& afirmatia este adevaratd pen-
tru orice r vectori proprii asociati la r valori proprii distincte si demonstram
ca aceasta are loc gi pentru r + 1 vectori proprii asociati la r + 1 valori proprii
distincte.

In acest scop, fie &', +---+a'7, +a" 1T, =0, cual, .., a", "t € K.

Aplicand operatorul f in ambii membrii ai egalititii avem ol f(v1) + -+ +
o (@) + o f(T,41) = 0.

Dar f(v;) = \jv;, Vi = 1,7 + 1 ¢l atunci avem

a' T 4 4 a"NT, F a1 T = 0. (*)
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Pe de altd parte, din &'ty + -+ + "0, + " 10,1 = 0 rezults
041(—)\7«+1)51 + -+ Ckr(—)\rJrl)ﬁr + ar+1(—>\r+1)§r+1 = 6 (**)
Adunand relatiile (*) si (**) obtinem

O[l()\l — )\r+1)ﬁ1 + -+ OZT()\T - )\7‘+1)@T‘ = 6

Dar, conform ipotezei de inductie, vectorii 7y, ..., ,- sunt liniar independenti
si atunci @’(\; — A1) = 0, pentru orice i = 1,7. Cum \; # A\y1, Vi = 1,7,
rezultd a! = --- = o” = 0 si atunci o" 10,1 = 0, de unde a" ! = 0, deoarece
i1 #0. Decial =--- =a" = o™ = 0 si astfel avem ci vy, Vo, ..., Upy1

sunt liniar independenti. m

Corolarul 2.8.2 Daca V' este un spatiu vectorial peste K, de dimensiune n,
iar ecualia caracteristicd a lui f € End(V) are n radacini distincte in K, A1,
A2, ooy, Ap, CU V1, Vo, ..., Uy vectort proprii corespunzatori, atunci sistemul
{V1,V2,...,U,} este o bazd pentru V. Mai mult, matricea lui f in raport cu
aceastd baza este matricea diagonald

MO 0
D" diag, dar )= | 0N 0
0 0 Ao

Definitia 2.8.2 Spunem ci endomorfismul f € End(V) este diagonalizabil
daca existd o baza B a lui V' in raport cu care matricea sa are forma diagonald.

Exemplul 2.8.2 Endomorfismul f € End(R?) din exemplul 1 din sectiunea
precedentd este diagonalizabil deoarece matricea sa relativ la baza formata din

. o - (a0 [ =30
vectori proprii, {v1 = (1,2),7; = (2,1)}, este D = < 0 Ay ) = ( 0 0 >,

adica este o matrice diagonala.

Acum rezulta in mod clar:

Teorema 2.8.1 Conditia necesard gi suficientd ca matricea lui f € End(V) si
aiba forma diagonala relativ la baza B este ca toti vectorii din B sa fie vectori
proprii ai lui f.

Teorema 2.8.2 Condilia necesard si suficientd ca f € End(V') sa fie diagonal-
1zabil este ca ecuatia caracteristicd sa atba n radacini in K g1 subspatiile proprii
corespunzatoare si aiba dimensiunile egale cu multiplicitatile radacinilor.
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Demonstratie. Dac f este diagonalizabil, atunci s& consideram B = {a1,...,a,}

o bazd a lui V in raport cu care matricea lui f are forma diagonald. Daca primele
m elemente de pe diagonala principald sunt egale cu A1, urmatoarele ms cu Ag,
..., ultimele my sunt egale cu A\, cu my +mso + - - - + my = n, atunci polinomul
caracteristic al lui f este

Pr(Y) = (A = A)™ (A = )™ - (A — A

Evident, rddéacinile ecuatiei caracteristice sunt A1, g, ..., A\ € K, cu ordinele
de multiplicitate my, ma, ..., respectiv my.

Dar, din definitia matricei A, avem f(a;) = A\@;, oricare ar fi i = 1,m;.
Prin urmare \; este valoare proprie a lui f, multipld de ordin m;. Mai mult,
subspatiul V), contine m; vectori proprii liniar independenti, @i, ..., @y, si
atunci dim Vy, > mq. Cum dim V), < mq, rezultd ca dim V), = m;.

Analog se aratd ca dim V), = m;, pentru toti i = 2, k.

Reciproc, daci avem cé toate rddécinile ecuatiei caracteristice a lui f sunt in
K si subspatiile proprii corespunzatoare au dimensiunile egale cu multiplicitétile
rad&cinilor, atunci vom aréta cd se poate construi o baza in V' in raport cu care
matricea lui f are forma diagonala.

Fie A1, Ag, ..., Ay € K valorile proprii ale lui f, cu ordinele de multiplicitate
mi, Ma, ..., respectiv. my (mq + mg + -+ + my = n). Stim cd dim V), = m;,
pentru toti ¢ = 1, k. Daci considerim vectorii by, ..., Bml, Bm1+1, e 5m1+m2,
e 57,”_%‘.._5_,,%71, ..., by, astfel incat primii m si formeze o bazi pentru Vs
urmatorii mo sa formeze o baza pentru V),, ..., ultimii my sd formeze o baza
pentru V), , atunci ardtim c& by, ..., b, sunt liniar independenti.

Tntr-adevér, daci considerfm a'by + - -- + a”b, = 0 atunci, notand cu Ty
suma primilor my termeni, cu v, suma urmatorilor ms termeni, ..., cu U suma
ultimilor my, termeni (evident v; € Vy,, Vi = 1,k), obtinem v + -+ 4+ vj, = 0.
Acum, dacd presupunem cd un numdr de p (1 < p < k) vectori dintre vectorii
U1, ..., U ar fi nenuli, atunci am obtine o combinatie liniard nuld (in care nu toti
scalarii sunt nuli, mai precis sunt egali cu 1) de vectori proprii corespunzitori
la valori proprii distincte. Contradictie cu faptul cad la valori proprii distincte
corespund vectori proprii liniar independenti. Prin urmare, v; = 0, pentru toti
1=1,k.

Din 7; = 0, adic& a'by + -+ 4+ a™by,, =0, rezultd o' = --- = o™ =0
deoarece by, ..., by, sunt liniar independenti. Analog, obtinem ca toti scalarii
a?, 7 = 1,n, sunt nuli. Deci, by, ..., b, sunt liniar independenti si chiar sunt

baza pentru V, deoarece dim V' = n.
In final, sd remarcdm ca matricea lui f in raport cu aceastd bazi este ma-
tricea diagonald

Dzdiag()\l,...,)\1,)\2,...,)\2,...,)\k,...,)\k),

unde A; apare de my ori, Ay de my ori, ..., A;, apare de my ori. m
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Exemplul 2.8.3 1) Endomorfismul f al lui R? din exemplul 3) din sectiunea
precedentd nu este diagonalizabil, pentru ca radacinile ecuatier caracteristice nu
sunt reale.

2) Fie operatorul liniar f € End(V) care in raport cu baza canonicd B =
{e1,e2,e3} are matricea

2 -1 2
A= 5 -3 3
-1 0 =2
Pentru a stabili daca f este diagonalizabil sau nu trebuie sa determinam,
mai intdi, valorile proprii si vectorii proprii ai lui f.

Polinomul caracteristic Py(\) = det(A — Al3) = —(A + 1)® are radacina
t?”ipld )\172)3 =—-1.
Vectorii proprii asociati valorii proprii A = —1 sunt dati de sistemul liniar

3zt — 2?2 +223 =0
omogen {(A — (-1)I3)Z =0, adici { 5z' —2x%+ 32> =0 . Obtinem solutia
—z!l -2 =0
(—a,—a,a), a € R gi astfel un vector propriu asociat valorii proprii triple A =
—1 este formau = (—a, —a, ), a € R\ {0}. Subspatiul propriu corespunzator
lui A = =1 este V_; = {(—a, —a,a)|a € R} = L(v1), unde v; = (—1,—1,1).
Deci dimV_1 = 1 < 3 =ordinul radacinii A = —1 i atunci f nu este diagonal-
izabil.
3) Fie f € End(R*) care relativ la baza canonicd a lui R* are matricea

0 2 0 -1
2 0 -1 0
A= 0 -1 0 2
-1 0 2 0

Rezolvand ecuatia caracteristicd det(A — Xly) = 0 avem valorile proprii sim-
ple Ay = =3, Ao = —1, A3 = 1, \y = 3. Atunci f este diagonalizabil i baza
relativ la care f are matricea diagonald

-3 0 00
no . 0 Lo
D" diag(A1, A2, Az, Ag) = 0 0 10
0 0 0 3

este formatd cu v = (1,-1,-1,1), s = (-1,1,-1,1), 73 = (1,1,1,1),
vy = (—1,-1,1,1), vectori proprii corespunzdtori valorilor proprii A1, A, As,
respectiv \g.

Tinand cont de cele de mai sus si de teoria sistemelor de ecuatii liniare, avem
urméatorul rezultat foarte util in aplicatii:

Observatia 2.8.2 Dacd Ao este o valoare proprie a lui f € End(V), atunci
dim Vy, = n—rang(A — Xol,), unde n = dimV gi A este matricea lui f relativ
la o bazd a lui V.
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Daca Ao este o valoare proprie a lui f, atunci dim V), se numeste multi-
plicitatea geometrica a valorii proprii Ag.

Exemplul 2.8.4 Fie V un spatiu vectorial real i B = {&1, €2, 3,84} 0 bazd a
sa. Daca endomorfismul f:V — V are, in raport cu baza B, ecualiile:

1o ply,3
2 g2 g4
3 = glyg3
4 = g2 g4

ESSIS

Se cere: a) gasiti matricea lui f relativ la baza B ;
b) gasiti matricea lui f relativ la baza B = {a1 =& —ég,a0 =€) +ex+e€3,a3 =
€1+ 6 — €3+ 4,04 =E3+E4};
¢) gasiti ecuatiile operatorului liniar f in raport cu baza B ;
d) determinati Ker f gi Im f;
e) gasiti valorile gi vectorii proprii pentru f;
f) verificati dacd existd o bazd a lui V' in raport cu care matricea lui f sa aiba
forma diagonald;
g) calculati A™, n € N*.
Rezolvare:
a) Deoarece f(e1) = €1 +é3, f(€2) = ex+e4, f(€3) = €1 +e3, f(6s) =E2+64
matricea lui f relativ la baza B este

1 01 0
01 01
A= 1 01 0
01 01
b) Matricea de trecere de la baza B la baza B’ este
1 1 1 0
-1 1 1 0
C= 0o 1 -1 1
0 0 1 1

§i atunci matricea lui f relativ la baza B este datd de formula B = C~1AC.

Pentru a gisi inversa matricei C procedam ca in licew si gasim C~' = 1.

1
2 =2 0 0 1 172 -1
1 1 2 0 ‘ i o2 a2
1 1 2 0 | Atunci, se obtine B=C~-AC = “1j2 —1/4 1/2
-1 -1 2 4 ~1/2 5/4 3/2
¢) Fecuatiile lui f relativ la baza B’ sunt

2= gt t?

2 = Wittt

2 = —%tl -3+ étf‘ ’

A A G A

= O = O
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t! 2t
- t2 . T ~ 22
unde Tg = s | ¥ f(Z)g = Bp = .3
tt 24
d) Ker f este multimea solutiilor sistemului liniar omogen AZp = 0, adicd
t4+2d = 0
2242t = 0
at+a23 = 0
??+a2t = 0
sistem care are solutia generald x' = —o, 22 = —B, 23 =a,2* =3, o, €R.

Atunci, dim Kerf = dimV — rang A = 2, defectul lui f si Kerf = {—aé; —
peéz + aez + Besla, B € R} = {a(ez — &1) + B(és — é)|a, B € R} = L(b1,b2),
unde by = &3 — &1 §i bo = &4 — &3 . Evident ca {b1,ba} este o bazd a lui Ker f .
Im f are dimensiunea egald cu rangul matricii A, adicd dimImf = 2 gi
Imf = {f(i’)|§3 € V} = {(ZL‘I + .%‘3)(61 + é3) + (:CQ + 1'4)(52 + é4)|.%‘i eR,i =
1,4} = L(b3,bs), unde by = & + €3, by = & + &4. Deci, {b3,bs} este o bazd
pentru Im f .

Observatie: Dacia {b;|i = 1,4} este un sistem liniar independent, atunci
Kerfoelmf=V.

)

1-x 0 1 0
0 1-Xx 0 1
det(A= M) =0 | T .
0 1 0 1-2A

& [(1 = XN)?% = 1]? =0 si astfel existd doud valori proprii reale duble \; 2 = 0 si
A3q=2.

& Aig = 0 si prin

o OO

1

2
Pentru A2 = 0, avem (A—0-14) 3 =
4

o

x
urmare subspaliul propriu _asociat valorii proprii duble Ay = A2 = 0 este Vo =
Ker f = L(b1,b2). Deci, by,by sunt doi vectori proprii, corespunzatori valorii
proprii 0, care formeazd bazd pentru Vy .

—zl+23 = 0
~ —_ 2 4 =
Pentru A3 4 = 2, avem (A —2-I14)ig =0 & il —l—i3 _ 8 si astfel un
2?2 —a2t = 0
vector propriu corespunzdtor valorii proprii 2 este de forma © = «(e; + e3) +

B(e2 = é4). o

Deci, subspatiul propriu asociat lui Az4 = 2 este Vo = L(bs,bs) =Im f .

f) Deoarece cele patru valori proprii Ay = 0, Ao =0, A3 = 2, Ay = 2 sunt reale §i
multiplicitatile algebrice si geometrice sunt egale (Maig(Ni) = mg(N;) =2, i =
1,4), rezultd cd operatorul f este diagonalizabil. Adica, existd o bazd B* a lui
V, formatd cu vectorii proprii by, bo,bs, by, relativ la care matricea lui f are
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forma diagonala

A0 0 0 0 0 0 O
D— 0 X 0 O 10000
N 0 0 X3 O 100 20
0 0 0 XN\ 0 0 0 2
-1 0 1 0
g) Daca L = (1) _01 (1) (1) este matricea de trecere de la baza B la
0 1 01

baza B* atunci se stie ca D = L™YAL si astfel A = LDL™'. Prin urmare
A" = (LDL=Y)" = (LDL=Y)(LDL™')---(LDL™') = LD"L~".

00 0 O
Evident, D" = 8 8 2(1 8 , Vn > 1. Inversa matricii L este L™1 =
00 0 27

-1/2 0 1/2 0
0o -1/2 0 1/2
/20 1/2 0
0o 1/2 0 1/2
vt 0 2vh 0
o 20t o 2!
vt 0 2vt 0
o 2~ o 2n!

§i atunci se obtine

A" = LD} =

2.9 Probleme propuse spre rezolvare

1. In R* se considers baza B = {ai,as, a3, a4}, unde a; = (1,1,0,0), ag =
(1,1,1,0), a3 = (0,1,1,1), a4 = (0,0,1,1) si operatorul liniar f : R* —
0 -1 1 0
4 . . -1 1 0 0
R=, care relativ la baza B are matricea A = 1 0 0 —1
o o0 -1 1
a) Determinati Ker f si Im f;
b) Gasiti valorile proprii gi vectorii proprii pentru f;
c¢) Este operatorul f diagonalizabil? Daci este diagonalizabil, gisiti baza
lui R* in raport cu care matricea f are forma diagonala, precum si forma
diagonals a matricei lui f .

2. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K, si f € End(V), f#£0v, f#1y,
astfel incat f2 = f. S4 se arate c& valorile proprii ale morfismului f sunt

0sil.

3. Fie V un spatiu vectorial real si f € End(V), f#1y, f# — 1y, astfel
incat fof=1y.
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a) Determinati valorile proprii pentru endomorfismul f;
b) Aratati cd Ker (f —1y) @ Ker (f +1y)=V.

4. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K, si f € End(V). Dacd f este
inversabil, T vector propriu al lui f corespunzator valorii proprii A, atunci

T este vector propriu al lui f~! corespunzstor valorii proprii %

5. Fie V un spatiu vectorial peste corpul comutativ K si f, g doud automor-
fisme ale lui V. Aratati c& automorfismele f o g si g o f au aceleagi valori
proprii.

6. Fie V un spatiu vectorial peste un corp comutativ K i f un endomorfism
al lui V. Se fac notatiile f! = f, f2 = fo f, ..., f* = f* Lo f. Aritati
cd au loc afirmatiile:

a) dacd m < n, atunci Ker f™ C Ker f™;

b) daci existd p > 1 astfel ca Ker f®*? = Ker f™ pentru un n > 1, fixat
arbitrar, atunci Ker f"*P = Ker f" are loc pentru orice p > 1;

c) Ker frNIm f*={0} & Ker f**' = Ker f", pentru orice n > 1;
d) daca dim V' < oo, atunci existd un numdr natural » < dim V" astfel ca
Ker fr = Ker ft1,

e) dacd dim E < oo, atunci existd un num&r natural r» < dim V' astfel ca
V=FKer fre&lm fr.

7. Fie R? si R? spatiile vectoriale aritmetice reale dotate cu bazele canonice
By = {€1,e2,€3}, respectiv By = {€,€,}. Fie aplicatia liniard f : R® —
R?2, dati prin
f(er) =21 +e, f(e2) = 2€) — ey, f(es) =e) + V28
a) Scrieti matricea lui f relativ la bazele By, Bo;

b) Dacd T = (1,1, 2), atunci gasiti vectorul f(T);
c) Este adevirat ci Ker f @Im f = R3? Justificati raspunsul.

8. Fie V un spatiu vectorial real cu baza B = {€;,&3,e3} si f € End(V) astfel
incat —1,0, 1 s& fie valori proprii ale lui f i v1 = é;+eéx+€é3, U2 = —€1+€3,
U3 = €1 + 2é2 + é3 sd fie vectori proprii ai lui f corespunzatori valorilor
proprii —1, 0, respectiv 1. Gasiti matricea lui f in raport cu baza B.

1 -1 0
9. Daca A = 2 —1 1 | este matricea aplicatiei liniare f : R?® — R3,
-1 1 0

in raport cu baza canonicd a lui R3, atunci se cer:
a) determinati f~!({a}), unde @ = (1,2,1);
b) determinati cate o bazi si dimensiunea pentru Kerf si Imf;

¢) este f un endomorfism diagonalizabil? Justificati raspunsul.
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10.

11.

12.

13.
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Fie f : R® — R* o aplicatie liniar# a ciirei matrice in raport cu bazele
canonice din R? si R? este

1 1 2
-1 1 0
A= 2 -1 1
0o -1 -1

a) Determinati rangul si defectul aplicatiei f;
b) Precizati cate o bazd pentru Ker f gi Im f;
c¢) Determinati o bazi gi dimensiunea pentru subspatiul f(V'), unde
V ={z = (2',2% 2*) € R*a! — 2 + 22 = 0}.
Fie f: R® — R3, f(7) = (2! + 22 — 23, 22! + 222 — 223, —a! — 22 + 23),
oricare ar fi T = (z1,2%,23) € R3. Se cer:
a) Ardtati cd f este o aplicatie liniarg;
b) Determinati cate o baz8 si dimensiunea pentru Ker f si Im f;
c) Este adevirat ci Ker f @ Im f = R3? Justificare;
d) Determinati valorile proprii gi vectorii proprii pentru f;

e) Este f un endomorfism diagonalizabil? In caz afirmativ, determinati
forma, diagonald a matricii lui f si baza lui R? relativ la care f are forma
diagonala.

Fie f € End(R?) care, in raport cu baza canonici a lui R3, are ecuatiile:

y' = 2!+ a2
g2 = 22 4+ 3
— + 23

a) Stabiliti ca f este automorfism al lui R3;

b) Determinati o bazd si dimensiunea subspatiului f(V'), unde
V={z=(2',22,2%) € R*|z! +2? — 2% = 0};

c) Este f un endomorfism diagonalizabil? Justificati rdspunsul.

Fie f € End(K?), care relativ la baza canonici a spatiului vectorial arit-
metic K3 are matricea

110
A=10 11
1 0 1

Studiati daca f este diagonalizabil gi gasiti forma diagonald a matricii lui
f, precum si baza relativ la care f are acea matrice diagonald, daci: a)
K=R;b) K=C.
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14.

15.

16.

Sa se determine cate o baza si dimensiunea pentru nucleul si imaginea
aplicatiei liniare f : R® — R pentru care f(a) = b, f(b) = ¢, f(¢) = a,
unde @ = (1,0,1), b= (0,1,1), ¢ = (1,1,0).

Se dau subspatiile lui R?

Vi ={z = (2',2%,2%) € R®z! + 2% + 23 = 0},

Vs = {(0,0,0)|a € R}.

S4 se determine f € End(R?) astfel ca Ker f =V; si Im f = Va. Este f

unic determinata? Justificati raspunsul.

Fie V' un spatiu vectorial real 2-dimensional. S& se determine toate endo-
morfismele f ale lui V' cu proprietatea ca f o f = 0y .



50

CAPITOLUL 2. APLICATII LINIARE



Capitolul 3

Forme biliniare. Forme
patratice

3.1 Notiunea de forma biliniara. Matricea si
rangul unei forme biliniare

Fie V un spatiu vectorial peste K.

Definitia 3.1.1 O aplicatieb : VXV — K care este liniard in fiecare argument,
adica verifica conditiile

i) b(aT + BY,z) = ab(Z,z) + b(y,2), VT, 5,z €V, Va, B € K,

ii) b(Z,aT + f7) = ab(z,T) + Bb(Z,7), VT, 5, Z€ V, Vo, BE K,

se numegste forma biliniard pe V.

Propozitia 3.1.1 Daca b este o forma biliniard pe V', atunci
i) b(0,7) =0, Vg €V 5i b(z,0) =0, VT € V;
“) b (Z xia’h Z yjbj> = Z Z xlyjb(al7gj)7 Vm,n S N*7 Vala ceey a’rﬂ 517
i j=1

=1 i=1j=1

vy by €V

Demonstratie. Se folosegte liniaritatea in fiecare argument. m

Exemplul 3.1.1 1) Fie A = (a;5) o matrice din M, (K), fizatd arbi-

i.j=1,n

n n ) )
trar. Aplicatia b : R" x R" — R definita prin b(Z,7) = Y > ai;x'y’, pentru
i=1j=1

orice T = (z',...,2"), y = (y',...,y") € R", este o forma biliniara pe R™.

2) Fie spatiul vectorial real infinit dimensional R([a,b]) al functiilor reale
definite pe intervalul real [a,b], care sunt integrabile Riemann. Aplicatia

o1
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b
b : R([a,b]) x R([a,b]) — R definita prin b(f,g) = [ f(t)g(t)dt, Vf, g €

R([a,b]) este o forma biliniard pe R([a,b]).

Definitia 3.1.2 Spunem ca forma biliniard b este simetricd daca b(T,7) =
b(y,z), V£, y € V. Daca b(Z,y) = —b(y,x), VT, § € V, atunci spunem ci
forma biliniara b este antisimetrica.

Exemplul 3.1.2 1) Forma biliniara din exemplul 2) de mai sus este simetrica.
2) In exemplul 1) de mai sus daci matricea A este simetrici (respectiv an-
tisimetrica) atunci forma biliniard b este simetricd (respectiv antisimetricd).
3) Forma biliniard b : R?> x R? — R definita prin b(Z,y) = —2%y* + x'y?,
pentru orice T = (x1,22), ¥ = (y',y?) € R? este antisimetrica.

Dac4 spatiul vectorial V este n-dimensional gi fixdm o bazi B = {ay,...,a,}
a sa, atunci oricare ar fi o form& biliniard b:V x V — K avem

b(fvy) = b(z Z'Zﬁi, Z yjaj) = Z Z xzyjb(aivaj) = z:l Zl xzyjaij,
i=1j=

i=1 Jj=1 i=1j=1 1

n . n X
V=) 2'a;,y= Y y'a; €V, unde a;; = b(a;,a;), pentru orice i, j = 1,n.
i=1 j=1
Egalitatea

@y =% % a'ylaij, (1)
1=17=

se numeste expresia analiticd a formei biliniare b in raport cu baza B, iar
matricea A = (a;;) € M, (K) se numeste matricea formei biliniare b in
raport cu baza B.

Se verificad ugor ca relatia (1) se poate scrie ugor sub forma matriceala

i,j=1n

b(@,7) = 3" Ay. (2)

Observatia 3.1.1 O forma biliniara b definitda pe spatiul vectorial n-dimensional
V' este complet determinata dacd se cunosc valorile sale pe vectorii unei baze
din'V.

Propozitia 3.1.2 O forma biliniard b definita pe spatiul vectorial n-dimensional
V este simetrica (respectiv antisimetricd) dacd i numai daca matricea sa in ra-
port cu o bazd a lui V' este simetricd (respectiv antisimetrica).
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Demonstratie. Fie B = {ai,...,a,} o bazd a lui V i A = (a;5) €

i.j=Tn
M,,(K) matricea lui b in raport cu aceasta bazi. Daci b este simetricd atunci
avem a;; = b(a;,a;) = b(a;,a;) = aj;, pentru orice ¢, j = 1,n. Prin urmare, A
este matrice simetrica.

Reciproc, dacd A este simetricd (adici A = A') atunci avem b(Z,y) =
(b(Z,7)) = (@ Ay)t = y*A'T = b(y,T), pentru orice T, § € V, adicd b este
simetrica.

La fel pentru cazul antisimetric. =

In continuare, dacd A = (aij); j—1m este matricea formei biliniare b fata de
baza B = {@,...,@,}, iar B = (b;;); ;7 este matricea lui b fata de alta baza

By = {bi,....,0,} alui VsiC= (¢i); j=1m este matricea de trecere de la B

_ n .

la By, adicd b; = Y ¢la;, 1 < i < n, atunci ne propunem si stabilim legdtura
i=1

dintre A si B.

Tinand cont ca b;; = b(b;,b;) = b (Z cFag, S cé-al) =Y ¥ cidbag, ) =
k=1 =1 k=1i=1

n n

> cfcéakl, oricare ar fi i, j = 1,n, rezulta ca

k=11=1

B =C'AC. (3)

Egalitatea (3) aratd c& rangul matricei unei forme biliniare nu se schimba
la schimbarea bazei, degi matricea se modifica.

Definitia 3.1.3 Se numeste rang al formei biliniare b rangul matricei sale in
raport cu baza al lui V.

Exemplul 3.1.3 Fie forma biliniard b : R?> x R?> — R definita prin b(T,y) =
$1y1+x2y1+$1y2+x2y2, pentru orice T = (:cl,atz), y= (y17y2) € R2. Deoarece
matricea lui b relativ la baza canonici a lui R? este A = } 1 rezultd ca
rangul lui b este 1.

3.2 Notiunea de forma patratica. Forma canon-
ica a unei forme patratice

Fie V un spatiu vectorial peste K si b o forma biliniara simetricd pe V.

Definitia 3.2.1 Aplicatia f : V — K definita prin f(T) = b(T,T), oricare ar fi
T € V se numeste forma patratica pe V.

Este clar ca o form& patraticd este unic determinatd de o formé& biliniara
simetricd, care o definegte. Este valabil si invers.
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Propozitia 3.2.1 Forma biliniard simetrica b este unic determinata de forma
patratica f.

Demonstratie. Din definitia lui f avem cd f(Z+79) = bT +7,T+7) =
b(Z,Z) + b(Z,y) + b(y,T) + b(Y,Y), pentru orice T, § € V. Atunci, obtinem

WE.9) = 5 (fE+7) ~ F@) - [3), VEF e V. ()

[
Forma biliniard simetricd b din care provine forma patraticd f se numeste
polara lui f.

Observatia 3.2.1 Daca b este o forma biliniard oarecare pe V , atunci aplicatia
f 'V — K definita prin f(T) = b(T,T), oricare ar fi T € V este tot o forma
patratica pe V', pentru ca lui b i putem asocia, in mod natural, forma biliniara
simetrica by definita prin by (Z,y) = 3 (b(Z,7) + b(y,T)) si se observa ci f(T) =
b1 (T, ), pentru orice T € V (adica | este o formd patraticd intrucdt provine
din forma biliniara simetricd by ).

Exercitiul 3.2.1 1) Aratati ca orice formd biliniard b se poate scrie in mod
unic ca suma dintre o forma biliniara simetricd by i una antisimetricd bs, adicd
b(f,g) = bl(f,y) + b2(fvy); VT7 ye V.

2) O forma biliniara b este antisimetricd dacd §i numai dacd b(T,T) = 0,
vz eV.

Exemplul 3.2.1 1) Forma patraticid asociati formei biliniare simetrice b :
R? x R® — R, b(@,7) = z%y' + 223y + aly? + 32392 + 221y® + 32293,
vz = (2%, 2%,2%), 7 = (y', 9% v3) € R?, este f(T) = 22'a? + 62223 + 4ata®,
VT = (a!,22,23) € R?,

2) Polara formei patratice f : R? — R, definita prin f(Z) = (2')? + 22122,
vz = (x',22) € R?, este o forma biliniara simetrica b : R? x R* — R, definita
prin b(z,7) = a'y' + a'y® + 2%y, VT = (z1,2%), 7= (v',y*) € R,

Definitia 3.2.2 Se numeste matrice a formei patratice f : V — K, in raport

cu baza B a lui V', matricea polarei lui [ in raport cu baza B.

Fie B ={a1,...,@,} o bazd a lui V §i A = (a;;); ;_7; matricea lui f relativ

la aceastd bazi. Atunci, expresia analitica a lui f relativ la baza B este

M=

f(@) =

(2

> a'ala;, VT =) x'a; €V, (1)
15=1 i=

=1

iar forma matriceala este
f(@) = AT, (27)

Definitia 3.2.3 Prin rangul formei patratice [ intelegem rangul matricei sale
in raport cu o bazd a lui V.
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Din cele expuse aici rezulta clar cd expresia analiticd sau matriceald a formei
patratice f depinde de alegerea bazei spatiului vectorial n-dimensional V. Ne
propunem sa determindm acele baze din V' in raport cu care expresia analitica
a lui f sa fie cat mai simpld, mai precis sa fie de tipul

F@ ="+ )+ 4+ M) (5)

unde y', y2, ..., y" € K sunt coordonatele lui T in raport acea bazi din V
fatd de care f are aceastd expresie simpla, iar A1, Ao, ..., A\, € K.

Acest tip de expresie analiticd din (5) se numegte forma canonici a formei
patratice f. Scalarii A1, Ag, ..., Ay, € K din (5) se numesc coeficientii formei
canonice (5) a lui f.

Problema determinérii unei forme canonice pentru o form& patratica si a
bazei corespunzéitoare ei se va aborda in urmatoarele doua sectiuni in care se vor
prezenta doud metode de aducere la forma canonicd (metoda lui Gauss si metoda
lui Jacobi). O a treia metodd (metoda transformarilor ortogonale sau metoda
valorilor proprii si vectorilor proprii) va fi prezentatd la finalul urm&torului
capitol.

3.3 Metoda lui Gauss de aducere la forma canon-
ica a unei forme patratice

Fie V un spatiu vectorial peste K, de dimensiune n i f : V — K o forma
patratica oarecare.

Teorema 3.3.1 (Gauss) Existda cel putin o baza in 'V in raport cu care forma
patratica f are o formd canonica.

Demonstratie. Fie B = {@y,...,a,} o bazi alui V, fatd de care f are expresia
analiticd f(Z) = z'z7a;;, oricare ar i T = 2'a; € V.

Daca f este nuld, atunci este clar ca f are forma canonica in raport cu orice
baza a lui V. Prin urmare, vom presupune ca f este nenuld, adica cel putin un
element al matricii A = (aij)i, j—Tn este nenul. Mai mult, putem presupune ca
existd i € {1,...,n} astfel incat a;; # 0. (In caz contrar, f fiind nenuls, exista
o pereche de indici (4, ), cu ¢ # j, pentru care a;; # 0. Dacd, de pild& a2 # 0,
atunci ficand schimbarea de coordonate z! = ¢! + 2, z2 =1 — 2, 23 =13, ...,
™ =" (adicd, alegdnd o noud bazi) obtinem c4 forma pétraticd f are, relativ
la noua bazd, expresia analiticd f(T) = aijtitj, cu a1 = 2a12 #0.)

Fara a micgora generalitatea, presupunem cd a;; # 0. Grupand toti termenii
care contin pe ! obtinem f(Z) = a1 (x!)?+2a122 22+ - -+ 2a1, 712"+ f1(T) =
—(ana +apa®+-- +a1nz™)2+ f1(Z), unde f1(Z), f1(Z) sunt forme pétratice
pe V care, in raport cu baza B, nu contin coordonata z'.

Ficand schimbarea de coordonate y' = aji1a' +a222+- -+ a2z, yk =z,
k = 2,n (adicd trecand la o noud bazd in V'), forma pitraticd f are in raport
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cu noua baza expresia analitica

_ 1 n o
f@=—@"+ 3 biy'y’.
11 )
~ n P
Continuand procedeul si cu forma patraticd f1(Z) = > b;;y'y’, dupd un
i,j=2
numér finit de pagi obtinem forma canonicd (5).
In final, g&sind legiitura dintre coordonatele z!, 22, ..., 2™ si coordonatele
y', y%, ..., y", obtinem din baza B baza B* fatd de care f are forma canonics

determinata (cu formula Tg = AZp+). =

S& remarcadm cid baza relativ la care forma pétraticd are o forma canonicé
nu este unicd. Prin urmare existd mai multe forme canonice pentru o forma
patratica. Mai mult, se observa ca metoda prezentata aici, numitda metoda lui
Gauss de aducere la forma canonicd a unei forme pétratice, se poate aplica
pentru orice forma péatraticd, fara nici o restrictie.

Observatia 3.3.1 Matricea formei patratice f in raport cu baza B* (constru-
itd in teorema de mai sus, bazd fatd de care f are forma canonica determinata)
are forma diagonala D = diag(A1, Az, ..., \n), tar A1, Az, ..., \p € K sunt
coeficientii formei canonice. Prin urmare, rangul lui f este chiar numdrul coe-
ficientilor nenuli dintr-o forma canonica a lui f. Cum rangul lui f este invariant
la schimbari de baze, rezulta ca numarul coeficientilor nenuli din orice forma
canonica a lui f este acelagi.

Exemplul 3.3.1 Fie forma patratica f : R? — R, care in raport cu baza
canonica B = {€1,e2,e3} a lui R3, are expresia analitica f(T) = (x1)?+ 2222 +
2223, VT = (21, 22,23) € R3. Vom determina o forma canonica pentru f si
baza lui R3 relativ la care f are aceastd forma canonicd prin metoda lui Gauss.

Observand ca existd un termen cu (z%)2, mai precis (x')?

menii care contin pe x', addugdnd termenii necesari, si avem
@) = (2" +22)2 — (2% + 2223 = (2! + 22)2 — (a2 — %xS)Q + i(m3)2.

, vom grupa ter-

Facdnd schimbarea de coordonate y' = z' + 22, y* = 2 — 323, y3 = 23
obtinem cd, in raport cu baza B* = {b1,by,b3} a lui R3 fatd de care T are

coordonatele y', y%, y> date mai sus, forma pétraticd f are forma canonicd
f@ =)= )+ 1%

1 0 0

Matricea lui f tn raport cu baza B* este | 0 —1 0 gt astfel rangul lui
0o 0 1
1

f este 3.
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x
Deoarece x> = 93, 22 = y?2 + %y3, ot =yl —y? - %y?’ rezulta | x? =
23
1 -1 -1 y!
0 1 % y? |. Tindnd cont de formula de trecere de la baza B
0 0 1 3
1 -1 -1
la baza B*(ip = AZp-) avem A= | 0 1 L | Astfel, am determinat
0 0 1

gi baza fata de care f are forma canonica gasita, B* = {by = (1,0,0),by =
(_17 1,0),b3 = (_%7 %7 1)}

Exemplul 3.3.2 Fie f : R* — R o formd patraticd pe R* a cirei expresie
analiticd in raport cu baza canonicd o lui R* este

4
(@) = ata? — 2% + 232 + 2t | VT = g z'e; € RY.
i=1

a) Gasiti matricea formei patratice f in raport cu baza canonicd B = {&, =
(1,0,0,0),e2 = (0,1,0,0),e5 = (0,0,1,0),é4 = (0,0,0,1)} ;
b) Gasiti expresia analitica a polarei lui f relativ la baza canonica B ;
¢) Folosind metoda lui Gauss, gasiti forma canonicd a formei patratice f si baza
lui R* relativ la care f are expresia canonicd.

Rezolvare:

a) Matricea A = (aij)i,jzlﬁl a formei patratice f in raport cu baza canonica
B este chiar matricea formei biliniare simetrice b din care provine forma patrat-
ica f (numitd polara lui f), relativ la baza B.
Din faptul ci b(z,y) = % [f(Z+ ) — (&) — f(§)] putem determina elementele
matricii cerute a;; = b(€;, ;) .
In mod practic, pentru a evita calculele, elementele matricii A se determind
astfel:
- elementul a;j, cu i#j, este egal cu jumatate din coeficientul lui x'z? din ex-
presia analiticd a lui f;
- elementul a;; este egal coeficientul lui (x%)? din expresia analitica a lui f .

0 3 0 3

. L9 -1 0
Deci A= (2) 1 02 1
1 2 1 2

3 0 3 0

b) Expresia analitica a polarei lui f relativ la baza canonici B se poate obtine
dupa formula de mai sus sau, mai practic, prin dedublarea expresiei lui f din
ipotezd. Deci

b(z,§) = %xlyQ + %nyl _ %33293 _ %.%'33/2 + %$3y4 + %x‘ly?’ + %$4y1 + %x1y4,

vz = z'e;, y=y'e; € R,
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¢) Avand in vedere expresia analiticd a lui f, vom proceda mai intdi la schim-
barea de coordonate:

b = 142
2 1 2
¢ = t—t
I) $3 — t3
A t

(de fapt, s-a schimbat baza lui R* sit', i = 1,4, sunt coordonatele lui T relativ
la noua baza)

Atunci f(z) = (t1)% — (¢2)2 — 13 + 263 + 3¢ + 1t + 21 =

_ [(tl)Q AT A Y %t?’t‘l + i<t3)2 + i(t‘l)z] _

SL(E3)2 2 L2 (12)2 4243 4 200 4 380 = (1 — Lt 4 L) -
— [(12)% = 263 — 2t + L(¢%)2 + (¢4 + 3t 4 2631

si prin urmare f(z) = (t' — 363 + %754)2 — (82— 3t% - %754)2 + 23t .
Facind schimbarea de coordonate:

sto= th— P+ 4t
2 2 3 4
57 = 7= 4t — 35t
2 2
II) 33 — t3
st = t

rezulta () = (s')% — (s%)? + 2s3s*. In final, din

y! — sl
2 2

Y = s

I1T) Pyt = 8
gyt = s

rezulta ca forma canonica a formei patratice f este
f@) =" = ) +20°)° - 2(4")°,
unde y*, i = 1,4 sunt coordonatele vectorului T relativ la baza B* = {b;|i =

1,4}, in raport cu care f are forma canonicd. Baza B* se gaseste astfel:
Daca C' este matricea de trecere de la baza canonica B la baza cautatd B*

2l Y

. . z? y
atunci Tp- = C~ Zp sau 3 | =C 3
x Y

el Y

Pe de alta parte, dacd avem in vedere cele trei schimbari de coordonate avem:

o R Sy
23 =13 = 83 = ¢ 4y
g2 =l 2 =gl g2 =yl 2 B gt
=t 2= st p 2 43 =yl py? 4yt

L\ (e
| v -y -yty

z "o
Yy -y

Atunct

8 8 8 8
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11 1 1 y!
1 -1 -1 1 y? o
=0 o 1 1 o | @ prin urmare
0 0 1 -1 yt
B* = {l_)l = (1717030)752 = (17713050)763 = (17713 1,1)764 = (17 1, 1771)} .

3.4 Metoda lui Jacobi de aducere la forma canon-
ica a unei forme patratice

Fie V un spatiu vectorial peste K, de dimensiune n i f : V — K o forma
patratica.

Teorema 3.4.1 (Jacobi) Fie A = (a;j;) matricea formei patratice f in

i,j=1,n
raport cu baza B = {@i,...,an} a lui V. Dacd in matricea A toti minorii
air a2 - Ay
A, = a21 a22 am , 1 < i < n, sunt nenuli, atunci existd o bazd
| @i Ga2 e Gy
B* ={by,...,bn} a lui V fatd de care f are forma canonici
Ao 12 Ay 2\2 Apy n\2
7)) = =2 i R et ot , 6
f@ =37 W)+ W)+t =07 (6)
unde Ag = 1 siy', 2, ..., y" sunt coordonatele vectorului T in raport cu
baza B*.
Baza B* se determina alegind
§1 = amar,
by = a21G1 + a2202, 7)

Q| 9l
—
~
Il

o O

b(gn,an,l) =0
b(gnaan) =1

b(Eg,El) = 0
{ b(by,a@z) = 1

b1 = ania,
. Goin .. . be = 21G1 + Q202G
Demonstratie. Cautam vectorii bazei B* de forma 2 217 2202

Bn = Qp101 + -+ Qppn,
astfel incat b(b;,b;) = 0, oricare ar fi 1 < i # j < n, unde b este polara lui f
(adicd matricea lui f relativ la baza B* este matrice diagonald).
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Din punct de vedere practic este util sd observam ca daca

b(blaaj)zoa VJZI,Z—I, Z:2an7 (8)

atunci avem b(b;, b;) = 0, pentru orice 1 < i # j < n. Intr-adevir,
_ _J J _
b(bs, b;) = b(bs, > ajkar) = Y. ajrb(b;,ax) = 0 pentru orice j < i si apoi,
k=1 k=1

din simetria lui b, rezulta ci b(b;,b;) = 0 si pentru orice j > . -
Prin acest procedeu, pentru fiecare ¢ = 1,n, determindm vectorul b; =

v p—
> ayray agsa incat si aibi loc (7), iar pentru unicitatea lui b; impunem conditia
k=1

b(bi,ﬁi) = 1, V 1= l,n. (8’)

Acum relatiile (8) si (8’) conduc, pentru fiecare ¢ = 1,n, la un sistem liniar
cu ¢ ecuatii gi ¢ necunoscute (o, j = 1,14),

a1 + a120G2 + -+ aa; =0

a21061 + A2 + -+ + agiay; = 0
............................................ (Ss)
A;i—1,10641 + Q12042 + - +aj—; ;a5 =0

ail@in + GigQue + -+ agon; =1

al carui determinant este chiar A; # 0. Asadar sistemul (S;) are solutie
unicd gi deci b; este determinat in mod unic.
Fie B = (bij)i7j=ﬁ matricea formei patratice f in raport cu baza B*. Atunci
b;j = b(bi,b;) = 0 pentru orice i # j. Pe de altd parte, b;; = b(b;,b;) =
i _ _ .
> aikb(bi,ar) = i, oricare ar fi ¢ = 1,n gi din (S;) rezultd ci a;; = %,
k:]. k2

oricare ar fi ¢ = 1,n. Prin urmare

1
= (i 0 e 0
B 0 a0 0
0 0 0 Aniw—l
Asadar, in raport cu baza B* forma pétraticd f are forma canonicd f(Z) =
n .
> %(yl)Q, unde Ag = 1 si y', 2, ..., y" sunt coordonatele vectorului T in
i=1

raport cu baza B*. =

S& remarcadm cd metoda prezentatd aici, numitd metoda lui Jacobi de
aducere la forma canonicd a unei forme péatratice, se poate aplica numai in
anumite conditii spre deosebire de metoda lui Gauss care se poate folosi oricand.
Algoritmul de determinare a bazei corespunzétoare formei canonice, prin metoda
lui Jacobi, este prezentat in demonstratia de mai sus, iar in exemplul urmator
il ilustram intr-un mod concret.
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Exemplul 3.4.1 Fie forma patraticd f : R? — R, datd prin expresia analiticd
f(@) = (2Y)? — 2222 + 2(2?)% + 3(23)?, oricare ar fiT = (2',2%, 2%) € R3.
Verificati daca se poate aplica metoda lui Jacobi si in caz afirmativ determinati
o forma canonica pentru f §i baza corespunzatoare, prin aceastd metoda.

Rezolvare:
Mai intdi, sa observam cda matricea lui f relativ la baza canonica B =
1 -1 0
{€1,62,e3} a lui R® este A= | —1 2 0 |. Atunci Ay = |1| =1 # 0,
0o 0 3
1 1 1 -1 0
Ay = =1#0, A3 =] -1 2 0| =3%#0. Prin urmare se
‘ -2 ‘ 0o 0 3

poate aplica metoda lui Jacobi si f are forma canonica

f@) = 22" )+ 221D+ 32(1%)? = () + (1) + 3 (4°)%, unde ¢, o2,
y3 sunt coordonatele lui T relativ la baza B* = {by, by, b3}, bazd in raport cu care
f are forma canonicd determinata.

Pentru a determina baza B*, alegem b1 = 011€1, by = Q9161 + a9y, by =
031€1 + (3282 + azzes, unde scalarii o, , 1 = 1,3, 7 = 1,1, se determina din
relatiile

T =N b(ggnél) =0
{b(gl,él) = { 2%27213 : (1) §t b@g,ég) =0 . Rezultd a1 = 1, o =
2= b(bs,e3) = 1
9&22 = ]., 31 = (32 — 0, Q33 = % de unde obtinem 51 = él, 52 = €1 +§2,
by = %Eg.

Ezxercitiul 3.4.1 Folosind metoda lui Gauss sa se determine o formad canonicd
st baza corespunzatoare pentru forma patratica din exemplul de mai sus.

3.5 Forme patratice definite pe spatii vectoriale
reale. Signatura unei forme patratice

Fie V un spatiu vectorial real n-dimensional si f o forma patraticd pe V.

Definitia 3.5.1 Spunem cd forma patratica f este

i) pozitiv definita daca f(T) > 0, pentru orice T € V' \ {0}.

it) pozitiv semidefinitd daca f(T) > 0, pentru orice T € V i exista § €
V '\ {0} astfel ca f(y) =0.

iii) negativ definita daca f(T) < 0, pentru orice T € V' \ {0}.

iv) negativ semidefinitd daca f(T) < 0, pentru orice T € V i exista
y € V\ {0} astfel ca f(y) = 0.

v) nedefinita daca exista T, y € V \ {0} astfel ca f(T) <0, f(y) > 0.

S4 remarcam ca f(0) = 0.
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Propozitia 3.5.1 Forma patraticd f este pozitiv definita (respectiv negativ definita)
dacd gi numai dacd forma sa canonica, intr-o baza oarecare, are toti coeficientii
strict pozitivi (respectiv strict negativi).

Demonstratie. Presupunem ci este pozitiv definitd. Fie B = {@i,...,a,} o

bazd a lui V fatd de care f are forma canonici f(Z) = A1 (y!)? + Aa(y?)? +- -+
An(y™)?, oricare ar fi T = y'a; € V. Daci ar exista j = 1,n astfel ca \; < 0
atunci f(a;) = A\; < 0 ceea ce contrazice ipoteza. Prin urmare A; > 0, pentru
orice i = 1,n. Afirmatia reciprocd este evidenta.

Analog pentru o forma patraticd negativ definitd. m

In mod logic putem enunta:

Propozitia 3.5.2 Forma patratica f este pozitiv semidefinitd (respectiv negativ
semidefinitd) daca gi numai dacd forma sa canonicd, intr-o bazd oarecare, are
toti coeficientii pozitivi (respectiv negativi), cel putin unul fiind nul.

Propozitia 3.5.3 Forma patratica f este nedefinita daca $i numai dacd forma
sa canonica, intr-o bazd oarecare, are coeficienti de semne contrare.

Exemplul 3.5.1 Formele patratice din exemplele 1) si 2) sectiunea 3.3 sunt
nedefinite, iar forma patraticd din exemplul din sectiunea 3.4 este pozitiv definita.

Este clar cd o form& péatraticd se poate reduce, in raport cu baze diferite, la
forme canonice diferite, in sensul c& diferd coeficientii in functie de baza aleass.
Avem insi rezultatul urmator, numit legea inertiei a lui Sylvester:

Teorema 3.5.1 Numarul coeficientilor nenuli, iar dintre acestia numarul coe-
ficientilor pozitivi $i negativi intr-o forma canonicd a unei forme patratice nu

depinde de baza in raport cu care este obtinutd acea formda canonicd.

Demonstratie. Fie B = {€1,...,€,} o bazd a lui V in raport cu care f are

forma canonica
F@) = M(@')? 4+ A (@P)? 4 g (@2 4 gy (27192, (a)

_cu )\17, v Ap > 0081 ppigy s iy <0, p+ g < no=dimV, iar B =
{f1,--+, fn} 0 altd bazd a lui V in raport cu care f are forma canonicd

F@) = N2+ AL ) 4 il (Pl (P T2, (D)

CU AL, oy Apr > 081 gy ooy fyy g <0, 0" +¢ <n=dimV.
Trebuie s aratdm cd p = p’ si ¢ = ¢'si teorema este demonstrata.
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Presupunem prin absurd ca p > p’. Considerm subspatiile V' = L(ey, ..., &)
siV" = L(?plﬂ, vy [n)- Intrucat €, ..., & sunt liniar independenti rezulta ca
{€1,...,€,} este bazd in V’ g1 dimV’ = p. Analog, dim V" = n — p’. Deoarece
p+(n—p') > n rezulti ci existd cel putin un vector nenul in V/NV", conform ex-

ercitiului 1.5.3 de la finele capitolului 1. Daci T # 0, T € V/NV”, atunci putem

P n _ B .

scrie T = Y a'e; = ), yf; ceea ce arata ca Ty = (z1,...,2P,0,...,0) si
i=1 j=p +1

Tk = (0,... L0, yP Ly,

o8

Acum, tinand cont de (a) si (b), avem ci f(Z) = Y. \i(z")? > 0si f(T) =

=1

!
pzq 14 (y7)? < 0, deoarece cel putin unul dintre scalarii 2
J=p'+1
(Z #0), iar p' +¢ < n. Contradictie. Rezultd ci presupunerea ficutd este falsi
si atunci p < p'.

Repetand rationamentul de mai sus se deduce ci p > p’. Prin urmare p = p/.
Analog se arati ci g =¢'. m

Numaérul coeficientilor strict pozitivi dintr-o form& canonicé se numeste in-
dicele pozitiv de inertie, iar numéirul coeficientilor strict negativi dintr-o
forma canonica se numeste indicele negativ de inertie.

L ..., zP este nenul

Definitia 3.5.2 Prin signaturd a unei forme patratice f : V. — R intelegem
tripletul (n,r,p), unde n = dim 'V, r este rangul lui f, p este indicele pozitiv de
iertie.

Observatia 3.5.1 Se mai foloseste si definitia echivalenta: Prin signatura unei
forme patratice f intelegem perechea (p,q), unde p este indicele pozitiv de in-
ertie, iar q este indicele negativ de inertie.

Observam ca p+ q = r, iar n — r este numdarul coeficientilor nuli dintr-o
forma canonica.

Exemplul 3.5.2 Formele patratice din exemplele 1) si 2) sectiunea 3.3 au sig-
natura (3,3,2), respectiv (4,4, 2), iar forma patratica din exemplul din sectiunea
3.4 are signatura (3,3,3).

3.6 Probleme propuse spre rezolvare
1. Fie forma biliniara b : R® x R?® — R, b(Z,7) = 22y + 2%y? + 523y —
oly? + 2%yt + 5%yt vE = (21, 2%, 23), ¥ = (v, 9%, v%) € R3.
a) Fira a determina matricea lui b relativ la baza canonic# a lui R?, si se
precizeze daca b este simetrica sau daca este antisimetrica;
b) Determinati matricea lui b relativ la baza canonica a lui R3;

c) Ardtati ci existd si sunt unice doud forme biliniare pe R?, by simetrici

si by antisimetricd astfel ca b(Z,7) = b1(Z,7) + b2(Z,7), VT = (21, 22, 23),

7= (y"y%y%) € R%
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d) G&siti forma canonicd a formei p#tratice f asociate formei biliniare
simetrice by, precum si baza lui R3 relativ la care f are forma canonici
gasita.

. Folosind metoda lui Gauss sd se aduca la forma canonicé forma patratica

R} =R, f(z) =2'2? + 222 + (23)?, vz = (2}, 22,23) € R3.
Gsiti baza Iui R? in raport cu care f are forma canonica si signatura lui
f. Ce fel de forma patratica este f7

. Fie forma pitratica f(z) = (z!)?+ (2?)? - 3(23)? + (2)? — 212 4 32223

5z3x*, pentru orice 7 = (2!, 22, 23, 2%) € R*.

Sa se aducd la forma canonica folosind mai intdi metoda lui Jacobi,iar
apoi folosind metoda lui Gauss. Determinati signatura lui f. Ce fel de
forma patratica este f7

. Fie b: R®* x R® — R o form4 biliniars si B = {1, &2, e3} baza canonici

a lui R3 . Daca avem b(él,él) = ]., b(ég,éQ) = 71, b(ég,ég) = 2, b(él +
ég,ég) =2, b(ég,él — ég) =4, b(ég + ég7é3) =3, b(ég,ég - é3) = -1,
b(e1,e3) = 3 gi b(es, 287 — &) = 5, atunci se cer:

a) matricea formei biliniare b in raport cu baza B;

b) ardtati cd b este o formd biliniard simetricg;

c) expresia analiticd a formei biliniare b in raport cu baza B;

d) matricea si expresia analitici a formei biliniare b in raport cu o altd
bazi B’ = {ai,as,as}, unde a; = (1,0,1), ap = (0,1,1), as = (1,1,0);
e) expresia analitici a formei pitratice f : R® — R, f( ) = b(Z,T),
vz € R?, in raport cu baza B;

f) forma canonic# a formei patratice f si baza lui R? relativ la care f are
forma canonicd, prin metoda lui Jacobi;

g) signatura lui f.

. Fie V un spatiu vectorial real n-dimensional si forma biliniara antisimet-

ricdk w : V x V. — R. Dacd A = (wij); ;_1;; este matricea lui w relativ
la o bazd B = {e1,es,...,€,} C V, atunci spunem c8 w este nedegenerata
daca det A # 0. O forma biliniard antisimetricd si nedegeneratd pe V se
numeste forma simplectica pe V.

a) Ardtati ca determinantul matricii asociate unei forme simplectice relativ
la orice baza a lui V' este nenul;

b) Daci existd o form4 simpletici w definitd pe V, atunci dimensiunea lui
V' este un numar par.

. Fie b: M3(R) x M3(R) — R, definitd prin

b(X,Y) =2Tr(XY) — Tr(X)Tr(Y), VX,Y € My(R)

unde Tr(A) = a11 + a2 este urma matricii A = (a45); ;_135 -
a) Ardtati cd b este o formd biliniard simetricé;
b) Gésiti matricea formei biliniare b relativ la baza naturald a lui M2(R),
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1 0 0 1 0 0 0
BZ{En:(O 0>,E12=<0 0>,E21=(1 0),E22=(0

c¢) Gésiti expresia analiticd a formei pétratice asociatd f(X) = b(X, X),
relativ la baza naturald a lui My(R);

d) Aduceti la forma canonicd forma patraticd f si determinati baza core-
spunzatoare;

e) Ardtati cd f este o formd patraticd nedefinita.

7. Daci R, [X] este spatiul vectorial al polinoamelor cu coeficienti reali, de
grad cel mult n, se considera aplicatia
F:R,[X] x R,[X] — Ray_3[X] definitd prin

F(P,Q):P/”'Q_PI/‘QI+P/'Q//—P'QII/,

unde P’, P’ P", ... sunt polinoame determinate de derivatele functiei
polinomiale asociata polinomului P.

a) Ardtati cd aplicatia F' este liniard in ambele argumente si antisimetricd;

b) Dacd se considerd @ = X", atunci si se determine matricea apli-
catiei liniare g : P — F(P, Q) relativ la bazele canonice ale domeniului gi
codomeniului lui g;

¢) Dacd n = 3, ce se spune despre Ker g si Im g7

d) Este g un endomorfism diagonalizabil, in cazul n = 3?

8. Fie

matricea unei forme pitratice f pe R?, relativ la baza cononici a lui R3.
a) Determinati expresia analiticd pentru polara lui f;

b) Determinati o baza a lui R? relativ la care f are o form# canonica;

¢) Determinati signatura lui f;

d) Este diagonalizabil un endomorfism al lui R? care, relativ la baza canon-

ici a lui R3, are matricea A?

9. Fie f : R® — R o forma péatratica a cérei expresie analitica, in raport cu
baza canonicg a lui R? este
f(@) (1) 4 (22) + 4(2®)? + 22t 2? + 4ata® — 22703,
vz = (2',2%,2%) € R®.

a) Se poate aplica metoda lui Jacobi pentru determinarea unei forme
canonice pentru f?7 Dacd da, sa se determine o forma canonica pentru
f si baza corespunzatoare, folosind aceasta metoda;
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b) S& se determine o form& canonicd pentru f si baza corespunzitoare,
folosind metoda lui Gauss;

c) Este f negativ definitd? Dar negativ semidefinita?

. . 1 2 3
Fie matricea A = < 9 1 0 ) Se cer:

a) Aridtati ci forma biliniard b care are matricea AA!, relativ la baza
canonici a lui R?, este simetric;

b) Determinati o form& canonicd pentru forma pétraticd asociatd f(T) =
b(Z,T) si baza corespunzitoare;

c) Ardtati cd f este pozitiv definita.



Capitolul 4

Spatii euclidiene

4.1 Notiunea de spatiu vectorial euclidian. Pro-
dus scalar, norma, ortogonalitate

Fie E un spatiu vectorial real.

Definitia 4.1.1 O forma biliniara, simetrica gi pozitiv definita pe E se numeste
produs scalar pe E si se noteazd cu (,).

Cu alte cuvinte, aplicatia (,) : E x E — R este un produs scalar pe E daci
satisface urmaétoarele axiome:

i) (aZ + BY,Zz) = a (T, Z) + B (y,Z), oricare ar i T, §, Z € E, a, B € R..

ii) (z,y) = (y,T), oricare ar i 7, §y € E.

iii) (z,7) > 0, oricare ar fi T € F; (7, T) = 0 daci si numai daci T = 0.

Propozitia 4.1.1 Daca (,) este un produs scalar pe E, atunci
a) (Z,aT + fY) = a (Z,T) + B (Z,7), oricare ar fiT, Yy, Z € E, o, B € R.

n . n .
b) <Z a’xi,y> = Y o (T, %), oricare ar fin € N*, Ty, ..., T, Yy € E, o,
i=1 i=1
.., a”eR.

Demonstratie. Se folosesc i), ii) pentru a), iar pentru b) putem folosi metoda
inductiei matematice dupdan > 1. m

Pentru orice T, § € E, scalarul (Z,7) se numeste produsul scalar al vec-
torului T cu vectorul 7.

Definitia 4.1.2 Un spatiu vectorial real E tnzestrat cu un produs scalar (,) se
numegste spatiu vectorial euclidian (pe scurt spatiu euclidian) si se va nota

prin (E,(,)).

67
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Exemplul 4.1.1 1) Aplicatia {,) : R" x R" — R, definita prin (T,y) =
S alyl, oricare ar fiT = (zb,...,2"), ¥ = (y%,...,y") € R" este un pro-
i=1

dus scalar pe R", numit produs scalar canomic. Spatiul euclidian (R™,(,))
se numeste spatiu euclidian canonic.

b
2) Aplicatia (,) : C([a,b])x C([a,b]) — R, definita prin (f,g) = [ f(t)g(t)dt,

oricare ar fi f, g € C([a,b]) este un produs scalar pe C([a,b]). Deci (C([a,b]),{,))
este un spatiu euclidian.

3) Aplicatia (,) : R" x R" — R, definita prin (T,7) = x'y', oricare ar fi
z=(z%...,2"), 7= (v}, ...,y™) € R™ nu este un produs scalar pe R™.

Definitia 4.1.3 Aplicatia || || : E — [0,+00), definitd prin |T|| = /(T,T),
oricare ar fiT € E se numeste norma euclidiand, iar ||| se numeste norma
(sau modulul) vectorului Z.

Definitia 4.1.4 Spunem cd vectorii T, § din spatiul euclidian (E, (,)) sunt or-
togonali (si scriem T L y) dacd (T,7) = 0.

Exemplul 4.1.2 In spatiul euclidian canonic R®, vectorii T = (1,1,2) sig=
(1,—1,0) sunt ortogonali, pentru ca (Z,7) = 0.

Teorema 4.1.1 (generalizarea teoremei lui Pitagora) Fie (E,{,)) un spatiu
vectorial euclidian. Vectoriv T, § € E sunt ortogonali dacd §i numai dacd
o 12 (=112 L (=12
1z +5l" = [IZl” + [yl

Demonstratie. Deoarece |[Z + || = (T + 7,7 +§) = (T,7)+2 (Z,7)+(7,7) =
IZ|I* + 2 (Z,7) + |[7]|°, oricare ar fi 7, § € E, rezulti concluzia teoremei. ®

Observatia 4.1.1 Pentru orice T € E, avem (Z,0) = (0,%) = 0, pentru ci
(@.0) = (2.0+0) = (@.0) + (&.0)
Propozitia 4.1.2 Dacd vectorii nenuli Ty, Ta, ..., Tn ai spatiului euclidian

(E,(,)) sunt ortogonali doi cdte dot (adicd (Z;,Z;) =0, Vi # j), atunci ei sunt
liniar independenti.

Demonstratie. Fie a'Z; + Ty + -+ a"Z, =0, o', o2, ..., a™ € R. Atunci,

9
— n . n . .
pentru orice j = 1,n, avem 0 = ( Y o'%;,T; ) = > ' (T;,T;) = o (T;,T;).
i=1 i=1

Cum Z; # 0 avem ci (T;,T;) # 0 si atunci o/ = 0, pentru orice j = 1,n. Deci,
Ty, To, ..., T, sunt liniar independenti. m
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4.2 Inegalitatea lui Cauchy. Unghiul dintre doi
vectori nenuli

Fie (E,{,)) un spatiu vectorial euclidian.
Teorema 4.2.1 Oricare ar fi vectorii T, §y € E are loc inegalitatea
1@, < Izl - Il (1)
cu egalitate daca gt numai daca vectorii T, § sunt liniar dependenti.

Demonstratie. Este evident ci dac T = 0 sau § = 0 atunci (1) are loc, cu

egalitate (Z, ¥ sunt liniar dependenti).
Fie 7, y € F\ {0}. Atunci, oricare ar fi t € R, avem (T — 7,7 — tg) > 0
ceea ce inseamna

17172 =2 (@ 5) t + |[7]* > 0,vt € R. *)

Prin urmare A = 4 (z,7)° — 4 || [7]]* < 0, adici |(Z,7)| < ||Z] - [7]-

Acum, egalitatea are loc in (1) dac8 si numai dacd A = 0, adicd trinomul de
grad doi in ¢ din (*) are o rad&cing reald dubli ¢y, adicd (T — toy, T — toy) =0
ceea ce implicd T — tpy = 0 sau T = toy. Prin urmare, avem egalitate in (1)
daca si numai dacd T, ¥ sunt vectori liniar dependenti. m

Inegalitatea (1) se numegte inegalitatea lui Cauchy.

Teorema 4.2.2 Norma euclidiand are urmatoarele proprietati:
a) ||Z]| = 0 dacd si numai daca T = 0.
b) laZ| = || |Z||, oricare ar i € R, T € E.
¢) Inegalitatea lui Minkowski sau inegalitatea triunghiulus

[z+9ll < [zl +1l7ll, vz.yekE (2)

Egalitatea are loca daca si numai dacd T, § sunt liniar dependenti.

Demonstratie. a) Este evident. b) [|aZ|| = v/(aZ, aT) = /a2 (Z,7) = || |Z||.

c) Dacd T = 0 sau y = 0, atunci (2) are loc, cu egalitate (T, ¥ sunt liniar
dependenti).

Fie 7,7 € E\{0}. Atunci, avem ||7 +7|° = (7 + 7.7 +7) = |7]*+2(Z,7) +

T g1 < I + 216, 3)]+ 1712 < Iz + 211z - 7l + g = (12l + 17)%
conform inegalitdtii lui Cauchy (1).

Prin urmare, |Z +7|| < ||Z|| + ||[7]|. Este clar cd in (2) avem egalitate daca
gl numai dacd avem egalitate in (1), adici T, ¥ sunt liniar dependenti. m

Dacid z, § € E \ {0}, atunci inegalitatea lui Cauchy este echivalentd cu

Héli\jy\%l\ < 1. Astfel, putem da definitia:
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Definitia 4.2.1 Se numeste unghi al vectorilor nenuli T, y € E, unicul numar
real p € [0, 7| pentru care

(z,7)
=T (3)

COS Y = ——r——.
[zl - {7l

Exemplul 4.2.1 [n spatiul eclidian canonic R®, unghiul dintre vectorii T =

7= (— _ =y  _ 1-(—=1)42:0+1-2 .
(1,2,1) siyg = (—1,0,2) este dat de cos p = BT = Vi y 1o =
1

.o 1
=ar —.
ek adicd ¢ = arccos 7%

Observatia 4.2.1 Oricirui vector T € E, T # 0, 1 putem asocia un vector de

normd 1, Ty = ﬁf, numit versor al vectorului T (sau vector unitar asociat

lui ).

4.3 Baze ortonormate. Procedeul Gram-Schmidt

Fie (E,(,)) un spatiu euclidian n-dimensional (adici spatiul vectorial E are
dimensiunea n).

Definitia 4.3.1 Spunem ci baza B = {€1,€3,...,€,} a lui E este ortonor-

matd dacd
0, dacai#j
1, dacai=j

(€i,€j) = dij = {

Cu alte cuvinte, o baza este ortonormatd daca vectorii ei au norma egald cu
1 si sunt ortogonali doi cate doi.

Exemplul 4.3.1 [n spatiul euclidian canonic R"™ baza canonici este o bazd
ortonormata.

Teorema 4.3.1 In orice spatiu vectorial euclidian n-dimensional (E, (,))
existd baze ortonormate. Mai precis, pornind de la o bazd oarecare B =
{@1,a2,...,a,} alui E, se poate construi o baza ortonormata B* = {€1,¢€s,...,€,}

alui B.
Demonstratie. Fie B = {ay,as,...,a,} o bazd oarecare a lui E.
Mai intai, vom construi o bazd B = {b1,bs,...,b,} a lui E formata din

vectori nenuli, ortogonali doi cate doi.

Fie by = @;. Evident b; este nenul. Propunem by = @y + a%gl si determinam
scalarul od astfel incat by L by, adicd 0 = <52,51> = (Gg,a1) + a3 (@,a;) . Cum
(a2,a1)
@] B
este nenul, altfel ar trebui ca @y +alb; = 0, adicd @y, @ si fie liniar dependenti,
ceea ce este fals.

Urmdrind a folosi metoda inductiei matematice (verificarea fiind deja fa-
cutd), presupunem c& am construit vectorii b, ba, ..., by (cu 1 <k < n), nenuli

@ # 0 rezultd ci ad = — si astfel vectorul by este determinat. Evident by
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si ortogonali doi cate doi. Ardtam cd putem construi vectorul nenul bpy1 asa
incat bk+1 1 b;, oricare ar fi i = 1, k. B
Cautdm byyq de forma by i = Gryq + ak+1b1 + -+ a§+1bk si dorim ca

oricarearfii =1, 2, ..., ks avem 0 = <bk+1, > <ak+17 >+ Z O‘k+1 <bj,5i>.

Deoarece (bj,b;) = 0, oricare ar fi 1 < i # j < k, rezultd c& O = (py1,bi) +
0‘2+1 HBZHQ = 0, oricare ar fi i = 1, 2, ..., k. Tinand cont ca toti b; (1 <14 < k)

<ak+1’ i

21"

sunt nenuli deducem ci o, 1= ,oricare ar fi i = 1, 2, ..., k si astfel

este determinat vectorul by ;.

Daci byy1 = 0 atunci, cu usurintd, se observi ci putem scrie 0 = @41 +
A1@1+- - -+ A\pag si atunci avem o combinatie liniara nula, in care nu toti scalarii
sunt nuli, de primii k + 1 vectori ai bazei B. Absurd. Prin urmare 5k+1 este
nenul.

Prin metoda inductiei matematice am construit baza B’ = {b1,ba,...,b,} a
lui E, formatd din vectori nenuli, ortogonali doi cate doi.
In final, daca ludm €; = mbj, oricare ar fi j = 1, n, obtinem baza ortonor-
i
matd cdutatd B* = {€;,es,...,€,}. W

Metoda folosita in aceastd demonstratie pentru construirea unei baze orto-
normate, pornind de la o bazd oarecare, se numeste procedeul lui Gram-
Schmidt.

Exemplul 4.3.2 Pornind de la baza B = {a; = (1,-1,1),a2 = (0,1,0),a3 =
(1,1,-1)} a spatiului euclidian canonic R® si se construiasci o bazd ortonor-
matd tn R3.

Rezolvare:

Construim mai intdi baza B' = {by, by, b3} formata din vectori ortogonali doi
cdte doi.

Consideram 51 =a; = (]. -1 ].) BQ = az +« 51, b3 = a3 +6 b1 +’7 b2,
unde scalarii o, B, v se determina din conditiile <b17b2> =0, <b17b3> =0,
<b2, b3> = 0. Obtinem 0 = (ay,a2) +a {a1,a1) = —1+3a, adici o = 3 $1 atunct
by = as + %51 = (3, 5 3) Din 0 = <b1,bg> (@1,a3)+ 0 <E1,E1> —|—’Y<E1,62>
—1+4 38 §i 0 = (by,b3) = (by,@3) + 5<b2,a1> + 7 (b2, b2) = 2 + 27 obtinem
573§z'y——1 deundeb3:a3+ by — by = (1,0, -1).

Normand vectorit bazei B, adica construmd vectorit €; =

1
LD
IIbIII '

_ (1 1 _ 1
o (f’ f f) ||b || (f V6’ f) ||b || (\/5’0’ ﬁ)’
obtinem baza ortonormatd B* = {€1,€2,€3} a spatiului euclidian canonic R3.

Teorema 4.3.2 Intr-un spatiu euclidian n-dimensional E matricea de trecere
de la o bazd ortonormatad la o altd bazd ortonormata este o matrice ortogonala.

Demonstratie. Fie B = {€1,e,...,e,} si B’ = {f, fs,..., f,} doud baze

ortonormate ale spatiului euclidian (£, (,)) si C' = (c]), j_1, matricea de trecere
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- n
de la baza B la baza B, adicd f; = >_ ¢/€;, 1 <i < n. Atunci, oricare ar fi i,
j=1

n

j=Tm, 6y = (Fn ;) = <Zcek,Zceg>ki§ ¢S (B, Ts) =

n
= > > cf Z ckck | relatii care sunt echivalente cu scrierea ma-

Acum, dacd B = {a1,as,...,a,} este o bazi oarecare a spatiului euclidian
n . n )
n-dimensional (E, (,)), atunci oricare ar i T = 3 2'a; siy = Y y'a; € E avem
- n n L o n ’Il’L:l 3 . =t not L
o) = 2 2 y (@i, a;) san (Z,7) = 3. 3 a'yay;, unde ai; = (@, a5),
b R i=14=1
VZ,] -
n n .
Norma lui T este ||Z|| = \/(T,T) = Z Z ixda;j, iar cosinusul unghiului

i=1

dintre vectorii nenuli T si ¥ este

n n . .
2. . w'yay
i=1j=1

_ =y _
cosp = —t = :
[l 7l noano non

>0 2 wdaigy [ 30 0 Yyl

i=15=1 i=1j=1
Exemplul 4.3.3 In spatiul euclidian (E, (,)), in raport cu baza B = {a1,as},
se dau vectorii T = 3@y — G2, § = a1 + az. Stiind ca ||61||2 =2, (@,a2) = —1,
|@a||” = 3, se cere unghiul dintre vectorii T si 5.

Rezolvare:

Cum (Z,y) = (341 —ag,a1 +a2) = 3(a1,a1) + 2(a1,a
||f|| = \/<361—62,361—a2 \/9 al,a1>—6<a1,a2)+
\/S(il +a a2,6l1 +@2) = /(@,a1) + 2 (a1, a2) + (@1, a2) =

2) — (Gz,a2) = 1,
az) =33, |yl =

<a1a
V3 rezultd ci cos =

H({Tfﬁgu = &, adict ¢ = arccos §.
In schimb, daci consideram in (E, (,)) baza ortonormati B’ = {€;,2z,...,8,},
atunci (€;,€;) = d;; si astfel, pentru orice vectori T = i x'e; siy = i y'e; din
L. . nz:l i=1
E avem (T,7) = Z; ]gl Y0, = Z; ", ||Z|| = z;1(561')2, iar

i

L xl X3
(z,7) =
cosp = =

o'y
Il 7]l 0o e
\/ig(w’)Q\/Zg(yl)Z
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n X . - -
Observand ci (z,y) = Y x'y" = Tk yn', putem spune cd produsul scalar este

i=1
. . . . o~ o~ ~ t ~ o
invarzanzla schimbamfle baz(iomffmormate, pentru ca Tp yp = (Czpr) (Cypr) =
T4, C'Cypr = Th 1Yy = Tk, yp, unde C este matricea de trecere (matrice

ortogonald) de la baza ortonormatd B’ la baza ortonormatd B”.

4.4 Complementul ortogonal al unui subspatiu
vectorial al unui spatiu euclidian

Fie (E,{(,)) un spatiu euclidian n-dimensional.

Definitia 4.4.1 Spunem ca vectorul T € E este ortogonal pe subspatiul vec-
torial Ey al lui E dacd T L g, oricare ar fiy € E1 (vom nota T L Ey).

Propozitia 4.4.1 Vectorul™ € E este ortogonal pe subspatiul £y daca st numai
daca el este ortogonal pe fiecare vector al unei baze a lui F.

Demonstratie. Fie By = {a@1,...,ax} obazd alui E; §i T € E.

Daca T | F4, atunci este clar cad T este ortogonal pe fiecare vector al bazei
B;.

Daci T L @;, oricare ar fi ¢ = 1,k, atunci pentru orice 7 € E;, avem c&
7 = y'a; si astfel (Z,7) = y* (F,a;) = 0. Prin wrmare, 7 1. £;. =

Fie E{- = {Z € E|7 L E1}, unde E; este un subspatiu vectorial al lui E.

Teorema 4.4.1 Pentru orice subspatiu vectorial Fy al lui E au loc urmatoarele
afirmatii:

a) Ei- este un subspatiu vectorial al lui E.

b) E=E, @ Ei.

Demonstratie. a) Fie Z, ¥ € F{, o, € R, arbitrar fixati. Atunci, pentru

orice Z € E avem (aZ + 7,Z) = a(Z,Z) + 8(¥,Z) = 0+ 0 = 0. Prin urmare,
aT + By € Ef si astfel, B este un subspatiu vectorial al lui E.
b) Fie B = {€1,€,...,€,} 0 bazi ortonormatd a lui E astfel incat B; =
{€1,@es,...,e} si fie o bazd ortonormatd a lui By (dim By = k <n =dim E).
Mai intai ardtim cd dim Ei- = n — k. Pentru aceasta, din faptul ci
Ef={Z€EBz LE}={T€Ezle, j=1k}=
no no . n .
{x: > ate <Z xlei,ej> =0, j= 1,I<;} = {x: doatele? =0, j= 1,k}
i=1 i=1 i=1
= L(€xy1,...,8n), rezultd ca dim B =n — k.
Mai réméne si aritim ci E; N Ef = {0}. Este clar c& {0} C E; N Ef-.

Apoi, daci T € By N Eff avem ciA T € Ey si 7 € Ei, adicd (7,7) = 0 ceea ce
implicd # = 0. Prin urmare E; N Ef- C {0}.
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Conform principiului dublei incluziuni By NEf{ = {0} si astfel, E = 1 Ef-.
]

Aceasts teoremi justifici denumirea dat# subspatiului Ei- de complement
ortogonal al subspatiului Ej.

Evident, avem c& oricare ar fi T € FE, existd si sunt unici vectorii 7, € Ej,
Ty € Ell astfel ca T = T1 + T. Vectorul T; se numeste proiectia ortogonala
a vectorului Z pe subspatiul E;, notata prg, =.

Practic, pentru a determina proiectia ortogonald a unui vector T € E pe
subspatiul E; proceddm astfel: alegem o bazi B = {€1,€s,...,¢,} In E astfel
incat By = {€1,€s,...,€x} sd fie 0 bazd a lui F1. Apoi, egalitatea T = Ty + T,
cuT =ax'eg +---+aFe, € By, Ty € Ef o inmultim scalar cu e;, ¢« = 1, k.
Obtinem

(@, &) = x' (e1,&) +- -+ ¥ (e, &) + (Ta, &) = 2! (&1,8) +- - +a" (e, &),
Vi=1,k.

Deci, pentru a gisi pe T este suficient si determindm scalarii z', ..., z* din
sistemul liniar

{z! (er,&) + -+ 2" (&, @) = (T@), i =1k
Daca baza B = {€1,@s,...,€,} este ortonormata atunci se obtine imediat
ci ot = (z,%;), Vi=1,k.

Exemplul 4.4.1 In spatiul euclidian (E, {(,)), relativ la baza ortonormata B =
{€1,€2,e3} se dau vectorii @y = €, — €3 + €3, dz = 261 + €2, T = 2€1 + 2€3 + €3.
Se cere prg, T, unde Ey = L(Gy,as).

Rezolvare:

Se observd usor cd vectorii @y, @z sunt liniar independenti §i atunci {ay,as}
este 0 bazd pentru E1. FieT) = z'a; +2%a2 € By §i % € Ell astfel ca T =71+
To. Atunci (T, a1) = x' (@1, a1) +22 (@2, a1) + (T, @1) = o1 (@1, a1) +2% (@2, @1),
(T,a2) = x' (@1, @) + 2% (@2, @2) + (T2, @2) = x' (@1, a2) + 2% (G2, @2),

o G- . . 3zt +22 =1
tindnd seama ca To L @y s1 To L as. Oblinem sistemul 1 9 ,

- +5x° =6
- : 1 1 .2 _ 17 C o - 1 17—
a carut solutie este x- = —i1 T° = 14 adicd T1 = pre,T = — 3701 + 1702 =

33— 18- _ 1
12611 1762 — 17€3-

4.5 Operatori simetrici: definitie, proprietati

Fie (E, (,)) un spatiu euclidian n-dimensional si f € End(E).

Definitia 4.5.1 Spunem cd operatorul liniar f este simetric dacd
(f(z),9) = (z, f(¥)), pentru orice T, J € E.

Exemplul 4.5.1 Pe spatiul euclidian canonic R? aplicatia f : R?2 — R2,
definita prin f(T) = (22! — 2%, —2' + 32?), oricare ar fi T = (x',2%) € R?, este
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un operator simetric. Intr-adevar, oricare ar fi T = (xz',22), 7 = (y*,y?) € R?
avem (f(Z),7) = (22 — 2?)y* + (=2 + 32?)y? = 22ty — 22y’ — 2'y? + 32?y?
51 (T, f(@)) = 2" (2y" — y?) + 2 (—y" +3y%) = 22'y' — 2®y' —a'y? + 322y’

Propozitia 4.5.1 Operatorul liniar f : E — E este simetric dacd §i numai
dacd matricea sa in raport cu o baza ortonormata a lui E este simetrica.

Demonstratie. Fie B = {€1,€;,...,€,} o bazd ortonormats a lui £ si A =
(a7); j—1 matricea lui f in raport cu B.
Daca f este simetric, atunci (f(€;),€;) = (€;, f(€;)), pentru orice 4, j =

Ln. Cum f(e) =

n

n
k= : . — o k= = o
ayey, oricare ar fi i = 1,n, rezultd < > af ek,ej> =
k=1

k=1
n n n
Ci, > afék , pentru orice 4, j = I,n sau Y. af (€, €;) = > af (€;,€x), pen-
k=1 k=1 k=1
n n
tru orice i, j = I,n, adici Y. aféy; = > a?&ik, pentru orice 4, j = 1,n sau
k=1 k=1

] = aj, pentru orice i, j = 1,n. Deci, A este o matrice simetrica.

)

Qa

J

Reciproc, dacd matricea A este simetricd (adicd a] = a;, pentru orice 1,
n

— n . .
j = 1,n), atunci oricare ar i T = > 2'¢; si § = > y'e; avem (f(T),y) =
i=1 i=1

i=1 7j=1
=Y ¥ Yatyi(afer,e) = Y aylaion; = Y aiylal = Y ylalal =
i=1j=1k=1 ij. k=1 ij=1 ig=1

(T, f(7)), datoritd simetriei lui A. Deci, f este simetric. ®

Observatia 4.5.1 Matricea unui operator simetric este simetrica indiferent de
baza ortonormatd la care ne raportam. Intr-adevir, daca A si B sunt matricile
operatorului simetric f relativ la bazele ortonormate B, respectiv B', iar C este
matricea de trecere de la B la B, atunci B = C~YAC. Daci A este simetricd
atunci Bt = (C71AC)t = CtAY(C~1)! = C~1AC = B, deoarece CC* = 1I,,.
Deci, B este simetrica.

Propozitia 4.5.2 Toate radacinile ecuatiei caracteristice asociate unui opera-
tor simetric sunt reale.

Demonstratie. Fie f € End(FE) un operator simetric gi A matricea sa in

raport cu baza ortonormati B = {El, ... ,En}.
Fie A\gp € C o ridicingd oarecare a ecuatiei caracteristice det(A — Al,) = 0.
Atunci, solutia nenuld Z = (z,...,2") a sistemului liniar omogen (A — A\o1,,) T =

0 are eventual componente complexe, pentru ci A are numai elemente nu-

=1 N

o A . . =t —i
mere reale. Dacd inmultim, matriceal, cu z = (Z',...,Z"), unde T" este



76 CAPITOLUL 4. SPATII EUCLIDIENE

conjugatul complex al lui ¥ € C, atunci obtinem 7 (A= XoI,)Z = 0 sau

~t —t_ nooo o )2
TAT =XZ T =X ) |xl| , de unde avem ci g € R, deoarece Y |:cl| R
i=1 i=1

. — =t____ — — — —
si 7 AT € R (deoarece T AT =7 A% = i' AT = (7' AZ)! =3 A'T =7 A7). m

Propozitia 4.5.3 Daca € € E este un vector propriu al operatorului simetric
f: E — E, atunci existd un subspativ Ey al lui E, de dimensiune n — 1,
mwvariant fata de f astfel ca e L Ey.

Demonstratie. Dacs consideram subspatiul By = (L(€))", atunci este clar ci
este ortogonal pe Fj gi are dimensiunea n— 1. Rdmane de aratat ca f(E;) C E;.
Pentru aceasta, dacd A\ este valoarea proprie a lui f, corespunzitoare lui €,
atunci pentru orice T € Fy avem cd (f(T),e) = (T, f(e)) = (T, Xe) = A (T,e) =
0,intrucat T L €. Deci, f(Z) € E1,VT € E;. m

Teorema 4.5.1 Pentru orice operator simetric f : E — E existda o baza orto-
normatd a lui E formatd numai din vectori proprii ai lui f. Mai precis, orice
operator simetric f : E — E este diagonalizabil, iar matricea sa diagonald are
pe diagonala principald valorile proprii ale lui f, scrise de atdtea ori cdt aratd
ordinul lor de multiplicitate.

Demonstratie. Fie \; o valoare proprie (reald) a lui f gi & € E un vector

propriu unitar asociat lui A;. Atunci, existd un subspatiu F; al lui E, de
dimensiune n — 1, ortogonal pe €; si invariant fata de f. Cum restrictia lui f la
FE4, f1: E1 — FE4, rdmane operator simetric rezulta ci exista cel putin o valoare
proprie (reald) Ay alui f1 i€ € Fy un vector propriu unitar asociat lui Ag. Prin
urmare putem gasi un subspatiu F5 al lui Fq, de dimensiune n — 2, ortogonal
pe €3 gi invariant fatd de fi. Este clar ca é5 1 €. Se repetd rationamentul cu
FEs si fo restrictia lui f; la Es, s.a.m.d. si dupd n pasi vom determina o baza
ortonormatd B = {€1,€2,...,€,} alui E, formatd numai din vectori proprii. m

Exemplul 4.5.2 Fie operatorul simetric f : E — E care, in raport cu baza
ortonormata B = {€1,e3,e3} a lui E, are matricea

4 -2 1
A= -2 4 1
1 1 1

Sa se determine o bazd ortonormata o lui - fata de care matricea lui f are
forma diagonala.
Rezolvare:
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Ecuatia caracteristica a lui f

4-X =2 1

are radacinile \y = 0, Ao = 3, A3 = 6. Vectorii proprii corespunzatori
acestor valori proprii sunt a; = €1 +e2—2€e3, a1 = €1+€e3+€3, a; = €1 —ez §i se

observa ca sunt ortogonali doi cdte doi. Daca consideram by = ”611”61 = %El +
1 1 1

25 bho=- 1 = 15 4 13 1z po=_1 = 15 _ 13
VEe T 5% by = [Z02 = 501+ 58+ 56, bs el %3 561~ 562,
atunci obtinem baza ortonormatd B* = {€1,€2,€3} a lui E fata de care f are
matricea diagonald

0 0 0
D=0 3 0
0 0 6

Propozitia 4.5.4 Vectorii proprii ai unui operator simetric corespunzatori la
valori proprii distincte sunt ortogonali.

Demonstratie. Fie A, Ay valori proprii distincte ale operatorului simetric

f st @1, @y vectori proprii corespunzitori. Atunci, (f(@1),a2) = (Ma1,a2) =
A1 (@1, a9) §i (@, f(@z2)) = (@1, \aa2) = A2 (@1, a2). Cum f este simetric, obinem
(A1 — X2) (@1,a2) = 0 sau (a;,az) = 0, pentru cd A; # Ao. ®

Exemplul 4.5.3 Fie (E,(,)) un spatiu vectorial euclidian real cu baza orto-
normati B = {€1,é2,83} si a = €1 —éx +2e3. Daca f : E — E este definita
prin
f(&) = (z.a)a, v € B,

se cer:
a) Aratali ca f este un operator liniar si simetric;
b) Scrieti matricea lui f in raport cu baza B si ecuatiile lui f relativ la aceeasi
baza;
¢) Determinati Ker f i Im f ;
d) Determinati o baza ortonormata a lui Ker f ;
e) Gasiti o baza ortonormata a lui E relativ la care matricea lui f este diagonald.

Rezolvare:

a) Deoarece avem f(aZ + By) = (aZ + By, a)a = (aZ,a)a + (8y,a)a =

= a(Z,a)a + B(g,a)a = af () + Bf(§), oricare ar fia, € R $i T,5 € E,
rezultd ca f € End (F).
f este simetric pentru ca:
F(@).5) = @a)@g) = @)@ a) = §a)(@a) = (@G85 = & 7).
Vz,ye E.
b) Deoarece f este un operator liniar simetric rezultd cd matricea sa, relativ la
baza ortormatd B, este simetrica. Se calculeaza f(€;), 1 =1,2,3.
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(deoarece (€;,€;) = 0;5)
Deci, matricea lui f relativ la B este

1 -1 2
A= 1 1 =2
2 -2 4
n 2l
Prin urmare, cum f(N_a)B = | 92 = Aig = A| 22 |, obtinem ecuatiile
v 23
lui f relativ la baza B :
' o= 2l — 2?24
y? = —z' 42?2223
y3 = 2! — 222 + 4423

¢) Nucleul operatorului f este Ker f = {z € E|f(z) =0} =

3 .
= {m = Y x'e; € B|(z', 22, 2%) solutie pentru sistemul
i=1

ot —z24+223 = 0
—al+2?2-223 = 0
2xt — 222+ 42 = 0

Se observa ci rangul matricii asociate acestui sistem liniar omogen este 1 gi
atunci dim Ker f =dimE —rang A =2.

Rezolvam sistemul pentru a gasi o bazd pentru Kerf, adica un sistem funda-
mental de solutii pentru sistemul omogen de mai sus.

2t = a-28
Avem solutia generald { 2* = « (o, B €R)
2 = B

gt prin urmare T € Ker f dacd gi numai daca T = (o — 206)e1 + aes + fes,
a, B € R, adica

T = aa; + Paz, unde a; = € + € §i as = —2e, + e3. Deci Ker f =
{04@1 + 5@2|Oé,ﬁ € R} = L(@l,@g) $t

By = {@1,a2} este o bazd pentru Ker f pentru cd rangul matricii pe ale carei
coloane avem coordonatele vectorilor ay §i as, relativ la baza B, este 2.

Acum, dimIm f = dim E — dim Ker f = rangA =1 gi

Imf={f(@)|z € E} = {(z* — 2%+ 22%)e; + (—2' + 22 — 22%)ey + (22" — 222 +
4z3)es|z’ € R}.

Deci Im f = {(x' — 2? + 223) (€1 — &2 + 2¢3)|2" € R} = L(a) i astfel {a} este
o baza pentru Im f .

d) Deoarece (a1,a2) = —2+ 0+ 0 = —2 rezultd ca By = {a1,a2} nu este baza
ortonormata pentru Ker f. Pentru a obtine o baza ortonormatd vom utiliza
procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt, plecind de la baza By.

Se considerd g1 = a1 §i go = Gz + agi, unde a € R se afla din conditia de
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ortogonalitate (g1,ga) = 0.
Din 0 = (g1, g2) = (G1,G2) + (@1, a1) rezultd —2+2a =0, adicd oo = 1. Astfel,

obtinem ct gy = a1 = €1+ €3 §i go = a2 + g1 = —€1 + € + 3.
Acum, caleulind ||g1|| = \/(g1,51) = V12 + 12+ 02 = V2 5i [|ga|| = \/(92,52) =
V(=12 4+ 12+ 12 = /3 si considerand
- 1 1
fi==g1, 2= =0
191 g2
rezultd ca By = {f1 (61 + &), fo = %( €1+ éx+ 63)} este o bazd orto-

normatd a lui Ker f .
e) Ecuatia caracteristica det(A — Al3) = 0 are toate radacinile reale (pentru ca
A este matrice simetricd).

1-Xx -1 2
-1 1-X =2 |=0X\X-6)=0

st atunci valorile proprit sunt Ay = Ao =0, A3 =6.

Baza ortonormatd relativ la care matricea lui f este diagonald este B* = {v1,72,73},
unde U; este un vector propriu (versor) corespunzitor valorii proprii \;, iar
forma diagonala a matricii operatorului f este:

A 0 0
D = 0 )\2 0 (/\1=>\2=0;)\3:6)
0 0 As

Pentru A1 2 = 0 avem sistemul

x! 0 et —z2+222 = 0
(A-MI) | 22 |=[ 0 | & —al+22-222 = 0
a3 0 2¢l — 222+ 423 = 0

de unde rezulta ca subspatiul propriu crespunzator valorii propmz 0 este Vo =
Ker (f —0-13) = Ker f si atunci v, = f; = \1[(61 + &), Uy = fo = ( e+
es + 3) . Pentru A3 = 6 avem sistemul

zl 0 —5zt — 22+ 223 = 0
(A=X3l3) | 22 | =1 0 | & -2t —522-222 = 0
z3 0 2t — 222 — 223 = 0
de unde rezultda x' = a/2,2? = —a/2,23 = a, a € R gi astfel subspatiul propriu

crespunzator valorii proprii 6 este Vg = Ker (f —6-I3) = {a(e1 — ez + 2e3)|a €
R}:L(C_L), Cua:élfég+2(§3.

Luam v3 = ﬁ ca = %(él — &3 + 23) si astfel obtinem baza ortonormata B*
(stiind ca vectorii proprii corespunzatori la valori proprii distincte, pentru un
operator liniar si simetric, sunt ortogonali).

Observam ca Ker feIm f=F.
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4.6 Metoda transformarilor ortogonale de aduc-
ere la forma canonica a unei forme patratice
definita pe un spatiu euclidian

Fie (E, (,)) un spatiu euclidian n-dimensional gi f : £ — R o form4 pétratici
care in raport cu 0 baza ortonormatd B = {€1,€a,...,€,} a lui E are expresia

analitica f(T) = Z z'z7a;;, pentru orice T = z'¢; € E.
3,7=1
Ne propunem si determindm o formé& canonicd pentru forma pétraticd f si
baza ortonormatd corespunzatoare, folosind proprietétile operatorilor simetrici.
In acest sens, fie u € Fnd(E) operatorul simetric care are aceeasi matrice ca
si forma patratica f, A = (asj); ;_15, relativ la baza ortonormata B. Atunci,
f(f) = xBAxB = (Z,u(T)), VI € E. Mai mult, existd o bazi ortonormata

B* = {f1,f9---,fn} a lul E in raport cu care matricea lui u are forma
digonald D = diag(A1,...,A,), unde Aq, ..., A, sunt valorile proprii ale lui
n

u. Prin urmare, oricare ar i 7 = Y. y'f, € E avem f(Z) = (T,u(T)) =

= 3 2w Foud)) = X S (FoAT) = 3 Ay (7)) =

4,J=1

Am aratat astfel cd pentru orice forméd patratica definita pe un spatiu euclid-
ian n-dimensioanal F se poate gasi o bazd ortonormata relativ la care forma
pitraticd are o form& canonicid. Aceastd metodd de aducere la forma canonicd

a unei forme péatratice definitd pe un spatiu euclidian n-dimensional se numeste
metoda transformarilor ortogonale (sau metoda valorilor proprii si vecto-
rilor proprii). Se va vedea in partea de geometrie analiticd cd aceastd metodd
este deosebit de utila pentru aducerea ecuatiei curbelor gi suprafetelor algebrice
de ordinul al doilea (conice si cuadrice) la forma canonicd si pentru clasificarea
lor.

Exemplul 4.6.1 Considerdnd pe R3 produsul scalar canonic si se aducd la
forma canonica, cu ajutorul metodei transformarilor ortogonale, forma patratica
f : R® — R care, in raport cu baza canonici B = {€1,€2,€3}, are expresia
analitica

f@) = (1) + (2%)? +4(2)? + 221 2? + 4232 + 42223, VT = (2!, 2%, 23) € R3.

Rezolvare:
Determinam valorile proprii ale operatorulusi simetric u : R3 — R3 care are
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matricea
1 1 2
A= 1 2 2 ,
2 2 4

ca si forma patratica f, relativ la baza canonicd a lui R3.

Ecuatia caracteristicd det(A — X3) = 0 devine \* — 6\* = 0 gi atunci
A1 = Ao = 0, A3 = 6 sunt valorile proprii ale lui u. Atunci o formad canonicd
pentru [ este

F@ =MW"+ 007 + A1) =6(%)%, ve=y'f, e R?,

unde B* = {f,, f, f3} este baza ortonormati a lui R3, relativ la care f are
forma canonica de mai sus. Pentru a determina vectorii lui B*, vom gasi intdi
vectorii proprii ai lui w:

Pentru A\ 2 = 0 rezolvam sistemul liniar omogen {(A —0I3)z = 0, adicd

a2t 224+ 223 =0

ol + 2%+ 223 =0 | care are solutia de forma (—a—283, a, B), unde o, B €

20! +222 + 423 =0
R. Atunci avem a3 = (—1,1,0), as = (—2,0,1) vectori proprii corespunzatori
valorii proprii duble A2 = 0 care formeazd o bazi (neortonormata) pentru
subspatiul propriu Vy.

Pentru A3 = 6 rezolvam sistemul liniar omogen {(A—Glg)fza, adica
5t 4+ 22 4+223 =0
2l =522 4+ 223 =0, care are solutia de forma (o, ,2a), unde o € R.

2z 4 222 — 223 =0
Atunci ag = (1,1,2) este un vector propriu asociat lui A3 = 6 gi formeazi o
baza pentru subspatiul propriu V.

Normam wvectorul @z si obtinem wversorul fi = mﬁ;g = (%,%, %),
iar pentru sistemul {a; = (—1,1,0),as = (—2,0,1)} aplicam procedeul Gram-
Schmidt, adicd luam by = @, = (—1,1,0), by = @y + aby, unde o € R se afid
din conditia <51,52> = 0. Atunci o = —1 gi astfel by = (—1,—1,1).

Rezulta baza ortonormatad a lui Vy,

{?1 = éal = (_La L70) 7? = éa? = (_L7L7L>}

el V2’ V2 27 el V31 V3 V3

Prin urmare, am determinat baza ortonormatd B* = { f
corespunzatoare formei canonice gasite.

4.7 Probleme propuse spre rezolvare

1. Pe spatiul vectorial aritmetic R™ se considera aplicatia biliniara << -, >>
definitd prin

<< 7,7 >>= 2ty + 22%% + 323y3 + - 4+ na"y",

pentru orice T = (21,22, ...,2"), ¥ = (y*, v2, ..., y"™).
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a) Ardtati cd << -, >> este un produs scalar pe R";

b) Verificati ci baza canonici a lui R™ este ortonormata in raport cu acest
produs scalar;

c) Ardtati cd existd k1, ko > 0 astfel incat k- || < ||Z]| < k2-|Z], VT € R™,
unde | - | reprezintd norma asociatd produsului canonic < -,- > pe R" si
| - || reprezintd norma asociatd produsului scalar << -, >>;

d) Scrieti inegalitatea lui Cauchy pentru produsul scalar << -,- >>.
Comparati-o cu inegalitatea lui Cauchy scrisa pentru produsul scalar canonic
<>

. Fie F un spatiu vectorial real, n-dimensional dotat cu doua produse scalare

<+, - >181 < -, >9. S& se arate ca oricare ar fi perechea de vectori nenuli
T, § € E, unghiurile dintre cei doi vectori, corespunzitoare celor doud
produse scalare, sunt egale daca si numai daca existd A > 0 astfel incat
<Z,Jg>1= A< T,y >9, pentru orice T, y € E.

. In spatiul vectorial aritmetic R?® se considera vectorii @, = (1,0,1), Gy =

(1,1,0), a3 = (0,1,1), @ = (1,2,3), b= (—1,0,4). S4 se calculeze unghiul
vectorilor @, b in spatiul vectorial euclidian (RB, <y >), unde < -, - > este
produsul scalar pe R? in raport cu care baza {@,a2,a3} este ortonormata.

. In spatiul euclidian canonic R® se di subspatiul

E, = {9? = (z1, 22, 23, 2%, 25)

-3 +2t 2% =0
ot —2? -3 -2t —a% =0
a) Determinati complementul ortogonal al lui E , Ei ;

b) Determinati prg, Z, unde z = (3,1,2,2,0).

. Fie spatiul euclidian canonic R* si forma patratica

f:R* = R, care relativ la baza canonici B a lui R*
are expresia analitica

f(z) = o' z? — 22l et — 22203 + 45531?4@ = ($1a$27$37934) €R*.

Folosind metoda transformarilor ortogonale s& se aduca la forma canonici
forma patratici f. S& se giseascd baza relativ la care f are expresia
canonica, precum si signatura lui f.

. Dacd A = (a;;), ,_1- este matricea unei forme p#tratice pozitiv definite

. Lj=1n . . . .
pe un spatiu vectorial real V| atunci aratati cd are loc inegalitatea

2

n n n
g a;x'y’ < E ag;x'z? | - g ai;y'y’

i,7=1 i,j=1 i,j=1

pentru orice numere reale z!, z2, ..., 2", y', ¥2, ..., y".
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7.

10.

Fie (E, (,)) un spatiu vectorial euclidian real i {@;, as, ..., a,} un sistem
ortonormat de vectori din E care verifici proprietatea

|2 = (a,7)?, Vi€ E
k=1

Aratati cd {ay, as,...,a,} este bazi pentru E.

. Fie Ms(n;R) = {A € M,,(R)|A = A*} spatiul vectorial real al matricilor

patratice de ordinul n, simetrice, cu elemente reale. Daca se considera
aplicatia (,) : Ms(n; R) x Ms(n; R) — R, datd prin (4, B) = Tr(AB),
VA, B € M,(n;R), atunci:

a) Sd se arate cd (, ) este un produs scalar pe spatiul vectorial real M (n; R);

b) Pentru n = 2, s& se determine matricea produsului scalar (,)

relativ la baza canonicd a lui M,(2; R),

s={r-(3 0) -5 0)m-(0 1))

¢) Pentru n = 2, si se ortonormeze baza

s={a- (4 3 )= (10) (5 1))

. Fie spatiul vectorial euclidian real (sau complex) (E, < -,- >) de dimen-

siune finitd n, cu baza ortonormatd B = {€y, ..., €,}. Daci se considerd o
baza ortogonald B’ = {ai,...,a,}, sd se calculeze determinantul matricii

de trecere de la baza B la baza B’ in functie de lungimile vectorilor bazei
B

Fie F spatiul vectorial real al functiilor reale continue definite pe intervalul
[0,27]. Se definegte aplicatia

27
(f.9) € FXxF =< f,g,>= /f(t)g(t)dt €R.
0

a) Ardtati cd perechea (F, < -, - >) este un spatiu eculidian;

b) Dacd fo(z) = 1, fan—1(z) = cosnz, fon(x) = sinnz, n € N*, atunci
aratati cd sistemul de functii S = {fo, f1, fo, ...} este liniar independent
in F;

¢) Ortonormati sistemul S, folosind procedeul Gram-Schmidt;

d) Gésiti proiectia ortogonald a functiei f(x) = z pe subspatiul lui F
generat de functiile \/%fo, %fl, e ﬁfgn.
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Capitolul 5

Vectori liberi

5.1 Notiunea de vector liber

Fie E3 spatiul punctual tridimensional al geometriei elementare si D multimea
dreptelor din Fj.

Pe multimea D definim relatia binard "=" astfel: "pentru dy, do € D,

spunem cd dy &~ do dacd d; || do sau d; = dy".
__ Evident carelatia "~" este o relatie de echivalenta pe D. Clasa de echivalenta
d = {g € D|g = d} a dreptei d € D, in raport cu "~", se va numi directia
dreptei d. Mai exact, daca di, da € D si di = ds atunci spunem ca dreptele d;
si do au aceeasi directie.

Elementele multimii Fs5 (care sunt puncte) le vom nota cu A, B, C, ...

O pereche ordonatd de puncte din Es, adicd elementul (A, B) € E5 x E3, se
numeste segment orientat (sau vector legat), de origine A gi extremitate B.
Daci A = B, atunci segmentul orientat (A4, A) se numegte segmentul orientat
nul.

Dreapta determinatd de punctele distincte A, B se numeste suportul seg-
mentului orientat (A, B).

Spunem ci segmentele orientate nenule (A, B), (C, D) au aceeasi directie
dacd dreptele lor suport au aceeasi directie. Deoarece printr-un punct A € Ej3
trec o infinitate de drepte, de directii diferite, spunem ca segmentul orientat nul
(A, A) are directia nedeterminata.

Distanta dintre punctele A, B € E3 se numegte marimea (sau lungimea)
segmentului orientat (A, B) si se noteaza d(A, B). Evident, mrimea unui seg-
ment orientat este zero daca si numai daca el este segmentul nul.

Spunem c& segmentele orientate nenule (A4, B) si (C, D), cu dreptele suport
paralele, au acelasi sens dacd punctele B si D se afld de aceeasi parte a dreptei
determinate de punctele A gi C, in planul dreptelor suport.

Fie acum segmentele orientate nenule (A, B) si (C, D), cu aceeasi dreapta
suport si fie (E, F)) un segment orientat nenul cu dreapta suport paralela cu
dreapta suport a segmentelor (A, B) si (C, D). Dacid (A, B) are acelasi sens cu
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(E,F) si (C,D) are acelagi sens cu (E, F'), atunci spunem ca (A, B) si (C, D)
au acelasi sens. Convenim sa spunem ca sensul unui segment orientat nul este
nedeterminat. Despre doud segmente orientate nenule cu aceeagi directie, dar
care nu au acelagi sens spunem ca au sensuri opuse.

Acum suntem in mésurd si definim pe E3 X E3 relatia de echipolenta a
segmentelor orientate.

Definitia 5.1.1 Spunem ca segmentele orientate (A, B), (C, D) € E3x E3 sunt
echipolente (si scriem (A, B) ~ (C,D)) daca

1) (A, B), (C, D) sunt nenule gi au aceeagi directie, sens i marime, sau

2) (A, B), (C,D) sunt segmente orientate nule.

Propozitia 5.1.1 Relatia de echipolenta a segmentelor orientate din E3 este o
relatie de echivalentd pe E3 X Es3, adica relatia "~" are proprietatile:

a) "~ " este reflexivi: V(A, B) € E3 x E3, avem (A, B) ~ (A, B).

b) "~ " este simetricd: Dacid (A, B) ~ (C,D) atunci (C,D) ~ (A, B).

c) "~"este tranzitivi: Dacd (A,B) ~ (C,D) si (C,D) ~ (E,F) atunci
(A,B) ~ (E,F).

Demonstratie. Exercitiu! m

v

Prin urmare, relatia de echipolenta "~" imparte multimea E3 x E3 in clase de
echivalentd care se vor numi vectori liberi. Multimea cat F5x E3/ ~ a tuturor
claselor de echivalentd se va nota cu V3 si se va numi multimea vectorilor
liberi din spatiu. Clasa de echivalenta care are drept reprezentant segmentul
orientat (A, B) se va nota prin AB, adicd

AB = {(C,D) € Ey x E;|(C, D) ~ (A, B)}.

Vectorii liberi se vor nota prin AB, CD, ..., cand punem in evidentd un
reprezentant sau prin @, b, @y, @s, ..., cind nu existd pericol de confuzii. Vectorul
liber 0 = {(A4,A) € F35 x F3]A € E3} se numeste vectorul liber nul (sau
vectorul nul).

Definitia 5.1.2 Prin marimea, directia si sensul vectorului libera = AB €
V3 intelegem marimea, directia si sensul segmentului orientat (A, B) € a. Vec-
torul nul are marimea egald cu 0, iar directia si sensul sunt nedeterminate.

Mérimea (sau lungimea) vectorului liber @ se va nota prin ||al|. Astfel,
[o]| = o
Definitia 5.1.3 a) Spunem ca doi vectori liberi nenuli sunt coliniari daca au
aceeagi directie.

b) Vectorul nul este coliniar cu orice vector liber.
Propozitia 5.1.2 a) Oricare ar fi (A, B), (C,D) € E3x E3 cu (A, B) ~ (C, D)
rezultd ca (A,C) ~ (B, D).

b) Oricare ar fi (A, B) € E3 x E5 §i C € E3, existd un singur punct D € Ej
astfel incdt (A, B) ~ (C, D).

Demonstratie. Exercitiu! m
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5.2 Spatiul vectorial real 3-dimensional V3

Vom construi pe multimea V3 a vectorilor liberi din spatiu o structura de spatiu
vectorial real de dimensiune 3.

Fie @, b € V3 si A un punct arbitrar din Es. Atunci, existd dous puncte
unic determinate B, C' € Ej astfel incat (A, B) € @, (B,C) € b. Prin definitie,
vectorul AC' € V3 se va numi suma vectorilor liberi @, b i vom scrie a+b = AC.

Aplicatia 4 : V3 x V3 — V3 care asociazé fiecirei perechi de vectori liberi
(@, b) vectorul suma @ +b, definit mai sus, este o lege de compozitie interns pe
V3 care se va numi adunarea vectorilor liberi.

Se poate arata cd adunarea vectorilor liberi este corect definita, adica vec-
torul sum# @ + b nu depinde de alegerea punctului A € F5. Intr-adevir, daci
A’ € F3 este un alt punct si (A, B') € @, (B',C") € b, atunci avem cid A/C’ =
AC deoarece (A, B) ~ (A’,B’) implica (A4,4’) ~ (B,B’) si (B,C) ~ (B',C")
implicd (B, B’) ~ (C,C"), de unde, in baza tranzitivititii relatiei "~", avem
(A, A") ~ (C,C") ceea ce implica (A,C) ~ (A", C").

Regula de adunare a vectorilor liberi prezentata aici se numeste regula tri-
unghiului.

Propozitia 5.2.1 Multimea V3 impreund cu adunarea vectorilor liberi formeazd
un grup comutativ.

Demonstratie. a) Adunarea vectorilor liberi este asociativi, adicd oricare ar
fia, b,cec V3 avem (@+b)+¢=a+ (b+c). Intr-adevir, daci (4, B) € @,
(B,C) € b, (C,D) € ¢atunci (@a+b)+¢=AC+CD = AD,a+ (b+¢) =
AB+ BD = AD.

b) Adunarea vectorilor liberi este comutativa, adicd oricare ar fi @, beV3
avem @+b = b+a. Intr-adevir, daci (A, B) € @, (B,C) € b, atunci a+b = AC,
iar dacd (B,C) € b, (C,D) € @, atunci b +a = BD. Ramane de aritat ca
AC = BD. Cum (4, B), (C,D) € @ rezulta (A,C) ~ (B, D), adici AC = BD.

¢) Vectorul nul 0 este element neutru pentru adunarea vectorilor liberi,
deoarece oricare ar fia € V?, daci (A, B) € @, (B,B) €0, avem a+0 = AB = a.
Cum adunarea vectorilor liberi este comutativd rezultd cia+0=0-+a =
Va e V3.

d) Pentru orice @ € V3, existd b € V3 astfel incat @ +b = b+a = 0.
Intr-adevir, dacd @ € V® si (4,B) € @ atunci, luand b = BA, rezulti ci
@+b=AB+ BA=AA=0. Vectorul b se va numi opusul lui @ si se va nota
cu —a. Se observi ci dacd @ = AB atunci —a = BA. m

Fie o € R si @ € V3, arbitrar fixati. Definim produsul dintre scalarul « si

Ql

7

vectorul liber @, ca fiind vectorul liber notat prin aa, astfel:

- dacid a=0saua =0, atunci aa =0

sau

- dacd o # 0 si @ # 0, atunci a@ este vectorul de aceeasi directie cu @, cu
sensul lui @, dacd « > 0, sau de sens opus lui @, dacd « < 0 §i ||aal| = |« ||al.
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Aplicatia -5 : R x V3 — V3 definitd prin (o, @) — a@ se numeste inmultirea
vectorilor din V3 cu scalari.

Observatia 5.2.1 Oricare ar fi vectorul nenul @ € V3, vom nota prin vers @
sau @’ vectorul ﬁﬁ. Evident, @° are aceeasi directie si acelasi sens cu @,
iar HEOH = 1. Vectorul @ se numeste versorul vectorului a. Este clar ci
a=|al|a’.

Propozitia 5.2.2 Daca a, b€ V3 sunt coliniari si @ # 0, atunci exista o € R
astfel incdt b = aa.

Demonstratie. Dacd b = 0, atunci este evident c& luand o = 0 avem b = oa.
Dacd b # 0, atunci avem doud situatii:

i) dacd @, b au acelasi sens, %tunci @’ =b siavem b= HEHBO = HEHEO =
HBH ﬁa = aa, daca ludm o = %;
_ -0 - 11 70
ii) daci @, b au sensuri opuse, atunci @° = —b si avem b = Hb”b =

—|[Bl| @ = o@, dack luim o = — 12l
fal

Propozitia 5.2.3 Inmultirea vectorilor liberi cu scalari are urmditoarele pro-
prietati:

i) (o + B)a = aa + (a, oricare ar fia, BER, @€ V3;

i) (@ +b) = aa@ + ab, oricare ar fia € R, @, b € V3;

iii) a(Ba) = (ap)a, oricare ar fia, B € R, @ € V3;

iv) 1a = @, oricare ar fia € V3.

Demonstratie. i) Intrucat pentru a = § = 0 sau @ = 0 sau a+ 3 = 0 egalitatea

(a+ B)a = aa + fa se verificd imediat, putem presupune ci « si 8 sunt nenuli,
a#0sia+ B #0.

- Dacd aff > 0 atunci vectorii (o + 8)a si @ + fa au aceesi directie i
acelagi sens. Mai mult, cum vectorii a@ gi Sa au acelagi sens avem |laa + Sa|| =
o]l + [|8all = |af [al| + (] |[all = (lal + 8D [al | = e+ B[ |[all = |[(e + B)all.
Prin urmare, vectorii (a + )@ si a@ + a sunt egali.

- Daca af < 0 atunci vectorii aa si f@ au sensuri opuse. S& presupunem ca
o] > |8|. Atunci [loa + Bal| = |loall — [|3all = (o] — 18] l[al| = o+ 8| |[all =
||[(a + B)al], adicd vectorii (a4 )@ si a@ + fa au aceeagi marime. Evident c&
el au aceeagi directie. Cum |a| > |f] rezultd cd vectorii (o + B)a §i aa + fa
au acelagi sens cu vectorul aa, adicd (a+ 8)a si aa + Sa au acelasi sens. Prin
urmare ei sunt egali.

ii) Daci a = 0 sau @ = 0 sau b = 0 egalitatea este verificati. Rdmane de
demonstrat egalitatea pentru a # 0 si @, b vectori nenuli. Avem situatiile:

- Dacd @, b sunt coliniari atunci existi A € R astfel ca b = \a@ si atunci
ad+ab = aa+ala = a(l+\)a, iar a(@a+b) = a(@a+\a) = a(1+ \)a. Rezultd
cid (@ +b) = aa + ab.
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- Dacd @, b nu sunt coliniari atunci, considerand a > 0 (cazul a < 0 se
trateazs similar), putem lua AB = @, BC = b si avem a + b = AC. Fie
AB’ = oa. Este clar c¢i B’ se afli pe dreapta AB. Construim prin punctul
B’ o dreaptd paraleld cu dreapta BC. Aceasta va intersecta dreapta AC in
punctul C’. Rezultd cd triunghiurile ABC gi A’B’C’ sunt asemenea gi avem
;(gg{’g)) = 54 = ;gg%;gy). Cum d(A,B') = ad(A, B) rezulti d(A,C") =
ad(A, ), d(B',C") = ad(B,C). Cum AC” = a(a +b), B'C' = ab, AB’ = aa
si AC" = AB’ + B'C’ rezultd a(a + b) = aa + ab.

iii) Dacd o = 0 sau 3 = 0 sau @ = 0 atunci egalitatea este evidentd. Daca
a#0,3+#0sia+#0 atunci Ba are aceeasi directie ca si @ si «(/3a) are aceeasi
ca gi Ba, adicd aceeasi directie ca gi a. Vectorul (af)a are aceeasi directie ca gi
a. Apoi [a(ga)]| = |al|all = |a |8 |[all = ] |[al| = [|(8)all.

De asemenea, vectorii a(f8a) si (af)a au acelasi sens, pentru ca dacd a5 > 0
atunci ambii au acelagi sens ca si @, iar dacd o8 < 0 atunci ambii au sens contrar
lui @. In consecintd a(Ba) = (af)a.

iv) Egalitatea este adeviaratd conform definitiei produsului dintre un scalar
si un vector liber. m

Corolarul 5.2.1 Multimea vectorilor liberi din spatiu, V3, are o structurd de
spatiu vectorial real fata de operatiile de adunare a vectorilor liberi si inmultirea
vectorilor liberi cu scalari reali.

Daca 7 este un plan, in mod cu totul analog, se poate construi spatiul
vectorial real V2 al vectorilor liberi din planul 7.

Propozitia 5.2.4 Doi vectori liberi @, b € V3 sunt coliniari dacd si numai
daca sunt liniar dependenti.

Demonstratie. Fie @, b € V? coliniari. Dacd @ = 0, atunci @, b sunt liniar
dependenti. Dacd @ # 0, atunci existd o € R astfel incat b = aa, adici @, b
sunt liniar dependent;i.

Reciproc, daci @, b sunt liniar dependenti, adicd exist o combinatie liniars
nuld de @, b, in care nu toti sclarii sunt nuli, a@+ b = 0, atunci avem @ = ,gg,
in cazul a # 0, de pilda.

Daci @ = 0 sau b = 0 atunci @, b sunt coliniari. Altfel, daci @, b sunt nenuli
atunci avem ci @ si b au aceeasi directie, adicd sunt coliniari. m

Corolarul 5.2.2 Doi vectori liberi @, b € V2 sunt necoliniari dacé si numai
daca sunt liniar independenti.

Definitia 5.2.1 Spunem ca vectorul liber nenul a este paralel cu planul 7
daca dreptele suport ale segmentelor orientate care il reprezinta pe a sunt paralele
cu .
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Definitia 5.2.2 a) Spunem ca vectorii liberi nenuli @, b, ¢ sunt coplanari daci
existd un plan © cu care ei sa fie paraleli.
b) Vectorul nul O este, prin definitie, coplanar cu orice alti doi vectori liberi.

Propozitia 5.2.5 Vectoriia, b, ¢ € V3 sunt coplanari dacd si numai dacd sunt
liniar dependenti.

Demonstratie. Fie @, b, ¢ coplanari. Sunt posibile doud situatii:

i) b, ¢ sunt liniar dependenti, de unde rezults c& @, b, € sunt liniar dependent;i.

ii) b, ¢ sunt liniar independenti. Fie @ = OA, b = OB, ¢ = OC. Atunci
punctul C' este in planul determinat de punctele O, A, B. Fie M punctul de
intersectie al dreptei duse prin C' la dreapta OB gi N intersectia paralelei duse
prin C la OA. Astfel avem ¢ = OC = OM + MC = OM + ON = aa + b,
deoarece OM , ON sunt coliniari cu OA, respectiv OB. Deci @, b, € sunt liniar
dependenti.

Reciproc, dacd @, b, ¢ sunt liniar dependenti, atunci existd scalarii reali o,
B, v, nu toti nuli, astfel ca a@ + b+ v¢ = 0. Daci admitem, de exemplu, ci

~v # 0, atunci ¢ = pa + vb, unde p = —%, v= —g. Sunt posibile doua cazuri:

_ i) @, b sunt coliniari i atunci vectorul ¢ este coliniar si cu @ si cu b, adici @,
b, ¢ sunt coliniari si astfel sunt si coplanari.
ii) @, b sunt necoliniari gi atunci avem OC = uOA + vOB, unde a = OA,

OB, ¢ = OC. Este clar ca punctul C se afla in planul (OAB) si astfel
A, b= 0B, ¢= OC sunt coplanari. m

Q <

Q

Corolarul 5.2.3 Trei vectori liberi sunt necoplanari dacd §i numai daca sunt
liniar independenti.

Teorema 5.2.1 Oricare trei vectori liberi necoplanari formeazd o bazé a lui V3.
Deci dim V3 = 3.

Demonstratie. Fie @ = OA, b = OB, ¢ = OC trei vectori necoplanari din
V3, adic# liniar independenti. Rdmane de aritat ci {a, b, ¢} este un sistem de
generatori al lui V3.

Fie d € V3, arbitrar. Avem cazurile:

a) Dacid d = 0 sau d este coliniar cu unul dintre vectorii @, b, ¢, atunci rezult
clar ci d se poate scrie ca o combinatie liniard de vectorii @, b, .

b) Daci d este coplanar cu doi dintre vectori @, b, ¢, de exemplu daci
b, d sunt coplanari, atunci deducem ci d este o combinatie liniars de @, b,
d = aa + b+ Oc.

¢) Dacd d = OD nu se afl in nici unul dintre cazurile a), b), atunci consid-
eram punctul M ca intersectia paralelei dusa prin D la dreapta OC cu planul
(OAB). Prin M ducem paralela la dreapta O A si aceasta intersecteazd dreapta
OB in Q. Prin M ducem paralela la dreapta OB si aceasta intersecteaza dreapta
OA in P. Dreptele MD si OC determind un plan (fiind paralele) si paralela

a,
G
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prin D la OM intersecteaza OC' in R, in planul (ODM). Dﬂne@ =MD,
OM =0OP+0Q st OD =0M + MD avem OD = OP 4+ OQ + OR.

Cum vectorii OP, OQ, OR sunt coliniari, respectiv, cu OA, OB, OC rezulta
ci existd a, B, v € R astfel incat OP = aOA = aa, OQ = OB = pBb,
OR = y0OC = ~¢ si astfel avem ci d = OD = aa + b+ 7.

Deci vectorul d se poate scrie ca o combinatie liniard de vectorii @, b, ¢. ®

De asemenea, daci punctele O, A, B € E3 sunt necoliniare, iar @ = OA,
b = OB, atunci multimea V2 = {OC € V?3|C apartine planului (OAB)} coincide
cu multimea vectorilor liberi din planul (OAB). Evident, @, b € V? si cum
sunt necoliniari ei sunt liniar independenti. Un rationament similar celui din
demonstratia de mai sus arat# ci {@, b} este si sistem de generatori pentru V2.
Rezultd ci {a@,b} este o bazd pentru V2.

Deci, orice doi vectori liberi necoliniari din V2 constituie o bazs a Iui V2 si
atunci, dim V2 = 2.

5.3 Produse de vectori in V3

Prin proiectia ortogonala a unui punct A pe o dreapta d intelegem intersectia
dintre d si planul dus prin punctul A perpendicular pe dreapta d.

Definitia 5.3.1 Se numeste proiectie ortogonald a vectoruluia = AB € V3
pe vectorul uw = CD € V3 \ {0}, vectorul A’B’, unde A’, B’ sunt proiectiile
ortogonale ale punctelor A, respectiv B pe dreapta CD. Notam A’'B' = mz(a).

Se poate verifica usor ci definitia nu este ambigua in sensul ci vectorul A’ B’
nu depinde de alegerea segmentelor orientate care reprezinta vectorii liberi @ si
u.

Intrucat vectorul 74(@) este coliniar cu versorul @, rezultd ci existd un
scalar real unic determinat, notat prin prz(@) si numit marimea algebricd a
proiectiei ortogonale 75 (@), asa incat 7y (@) = prg(a)-u’. Avem urmitoarea
propozitie (a cirei demonstratie o l8s8m ca exercitiu):

Propozitia 5.3.1 Oricare ar fiu € V3\ {0} avem
a) mz(@+b) = mz(a) + m=(b),Va, b € V3,
b) mz(a@) = ang(a), Va € R, uw € V3,
adicd aplicatia Tz : V3 — V3 este liniara.

Corolarul 5.3.1 Oricare ar fi u € V3 \ {0}, aplicatia prz : V3 — R are
urmdatoarele proprietati:

a) pr(@ +b) = pry(@) + prz(b), Va, b € V3,

b) praz(aa@) = aprz(a)Va € R, a € V3,

adica prg este o aplicatie liniara.
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Definitia 5.3.2 Prin unghi al vectorilor liberi nenulia = OA, b = OB intelegem

—

unghiul ¢ € [0, 7] format de semidreptele [OA si [OB. Vom nota ¢ = @, b.

Se constatd usor cd dacd w € V?\ {0}, atunci oricare ar fi @ € V? avem
pra(@) = [l - cos(@ 7).

Propozitia 5.3.2 Aplicatia (,) : V3 x V3 — R definita prin

<a,b>—{ [all - |[l] - cos(a.B), daca a@,5€ v\ {0}, (1)

0, daci a@a=0 sau b=0,
este un produs scalar pe V3.

Demonstratie. a) Evident <6, B> = <5, 6>, pentru toti @, b € V3.

b) (a@+ Bb,¢) = ||o@@ + Bb|| - [[¢]| - cos(a@ + Bb,E) = |[e|| - prz(aa + Bb) =

= |lell - (aprza + Bpreb) = allel|prea + Blle||prsb = aflel||[al| cos(e,a) +
B1[el| [1B]| cos(z. b) = ) i

=«a(a,c)+0 <b,6>, pentru orice @, b, € € V3, a, € R pentru care aa+3b #
0sic#0.

Dacé aa + b = 0 sau ¢ = 0, atunci (aa+ b,¢) = 0 = a(a,c) + B(b,¢),
dupa definitie.

¢) Oricare ar fi @ € V3 \ {0} avem (a,a) = |[a||?cos(@,a) = |[a]|> > 0 si
[la]| = 0 dacd si numai dacia=0. m

Asadar, spatiul vectorial V3 este un spatiu vectorial euclidian in raport cu
acest produs scalar si astfel, sunt valabile in V3 toate rezultatele de la capitolul
anterior. Se verificd ugor ci mdarimea unui vector liber @ (ca lungime a seg-
mentelor orientate echipolente intre ele, care il reprezintd) coincide cu norma
vectorului @ (calculatd cu ajutorul normei euclidiene). De asemenea, unghiul a
doi vectori liberi @,b (definit mai sus) coincide cu unghiul vectorilor @,b din
spatiul euclidian V3.

In continuare, putem considera {i,j,k} o bazi ortonormati a spatiului
euclidian V3.

Definitia 5.3.3 Aplicatia x : V3 x V3 — V3 definita prin
@ x b= (a’b® — a®b?)i — (a'b® — a®b")j + (a'b?® — a*b1)E, (2)

pentru orice vectori @ = a'i + a®j + a®k, b = bYi + b?j + b3k, se numeste
produs vectorial in V3, iar vectorul @ x b se numeste produsul vectorial al

vectorilor liberi @, b.
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Din punct de vedere practic este util sd scriem expresia produsului vectorial
al vectorilor @, b sub forma (este o scriere doar formald pentru c4, din punct de
vedere riguros, matematic, nu putem scrie acest determinant)

~ i 7k
axb=|a a* @ |. (2)
btobv? b

Observatia 5.3.1 Fie {f/,j/,?} 0 altd bazi ortonormata in V3, pozitiv ori-
entatd, adica determinantul matricii C = (c}); ;_13 de trecere de la baza

{i,7,k} la baza {7,7,?} sa fie pozitiv (de fapt, det C = 1 pentru ca C este
o matrice ortogonald). Atunci, pentru orice vectori @ = a7 + onE/ + oz3E/,
b= ﬁlfl + ﬁ2j/ + ﬂgﬁl, avem cd (tindnd cont gi de definitia matricii de trecere

de la o0 bazi la alta)
-/ —/ -/ - -

7 J k ) ik T g k
ol a2 o | = det al a2 & |-C| =|at a® |- -detC =
61 ﬁQ ﬁS bl b2 b3 bl b2 b3

i 5k

a' a? d® |, unde @ = a'i + a*j + a®k, b = b'i + b%j + b3k.
bt b2 b3
Prin urmare expresia de calcul a produsului vectorial a doi vectori liberi este
invariantd la o schimbare de baze ortonormate la fel orientate.

Din formula (1) rezultd cu usurinti cii x j =k, j x k=14, k x i =

<

Propozitia 5.3.3 a) Produsul vectorial este o aplicatie biliniard pe V3, adicd
pentru orice @, b, ¢ € V3 si o, B € R avem (a@+ fb) x ¢ = a(@ x ¢) + B(b x ¢)
§i ¢ x (@ + Bb) = ae x @) + B(c x b).

b) Produsul vectorial este antisimetric, adici @ x b= —b x @, oricare ar fi @,
be V3.

c)axb=0 daci si numai dacd vectorii @, b sunt liniar dependenti (adicd
coliniari).

d) Daca baza ortonormatd {f/,jl,?} este negativ orientatd, atunci @ x b=

gl j/ E/
o' o o3|, Va=ali +a%] +o°F, b= 8" + 5% + 5%k .

ptopt g

e) Oricare ar fi @, b € V3, vectorul @ x b este ortogonal atdt pe vectorul @
cdt si pe vectorul b.

f) Marimea produsului vectorial @ x b al vectorilor liberi nmecoliniari a, b
este egald cu aria paralelogramului construit pe doi reprezentanti, cu originea
comund, ai celor doi vectori. Dacd @, b sunt coliniari, atunci ||[a x b|| = 0.

g) Daca @, b € V3 sunt necoliniari, atunci sensul lui @ X b este asa incdt
baza {@,b,a x b} sa aibd aceeasi orientare cu baza {i,j,k}. Practic, sensul lui
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@ x b este dat de requla burghiului drept (sau requla mainii drepte), adicd este
dat de sensul de inaintare al burghiului drept atunci cdnd asezdnd burghiul cu
varful in originea comund a doi reprezentanti ai vectorilor @, b, il rotim de la @
spre b pe drumul cel mai scurt.

Demonstratie. a) Fie @ = a'i +a%j +a®k, b = b'i + 025 + b3k, ¢ = cli +c%j +

B B i j k
Ak e V3, a, B € R. Atunci (aa+pb)xe = | aa' + bt aa® + pb>  aa® + B3
1 2 3
c c c
i j k i j k
aa' aa® aa® |+ | BB BB B3 | =
2 8 o

= a(a x ©) + (b x €). Analog se demonstreaza a doua egalitate.

b) Verificarea este foarte ugor de ficut, tinind cont de proprietatile deter-
minantilor.

¢) Presupunem c& @ x b = 0. Dacd @ = 0 atunci, evident, @, b sunt liniar
dependenti. Daci @ # 0 atunci cel putin o coordonati lui @ este nenuld si fie
aceasta a'. Din @ x b = 0 deducem ci a?b® — a3b?> = 0, a'b® — a®b' = 0 si
a'b? — a®b' = 0. Daci privim aceste trei relatii ca pe un sistem omogen de trei
ecuatii cu trei necunoscute (b, b, b3) si observam c# determinantul matricii
acestui sistem este nul, atunci avem ca acest sistem liniar omogen are si solutii

. 2
nebanale. Alegand pe b' ca necunoscutd secundars obtinem b' = «, b? = o,
3 7 . [ p—
b3 =22 cua € R. Dacd luim o = Aa', A € R, avem b = \a@, ) € R, adici g,

al
b sunt liniar dependent;i.
Reciproc, dac avem ci @, b sunt liniar dependenti, adici existd A € R astfel
incat b = A\@, atunci @ x b = 0, in conformitate cu relatia (2’) si proprietitile
determinantilor.

d) A se vedea observatia de mai sus in care det C' = —1.
at a® a®
e) (@ x b,a) = (a®*b®—a®b?)a —(a*b*—a®b!)a®+(a'b*—a?b)a® = | o' a® P
btobr B3

=0 inseamni @ x b L @.Analog <6 x b, 5> =0.
f) Se cunoaste ci oricare ar fi o, B € R, i = 1,n, are loc identitatea lui
Lagrange

(o) (S509) - 5 oty (S

i=1 i=1 1<i<j<n

Dacid @ = a'i + a’j + a®k, b = bY + b%*j + b3k atunci, tinand seama de
identitatea lui Lagrange pentru n = 3 si de expresia analiticd a produsului
vectorial, avem |[@xB[2 = [[al - |[5][2~ ((@,5))* = [[al[>-|[B|I*- (1 — cos(a, b)) =

[[al[? - [[b]|? - sin* (@ b).
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Rezults ||@ x b|| = ||@|| - ||b]| - sin(@, b) care este chiar aria paralelogramului
construit pe doi reprezentanti ai lui @, b, cu originea comund. Evident, daca a,
b sunt coliniari atunci ||@ x b|| = 0.

-~

g) Alegem baza ortonormat {{I,E/,El} astfel: i are directia si sensul lui @,
3/ il lusim in planul determinat de vectorii @, b astfel incat prj/g > 0, iar ¥ este
perpendicular pe planul determinat de vectorii @, b, astfel incat baza {%7,?}
si aibd aceeasi orientare cu baza {i,7,k}. Astfel, @ = ai, b= Bi +j, cu
B €R, a,v>0. Rezultd

~

BNl

= a’y%l

Q|

X

<

Il
= Qo =4
2 o =
o o

si atunci @ X b si El au acelasi sens. Mai mult, matricea de trecere de la baza
{{/,jl,y} la baza {@,b,a x b} este

0
C= 0

o ™R
o o

ay

si atunci avem det C = a?y? > 0. Prin urmare bazele {7, j/,El} si {a@,b,axb}
sunt la fel orientate. Cum {i,7,k} si {7,3’,?} sunt la fel orientate rezults ca
bazele {@,b,a x b} si {i,7,k} au aceeasi orientare. m

Observatia 5.3.2 Daca A, B, C sunt trei puncte necoliniare, atunci aria tri-
unghiului ABC' este Apapc = % HAB X AC’|| , deoarece este jumatate din aria
paralelogramului determinat de vectorii AB si AC.

Exemplul 5.3.1 In V? se di baza ortonormata {i,j,k} si A, B, C € F3 asa
incat AB = 2i +3j —k, AC =i —j+ k. Se cere lungimea inaltimii din C a
triunghiului ABC.

Rezolvare:

Daca notim cu he lungimea indltimii din C o triunghiului ABC atunci

= 24aasc Doy Apape = % HEXTCH = %\/@, deoarece AB x AC =

h

¢~ _[fas]]
i g k 7 L
2 3 —1|=2i—3j—5k Cum ||AB|| = V14, rezulti hg = /2.
1 -1 1
Definitia 5.3.4 Aplicatia [, , |: V3 x V3 x V3 — R, definitd prin

[@,b,¢] = <E,B X E>, oricare ar fi @,b,¢ € V3, se numeste produs mizt in
V3, dar scalarul [@,b,¢] se numeste produsul mizt al vectorilor liberi @, b, €.
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_ Daci {i,j,k} este o bazd ortonormatd a lui V3, iar a = a'i + a?j + o’k
b =b'i 4+ b%j + bk, ¢ = c'i + %] + 3k, obtinem usor ci

_ al a2 a3
[@b,e)=| bt b b (3)
C1 C2 03

Propozitia 5.3.4 a) Produsul mizt este o aplicatie liniard tn fiecare argument.

b) Oricare ar fia,b,¢ € V3, avem [a,b,¢] = [b,¢,a] = [¢,a, b].
c) Ya,b,ec € V3, avem [a,b,¢] = —[b,a,¢|, [a,b,¢] = —[a,c,b], [a,b,c| =
—[e,b,al.

d) Produsul mizt al vectorilor necoplanari a,b,¢ € V3 este egal, in valoare
absoluta, cu volumul paralelipipedului construit pe reprezentatii, cu originea co-
mund, ai celor trei vectori liberi @, b, €.

e) [a,b,¢] = 0 dacd si numai dacé vectorii liberi @, b, ¢ sunt liniar dependenti
(adica coplanari).

Demonstratie. a) , b), ¢) rezultd imediat din formula (3) si proprietitile

determinantilor.
d) Fiea = OA, b = OB, ¢ = OC. Atundi |[a,b,q]| = |(a,bxe)| =
|[@l|-][b x €| | -cos(@,b x €) = ||b x €|| - |prs,.a| care este chiar volumul paralelip-

ipedului construit pe OA, OB, OC.
e) [a, b,¢] = 0 <=volumul paralelipipedului construit pe @ = OA, b= OB,

¢ = OC este nul, adica vectorii @, b, ¢ sunt coplanari. m

Observatia 5.3.3 Oricare ar fi punctele A, B, C, D, necoplanare, volumul
tetraedrului ABCD este dat de egalitatea

Vapep = =|[AB, AC, AD]|.

| =

Exercitiul 5.3.1 Dacd @,b,c € V> sunt arbirar fizati, atunci aratati cé
ax (bx¢)=(ac)b—(ab)ec
Vectorul @ x (bx €) se numeste dublul produs vectorial al vectorilor @, b, ¢.

Exercitiul 5.3.2 Aratati ci pentru orice a,b,¢,d € V3 are loc identitatea

<E X b, € x E> = ‘ @’ ? 22’35 ‘ (identitatea lui Lagrange).
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5.4 Repere carteziene ortonormate in Fj

Fie O un punct fixat in E3. Aplicatia h : B35 — V3 definitd prin h(M) = 7, unde
7 = OM, pentru orice punct M € E3, este bijectivi (a se vedea c& pentru orice
punct O si orice vector liber 7, existd un singur punct M astfel ca 7 = OM).
Astfel, putem da definitia:

Definitia 5.4.1 Vectorul T = OM se numeste vectorul de pozitie al punctu-
lui M fatd de punctul O (sau raza vectoare a lui M fata de O).

Definitia 5.4.2 Se numeste reper cartezian ortonormat in E3 perechea
R = {0;i,7,k}, in care {i,j,k} este o bazd ortonormata in V3, numita baza
reperului, iar O este un punct fixat in spatiul Fs, numit originea reperului.

Pentru orice punct M € FEj3 exista scalarii reali x, y, z, unici, astfel incat
OM = zi+yj+zk. Mai mult, avand in vedere cele de mai sus avem c# aplicatia
g : E3 — R?, definita prin g(M) = (x,v, 2), oricare ar fi M € E3 (unde z, y, z
sunt coordonatele vectorului de pozitie OM al lui M in raport cu baza {7,7,k})
este bijectivd. Astfel, are sens definitia:

Definitia 5.4.3 Coordonatele x, y, z ale vectorului 7 = OM in raport cu baza
{i,J,k} se numesc coordonatele carteziene euclidiene ale punctului M €
Es5 in raport cu reperul cartezian ortonormat R = {0;1i,7,k}.

Vom scrie M (z,y, z) sau M (T) sau Mg (z,y, z), Mz (7). Matriceal, vom scrie
N x
Mr=1|vy
z

Fie d o dreaptd in F3 si O, A € d doud puncte fixate. Dacs notim @ = OA,

atunci vom spune ci perechea (d, @) este o dreaptd orientatd. Sensul de deplasare
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pe dreapta dat de sensul lui @ se numeste sens pozitiv, iar sensul de deplasare
pe d dat de sensul lui —a se numeste sens negativ.

Reperului cartezian ortonormat R = {0;i,7,k} ii atasim axele de co-
ordonate Oz, Oy, Oz (originea fiecireia fiind punctul O, sensul pozitiv al
lor fiind acelasi cu al versorilor 7, j, k). Cele trei axe se numesc, respectiv,
axa absciselor, axa ordonatelor, axa cotelor. Planele z0y = (Oz, Oy),
yOz = (Oy, 0z), 20z = (Oz,0x) se numesc planele de coordonate.

Se obisnuieste ca reperul cartezian ortonormat R = {O;1, j, E} sa fie precizat
si prin notatia Oxyz, adicd s-a dat o terna ordonata de axe ortogonale doua cate
dous, care trec prin acelasi punct O, versorii 7, j, k subintelegandu-se.

Coordonatele carteziene euclidiene (pe scurt, coordonatele) x, y, z ale punc-
tului M fatd de reperul R = {0;1,7,k} se numesc, respectiv, abscisa, ordo-
nata si cota punctului M.

Propozitia 5.4.1 Oricare ar fi punctele A(z1,y1,21), B(22,y2,22) € E3 au loc
urmdatoarele egalitati:

a) AB = (z2 — z1)i + (Y2 — y1)J + (22 — 21)K;

b) d(A,B) = ||AB|| = V/(z2 — 21)% + (y2 — y1)* + (22 — 21)%

¢) Daci M este mijlocul segmentului [AB], atunci M (Ziktz yidue zidz)

Demonstratie. a) AB = AO + OB = OB — OA = x3i + y2j + 22k—

—(z1i+y1J + 21k) = (22 —x1)i + (Y2 — y1)] + (22 — 21)k-
b) Se tine seama de a) si de faptul ca baza {4, j, k} este ortonormata.
c) Dacd M este mijlocul segmentului [AB], atunci AM = MB si astfel,

conform a), avem (xar — 21)i + (yar — y1)7 + (z2ar — 21)k = (22 — 2a7)i + (y2 —

ym)j + (22 — 2k, adicd zpy = D22 gy = BH02 oy = 2tz g

Exemplul 5.4.1 Daca A(1,-1,3) si B(0,1,5), atunci AB = —i + 2j + 2k,
d(A,B) = 1+ 4+ 4 =3, iar mijlocul lui [AB] este M(3,0,4).

Definitia 5.4.4 Numim reper cartezian ortonormat in planul Fo perechea
R = {0;i,j}, formata din O € Fa, un punct fizat i o bazi ortonormata {3, 7}
a lui V2.

Restul notiunilor se introduc intr-un mod similar gi chiar mai simplu decéat
in cazul Ej3.

In continuare, fie R = {0514, 7, E} un reper cartezian ortonormat in spatiul
F5. De multe ori este necesara inlocuirea reperului R cu un altul, tot cartezian
ortonormat. Ne propunem si stabilim legdtura dintre coordonatele unui punct
raportat la reperul dat si coordonatele aceluiasi punct raportat la un alt reper,
cunoscand pozitia noului reper fata de reperul R. Precizam cd toate rezultatele
obtinute se transcriu intr-un mod similar, mai simplu, pentru cazul planului F5.

Fie R = {O’ ;7,7,?} un alt reper cartezian ortonormat in E3 astfel incat
a =00 =d4i + (123 + a3E, gl = 04115 + 06215 + OZ31E, jl = 0512E + 0(223 + OégQE,
E = o138 + a3 + assk.
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Matricea C' = (aj), ;_13 de trecere de la baza ortonormata B = {i,7,k} la

baza ortonormati B’ = {7,7,?} este ortogonali si deci C~! = C*.

Oricare ar fi punctul M care in raport cu reperul R are coordonatele z, y, z,
iar in raport cu reperul R’ are coordonatele z’, v/, 2/, avem OM = xi+yj+zk si
O'M = 2'i +y'] +2'F . Intrucat OM = OO’ +O'M, adici zi+yj + 2k = a'i+
a?j+adk+a' (arri+agj+asik)+y (0120t aoa] +asak) + 2/ (usi+aosj+assk).

“a

z'

»
\ L}
% Y

h" 0’ J [

Din unicitatea scrierii unui vector in raport cu o bazd obtinem

r = a'+and +apy + a3
y = a’+ana +any +ag
z = a®+agia’ + asy + ass?

egalitati care se pot scrie, echivalent, sub forma matriceald

i =ap + Cip,

unde %B = (xayaz)t7 aB = (a17a27a3)ta '%'B’ = (x/ay/az/)t'

Egalitatea (4’) se poate scrie
Tp = —Ctag + thg.

Avem urmaétoarele cazuri particulare:

(47)

1) Daci i =1, ] =], & =&, atunci spunem ci reperul R’ se obtine din

reperul R printr-o translatie. Tinand seama ci C' = I3 relatiile (4) devin

r = al+a
y = a+y
z = a*+72

2) Dacid O' = O, adicd @ = 0, atunci relatiile (4) devin

r = ana’ 4+ oy + oz

! ! !
Yy = al + ay + a3z
z = 043125/ + Oéggy, + 04332:/
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Daci baza {5/,3/, E/} este pozitiv orientatd (adicd det C' = 1), atunci spunem
cé reperul R’ se obtine din reperul R printr-o rotatie. Dacd baza {EI, 7, El} este
negativ orientatd (adicd det C' = —1), atunci spunem ci reperul R’ se obtine
din reperul R printr-o rotatie urmata de o simetrie fata de un plan.

3)DaciO =0, k= % gidet C =1 (adicd, daci az; = aga = ayz = aeg = 0,
agz = 1 si det C' = 1), atunci relatiile (4) devin

r = oanz’ +any

— / /
Yy = 1T + o3y
z = 2

Spunem ci reperul R’ se obtine din reperul R printr-o rotatie in jurul
axei Oz.

Fie 6 unghiul dintre axele Oz si Oz’ (adici unghiul versorilor i gi 7 ). Atunci,
din i = a117 + a21j (inmultind scalar, succesiv, cu i si j) obtinem a1; = cos#,
a1 = sinf, iar din 3/ = a2% + @927, obtinem a9 = —sin 6, any = cosf. Astfel,
relatiile (4) se scriu

z = x'cosf —y sinf
y = x'sinf+ 1 cosb
z = 2!

Exemplul 5.4.2 5a se scrie formulele de schimbare de coordonate cand se trece
de la reperul cartezzan ortonormat R = {O i,7,k} la reperul cartezian ortonor-
mat R' = {0; i ,j % }, unde i= fz—i— fj + fk j este un versor in planul
xQy, ortogonal pe i , ar % este ales astfel incdt baza {z 7 ,k } sa fie ortonor-
matd avand aceeagi orientare cu baza {i,7,k} .
Rezolvare:
Versorul § fiind in planul 2Oy se scrie j = ai+ 7, unde scalarii reali o, 3
.o . 2 2 .*./7./_ “T/—LT_LT
se determind din conditiile o 4+ 3° =1 gi <z )] > =0. Rezulta j = 73t 5d
—/ - -
sau ) = f%er %j.
Cazul I) Dacd ludm j = %i - %3 si alegem k& =i x j, atunci k =
- — —_ = = =/
%H—%j— %k gi baza ortonormati {i ,j ,k } este pozitiv orientatd. Formulele

de schimbare a coordonatelor (4) se scriu

1 .. 1.7 1
=T + Y + =z
_ fm/ _ f 4+ ﬁzl
IRV L
z %x' e
3 6
Cazul 1I) Dacd luim j = —%f + %5 si alegem k& = 7 x j, atunci

= —%f - %3 + %E si baza ortonormatd {7,7,?} este pozitiv orientata.
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Formulele de schimbare a coordonatelor (4) se scriu

/ !/

1 1,7 1
= L Ty
T
z = 7 Jr%z

In ambele cazuri reperul R’ se obtine din reperul R printr-o rotatie (O'=0
sidetC=1).

5.5 Probleme propuse spre rezolvare

1. In spatiul punctu;{l Erijiimensional FE3, in raport cu reperul cartezian orto-
normat R = {O;1,j,k}, se dau punctele A(1,1,0), B(0,1,1), C(1,0,1),
D(1,1,1).

a) Aritati cd R’ = {A4; AB, AC, AD} este un reper cartezian in E3. Este
R’ reper ortonormat?
b) S& se determine coordonatele punctului M (1,2,3) in raport cu noul

reper R'.

2. In spatiul punctual tridimensional E3, in raport cu reperul cartezian orto-
normat R = {0;1, j, k}, se dau punctele A(1,—1,1), B(1,0,1), C(-1,2,1),
D(0,1,2).

a) Ardtati cd A, B, C, D sunt necoplanare;
b) Calculati volumul tetraedrului ABCD;
¢) Calculati distanta de la punctul A la planul determinat de punctele B,
C, D.

3. Se dau vectoriia=17—aj +3k,b=ai—j+k,c=3i+j—k,acR.
a) S se giseascd valoarea lui « astfel incat vectorii a, b, ¢ si fie coplanari;
b) Pentrua = 2, sé se afle inéltimea paralelipipedului construit pe reprezen-

tantii vectorilor a, b, ¢, inaltime corespunzatoare bazei formate de reprezen-
tatii vectorilor a,b.

4. In spatiul vectorilor liberi V3 se considerd baza ortonormati B = {i, 7, k}
si vectorul @ = i + j + k. Fie f : V3 — V3 definitd prin f(Z) = a x T,
vz € V3. Se cere:

a) Arditati i f este o aplicatie liniard;

b) Scrieti matricea lui f relativ la baza B;

¢) Gésiti cate o bazd gi dimensiunea pentru Ker f si Im f;
d) Este adevirat ca Ker f @ Im f = V3? Justificare;

e) Este f un endomorfism diagonalizabil? Justificare.
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In spatiul vectorilor liberi Y?’ se considera baza ortonormata B = {i,7,k}

si vectoriia =i+ j+k, b=1—j—k. Fie f: V3 — V3 definitd prin

f(@) = (@x7T) x b, VT € V3. Se cere:

a) Ardtati cd f este o aplicatie liniari;

b) Gasiti cate o bazid gi dimensiunea pentru Ker f si Im f;

c¢) Este f un endomorfism diagonalizabil? Justificare.

In spatiul vectorilor liberi V* se considerd baza ortonormatd B = {i,j, k}

sivectoriia=1i+j+k, b=1i—j—k. Fie f: V3 — V3 definita prin
f(@) =<a,z>b+ <b,T>a,VEc V>

Se cere:

a) Ardtati cd f este o aplicatie liniard;

b) Gasiti cate o bazd si dimensiunea pentru Ker f si Im f;

c¢) Este f un endomorfism diagonalizabil? Justificare.

In spatiul vectorilor liberi V3 se considera baza ortonormata B = {i,7,k}

sivectoriia=4i+7j+k, b=i—j—k. Fie f: V3 — V3 definitd prin
f@)=axz+7xbVz e V3.

Se cere:
a) Ardtati cd f este o aplicatie liniari;
b) Gasiti cate o bazid gi dimensiunea pentru Ker f si Im f;

c¢) Este f un endomorfism diagonalizabil? Justificare.

Fie punctul M (1,4,5) dat relativ la reperul cartezian ortonormat Ozyz.

a) S se afle coordonatele lui M relativ la reperul cartezian ortonormat
O'z"y'z" obtinut din reperul Oxyz printr-o translagie de vector OO’ =
3i—7+k;

b) S& se afle coordonatele lui M relativ la reperul cartezian ortonormat
Oz'y'2" obtinut din reperul Ozyz printr-o rotatie de unghi 7 in jurul axei

Oz.

In planul E, se d& punctul A(—+/3,1), relativ la reperul cartezian orto-
normat Oxy. S& se scrie formulele de schimbare a coordonatelor cand se
trece de la reperul cartezian ortonormat Oxy la reperul cartezian orto-
normat Oz'y’ aga incat punctul A si se afle pe axa Ox’. Determinati si
coordonatele lui A fatd de noul reper.

Fie @, b, € trei vectori liberi din spatiu. Numarul real
<a@,a> <ab> <ac>
G(@,b,¢)=| <ba> <bb> <bc>
<c¢a> <c¢b> <gce>
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se numeste determinantul Gram al vectorilor @, b, €.
a) Ardtati ca [a,b,¢)? = G(a,b,¢), pentru orice @,b,¢ € V?;

b) Aritati cd @, b, ¢ sunt coplanari daca si numai daci G(a@,b,¢) = 0.
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Capitolul 6

Dreapta si planul in spatiu

Pe parcursul intregului capitol presupunem fixat, arbitrar, un reper cartezian
ortonormat R = {O;1, 7, k} in E3, in raport cu care vor fi date punctele, dreptele
si planele din spatiul Fs.

6.1 Dreapta in spatiu

6.1.1 Reprezentari analitice ale dreptei

In spatiu, tinand cont de axiomele geometriei, o dreaptd este unic determinats
in trei moduri: printr-un punct si o dreaptd, prin doua puncte distincte si ca
intersectie a doua plane. Din motive evidente, vom prezenta acum doar primele
douad modalidti, urméand ca in sectiunea urmatoare sa o prezentam gi pe a treia.

Fiea € V3\ {0} si My € FE3. Atunci, existi o singurd dreapta d care contine
punctul My si are directia vectorului a. Evident, un punct M € Es apartine
dreptei d daca si numai daca vectorii MyM si @ sunt coliniari. Cu alte cuvinte,
M € d daca si numai daca exista ¢ € R astfel incat MyM = ta. Daca vectorul
de pozitie al punctului My este 7o, atunci punctul M (7) € d dacd si numai dacd
exista t € R astfel incat 7 — 7y = ta. Astfel, cand ¢ parcurge R, punctul M, de
razd vectoare T = T + ta, descrie dreapta d. De aceea, ecuatia

T=To+ta, teR (1)

se numeste ecuatia vectoriala parametrica a dreptei care trece prin punc-
tul My(7o) si are directia vectorului @.

Vectorul @ se numegte vector director al dreptei d. Dacid My(zo, Yo, 20),
adicd 7o = zoi + yoj + 20k, iar @ = a'i + a®j + ak, atunci ecuatia (1) este
echivalenta cu ecuatiile

x:aco—l—tal

y=yo+ta® , teR, (2)
2z = 29 + ta®

107
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numite ecuatiile scalare parametrice ale dreptei d.

Coordonatele a', a2, a® ale vectorului director @ se numesc parametrii
directori ai dreptei d.

Ecuatiile (2) se pot scrie sub forma

T—%o _Y—Y _ 22— %0
al a? a3 (3)

si aceste ecuatii se numesc ecuatiile canonice carteziene ale dreptei d care
trece prin punctul M(xo,yo, 20) si are vectorul director @ = a'i+ a?j +a®k (cel
putin una dintre coordonatele a', a?, a® este nenuli).

Observatia 6.1.1 Dacd in ecuatiile (3) un numitor este nul, atunci i numara-
torul se va egala cu zero. De exemplu, dacd a® = 0 atunci ecuatiile(3) devin

50*11’0 — Z*;o
a a )
{ Y=y =0~ ®)

Exemplul 6.1.1 Sa se scrie ecuatia vectoriald parametricd, ecuatiile scalare
parametrice gi ecuatiile canonice carteziene ale dreptei d care trece prin punctul
Mo(1,—1,4) gi are vectorul director @ = 3i —2j + k.

Rezolvare:
Ecuatia vectoriald parametrica a dreptei d este ¥ = 1—j +4k+1(3i — 27+ k),
r=1+3t
t € R, ecuatiile scalare parametrice sunt < y=—1—2t ,t € R, iar ecuatiile
z=4+t
canonice carteziene sunt %‘1 = y_—+21 = %4.

Acum, dacd avem doud puncte distincte A(z1,y1,21), B(22,y2,22) atunci
existd o singurd dreaptd care trece prin cele doud puncte. Ca vector director al
dreptei AB putem lua vectorul AB = (zo — x1)i + (y2 — y1)j + (22 — 21)k si
atunci putem scrie ecuatiile dreptei AB ca fiind ecuatiile dreptei care trece prin
punctul A si are vectorul director AB, adici

r—T1 _ Yy—-4%h _ 22— (4)

T2 — 1 Y2 — U1 Z2 — 21

sau, sub form# vectoriald, 7 = 71 +t(Fo—71), t € R, unde 7, = OA, 75 = OB.

Exemplul 6.1.2 FEcuatiile canonice carteziene ale dreptei ce trece prin punctele

_ 2 _ s o op— 2 _
A(1,-2,3), B(3,—1,5) sunt % = 7y1++2 = ;,g, adica ITl = % = Z23.

Fie @’ = ﬁﬁ versorul asociat vectorului director @ al dreptei d. Daci «, 3,

~ sunt unghiurile versorului @ cu versorii 7, j, k, atunci @’ = cos ai + cos 37 +

cosvk. Cum HEOH =1 atunci cos? a + cos? 3 + cos? v = 1. Scalarii cos ¢, cos 3,
cosy se numesc cosinusurile directoare ale dreptei d.
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6.1.2 Distanta de la un punct la o dreapta. Unghiul a
doua drepte

Fie d dreapta de ecuatie vectoriala 7 = 7o +ta, t € R ¢i M € FE3 un punct
arbitrar fixat. Dacd notam cu My punctul de pe dreapta d care are vectorul de
pozitie Ty, atunci distanta de la M la dreapta d (notatd prin d(M, d)) este egald
cu inaltimea paralelogramului format de vectorii MgA si MyM, unde A € d
astfel ca MyA = a. Cum aria acestui paralelogram este egalid cu HE X MOMH
sau cu ||al| - d(M, d), rezultd ci

d(M,d) = ()

Exemplul 6.1.3 Sa se calculeze distanta de la punctul M(1,2,—1) la dreapta
d:t=l -y — 243

7 T 1= -1
Rezolvare: B
Fie My(1,0,—3) un punct al dreptei d. Atunci MoM i23—|— 2k. Tindnd
seama ci @ = 2i + j — k obtinem @ x MoM = 4i — 4j + 4k. Deci d(M,d) =
|[axMoM|| _ 316 _
= Y28 = 2v/2.

[all

Definitia 6.1.1 Se numeste unghi al dreptelor orientate dy, dy de vectori di-
rectori @y, ap € V3 \ {0}, unghiul vectorilor directori @y, Gs.

Fie 6 € [0, 7] unghiul format de vectorii @;, a. Atunci, unghiul dreptelor
dy, do este dat de formula

a1,a
cosf = % (6)
l[@ ]l - @]

Exemplul 6.1.4 Sa se calculeze unghiul dreptelor dy : “"7*1 = y_—? =% i

d-ztl — ¥y — 2=2

ST T 27T T

Rezolvare:

Vectorii directori ai celor doud drepte fiind, respectiv, @y = 2i — j + 3k,

Gy = —i+2j+k, avem ci cosf) = 7&_2\'/"5 = —2\}5, adicad 8 = m — arccos 2—\}5

6.1.3 Pozitia relativa a doua drepte

Doud drepte di, do in spatiu pot fi coplanare (adici existd un plan care le
contine) sau necoplanare (nu sunt continute intr-un plan). Dacd dreptele dy,
ds sunt coplanare, atunci ele pot fi paralele (d;||d2) sau confundate (d; = ds),
ceea ce inseamnd céd vectorii lor directori sunt coliniari, sau pot fi concurente
(di Ndy = {Mp}), ceea ce inseamni cé vectorii lor directori nu sunt coliniari.
Un criteriu necesar gi suficient ca doud drepte si fie coplanare este urmatorul:
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Propozitia 6.1.1 Drepteled; : 7 =71 +tay, t € R, do : T =7y +tag, t € R
sunt coplanare dacd i numai dacd [ay,as,T2 —T1] = 0.

Demonstratie. Dacé dreptele d;, d2 sunt coplanare, atunci avem doud situatii:

1) Dacé d;, do sunt paralele (sau confundate), atunci vectorii directori @y,
@» sunt coliniari gi deci [ay,ds,72 — 1] = 0.

2) Daci d;, dy sunt concurente, atunci fie My € dy si Ma € do puncte ai
caror vectori de pozitie sunt 71, respectiv 7o. Dreptele fiind concurente, vectorii
@y, G2, To — 71 = M1 M> sunt coplanari (fiind in planul determinat de dreptele
dy, ds) si deci, din nou avem [ay,ds,72 — 71] = 0.

Reciproc, presupunem ci [ay, @z, 72 — 71] = 0, adicd vectorii @, @z, T2 — 71
sunt coplanari. Sunt posibile doua situatii:

1) Dac& @, a sunt coliniari, atunci rezultd cd dreptele sunt paralele sau
confundate, adicd coplanare.

2) Dac# @1, @2 sunt necoliniari, atunci existd scalarii reali «, 3, v, nu toti nuli,
astfel incat aay + Sas + (T2 —71) = 0, pentru ci @y, @z, T2 — 71 sunt coplanari.
Este clar c& v # 0 (altfel @y, @5 ar fi coliniari) si atunci avem t1a1+71 = toda+7a,
unde t1 = —<, ty = 8. Prin urmare, exista un punct My de vector de pozitie
To = t1a1 +7T1 = teto + T2 care este situat atat pe d; cat gi pe ds, adica dreptele
dy, do sunt concurente si, deci, coplanare. m

Exemplul 6.1.5 Sd se studieze pozitia relativa a dreptelor dy : “52 = y__ll =z
=2t
gide:¢ y=—-14+3t ,teR.
z=1-1
Rezolvare:

Vectorii directori ai celor doua drepte sunt @y = 3i—j+2k giay = 2i+3j—k,
ar M1(2, 1,0) € dy §t MQ(O, -1, ].) € do. AtunciTo—T1 = MMy = —22—23-’-]6

3 -1 2
gi astfel [a1,a2,72 — 1] =] 2 3 —1|=—=7%#0. Prin urmare, dreptele
-2 -2 1

dy, do sunt necoplanare.

6.2 Planul in spatiu

6.2.1 Reprezentari analitice ale planului

O dreapta d perpendiculard pe un plan 7 se numeste normald la planul 7, iar
vectorul sdu director 7 se numeste vector normal al planului 7.

Tinand cont i de axiomele geometriei in spatiu, un plan este unic determinat
in trei moduri: printr-un punct si un vector normal, printr-un punct si doi
vectori necoliniari gi prin trei puncte necoliniare.

Fie punctul My(7y), unde 7o = zoi + yoj + 2ok si vectorul nenul 7 = A7 +
Bj+ Ck. Este clar ci existd un singur plan 7 care trece prin My si are vectorul
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normal 7. Atunci un punct oarecare M (7), unde 7 = zi + yj + zk, apartine
planului 7 daca gi numai daca vectorii MoM =7 —7q si n sunt ortogonali, adica

(T —To,m) = 0. (1)
Se spune c& (1) este ecuatia vectoriald a planului care trece prin punctul

My(7p) si are vectorul normal 7.
Daci utilizdm coordonatele carteziene, ecuatia (1) este echivalentd cu

A(z —20) + B(y — yo) + C(z — 20) = 0, (2)
adica ecuatia planului 7 este o ecuatie de gradul intai in z, y, z.
Are loc si afirmatia reciproca:

Propozitia 6.2.1 Orice ecuatie de grad intdi in x, y, z, Avr+By+Cz+D =0,
cu A, B,C, DeR, A2 + B? + C? # 0, reprezintd un plan.

Demonstratie. Fie (z9,%0,20) € R? o solutie a ecuatiei Az+ By+Cz+D =0,

adicd Axg + Byg + Czg + D = 0. Scézand Azg + Byo + Cz + D = 0 din
Az + By + Cz+ D = 0 obtinem A(xz — z) + B(y — yo) + C(z — 2zp) = 0, adicd
ecuatia (2). m

Corolarul 6.2.1 Un plan este caracterizat analitic printr-o ecuatie de forma
Az +By+Cz+D =0, (3)

cu A, B,C, D e R, A*+B*+C? #0, ecuatie numiti ecuatia carteziand
generala a planului de vector normal m = Ai + Bj + Ck.

Observatia 6.2.1 Fcuatia unui plan paralel cu planul m : Ax+By+Cz+D =0
este Ar+ By+Cz+A=0, A € R.

Exemplul 6.2.1 Fcuatia planului care trece prin punctul Mo(—1,3,5) gi de

vector normal m = 3i + j — 2k este 3(x + 1) + (y — 3) — 2(z — 5) = 0, adicd
3r+y—224+10=0.

Fie punctul My(zo,y0,20) si vectorii necoliniari @, b. Fie A, B € F3 asa
incat @ = MyA, b = MyB. Intrucat, vectorii @, b sunt necoliniari rezulti
c& dreptele concurente MyA si MyB determind un plan unic 7. Evident, un
punct M apartine planului 7 dacd si numai daca vectorii M My, MyA, MyB
sunt coplanari, adici [MoM,a,b] = 0. Daci 7 = mgi + yoj + 20k este vectorul
de pozitie al punctului My, atunci punctul M(7), ¥ = i + yj + zk, apartine
planului 7 dac# si numai dac# [F — 7, @, b] = 0, adici

T—=To Y—Yo 22— %20
atl a® a? =0, (4)
bt b2 b3
unde @ = a'i + a%j + a®k, b = b'i 4+ b*j + b3k. Vectorii necoliniari @, b se
numesc vectori directori ai planului 7.
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Exemplul 6.2.2 Ecuatia planului care trece prin punctul M(2,1,4) si are vec-
z—2 y—1 z—-4
torii directoria =1i—j +k, b= 2i 4+ j — 4k este 1 -1 1 =0,
2 1 —4
adica x +2y+ 2z —8=0.

Observatia 6.2.2 Remarcind ci @ x b este un vector normal la planul w care

trece prin My si are vectorii directori @, b, ecuatia (1) se poate scrie sub forma

[F —70,@,b] = 0, adici vectorii T — T, @, b sunt coplanari. Prin urmare (4) este
echivalenta cu

F=7o+ta+sb, s,teR (5)

numitd ecuatia vectoriala parametrica a planului © care trece prin punc-

tul Mo(To) §i are vectorii directori a, b. Ecuatia (5) este echivalentd cu

z = g + ta® + sbt
y=1yo+ta®+sb*> , t,scR (5")
z = 29 + ta® + sb®

$i acestea se numesc ecuatiile scalare parametrice ale planului 7.
Fie Mi(x1,y1,21), Ma(22,y2, 22), Ms(x3,ys, 23) trei puncte necoliniare. Se

gtie cd ele determind un plan unic 7. Punctul M(z,y, z) apartine planului 7
dacd si numai daca vectorii MM, M Mo, M M3 sunt coplanari, adica

xr — X Yy—y zZ— z1
To—T1 Yo2—Yy1 22—21 | =0, (6)
I3 —T1 Ys— Y1 23— 21

Ecuatia planului care trece prin punctele A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c), a,
b, c € R, este

T—a y =z
—a b 0]|=0,
—a 0 ¢

adica
Ty oz
—+ >4+ -=-1=0. 7
a+b+c (7)

In acest caz, se spune ca planul este dat prin "tdieturile" sale pe axele
reperului.

6.2.2 Distanta de la un punct la un plan. Unghiul a doua
plane

Fie planul 7 de ecuatie carteziana generala Az + By + Cz + D = 0 si punctul
M (z0,yo, 20). Distanta de la punctul M la planul 7, notatd d(M, ), este egald
cuHMM’ ,unde M'(x',y’, 2’) este proiectia ortogonald a punctului M pe planul
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7. Fienm = Ai+ Bj + Ck un vector normal al planului 7. Cum vectorii 7, M M’
sunt coliniari, rezultd ci (MM, m)| = ||MM'| - |n| |cos | = |[MM'|| - ||7]|,
deoarece masura unghiului ¢ dintre MM’ si 7@ este 0° sau 180°. Atunci, tinand
cont cd MM’ = (z' — 20)i + (v — y0)j + (2 — 20)k, rezultd ci d(M,7) =

Az —z0)+B(y —yo)+C (2" — ; ] 5
| Az TO)\/A;-quZyi)CZ’ (#'—20)| _ |A£3/—Z§i[33ti.2:-D|’ pentru c& Az’ + By + C2' +
D=0 (M emn).

Prin urmare, distanta de la punctul M (xq, Yo, 20) la planul 7 : Az + By +
Cz+ D =0 este

_ |A$0 + Byg + Czy + D|
VAT+ B2+ C?

d(M,r) (8)

Exemplul 6.2.3 Distanta de la punctul M(3,—1,5) la planul 7 : 2z +y+ 2z +

4=0 este d(M,n) = %:%\/@

Definitia 6.2.1 Fie planele w1, mo de wvectori normali Ty, Tia. Se numeste
unght al planelor w1, o unghiul vectorilor normali n1, Na.

Mai precis, unghiul 6 al planelor 71 : Ajx + Byy + C1z+ Dy = 0, 7o :
Asx + Boy + Coz + Dy = 0 este dat de formula:

Ay As + B1Bs + C1Cy
cos = > > > > > = (9)
\/A1+B1+Cl '\/A2+BQ+CQ
Daca ¢ = T atunci spunem cd planele sunt ortogonale. Din (9) rezulta
conditia de ortogonalitate a planelor w1, ms:

A1 Ay + B1By + C1Cq = 0. (97)

Daca d este o dreapta de vector director @ si m un plan de vector normal 7,
atunci unghiul 6 format de dreapta d cu planul 7 este, prin definitie, unghiul

n_

format de dreapta d cu proiectia ei ortogonald pe planul 7, adic sin § = cos( 5

0) = %, deoarece § — 0 este unghiul format de vectorii @ si 7.

6.2.3 Pozitia relativa a doua plane

Se stie ca doud plane in E3 pot fi confundate, paralele sau secante.
Fie planele 71 : Ajx+ Biy+ Ciz+ Dy =0, 7o : Asx + Boy+ Caz+ Dy = 0.
Atunci:
1) Planele 7y, mo sunt confundate (w7 = 73) dacd si numai daca sistemul
liniar
{ A1x+Bly—|—Clz—|—D1=O (10)
A2$+B2y+CQZ+D2 =0
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este compatibil dublu nedeterminat, adicd, conform teoremei Kronecker-
Capelli, daca si numai daci

A B Gy Ay B1 Ci Dy
rcmg(A2 By 02>—rcmg(A2 By O D2>_1’

ceea ce este echivalent cu egalitatile:

A B C D
Ll _ 212~ (11)
A2 B2 02 D2

2) Planele 71, w9 sunt paralele (m1]|m2) dacd si numai dacd sistemul liniar
(10) este incompatibil, adicd conform teoremei Kronecker-Capelli, daci i numai
daca

ran A B G 1siran Av B G Dy 2
g A2 B2 CQ -3 g A2 BZ CV2 D2 7
ceea ce este echivalent cu :

A B C D
71:71:717571. (11%)
A2 BQ 02 D2
3) Planele w1, mo sunt secante (w1 N 7wy = d, o dreaptd) dacd si numai
dacd sistemul liniar (10) este compatibil simplu nedeterminat, adicd, conform
teoremei Kronecker-Capelli, dacd si numai dacid

A By Gy
Tang<A2 B, 02>2.

In acest caz intersectia planelor w1, w2 este o dreapta d ale carei ecuatii sunt
chiar ecuatiile planelor, adica

Az +Biy+Ciz+ D1 =0

A2$+Bzy+CQZ+D2 =0 (12)

d:7rlﬂ7r2:{

Vectorul director al acestei drepte este @ =1 X Mg, unde my = Ayi+ B1j +
Chk, mo = Asi+ Boj+ Cyk sunt vectorii normali la 71, respectiv mo. Mai precis,

PG R B
a=| A B G 'gl o i‘ﬁl < j+'i1 PR (1)
A2 B2 02 2 2 2 2 2 2

6.2.4 Fascicule de plane

Definitia 6.2.2 Se numeste fascicul de plane multimea tuturor planelor care
trec printr-o dreaptda datd numitda axa fasciculului.
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Propozitia 6.2.2 Daca dreapta d este data ca intersectia planelor wy : Ajx +
Biy+Ciz+ Dy =0 gi mg : Asx + Boy + Coz + Dy = 0, atunci fasciculul de
plane cu azxa d este caracterizat analitic prin ecuatia

)\(Alx—i—Bly—l—Clz—i—Dl)+u(A2x+Bgy+ng+D2) = O, (14)
unde X, p € R, \2 + u2 #0.
Demonstratie. Oricare ar fi A, u € R, A% + p? # 0, ecuatia (14) reprezint

ecuatia unui plan.

a) Orice plan din familia de plane datd de (14) contine dreapta d, deoarece
pentru orice punct M € d coordonatele sale verifica ecuatiile celor doua plane
gi In consecintd verificd ecuatia (14). Deci, orice plan din familia de plane datd
de ecuatia (14) apartine fasciculului de axa d.

b) Reciproc, sd ar8t8m ci orice plan 7 al fasciculului de ax# d face parte
din familia de plane dati de (14), adicd existd A, p € R, A% + p2 # 0, asa incat
ecuatia carteziand generald a planului 7 s& fie

)\(Alac + By + Ciz+ Dl) + /L(AQ.T + Boy + Cyz + Dg) =0.

Intr-adevir, planul 7 continand dreapta d va fi determinat de un punct
Mo (x0, Y0, 20) ¢ d si dreapta d. Cercetdm insd existenta scalarilor A, p € R,
A+ 42 # 0, asa incat ecuatia planului 7 s& fie (14) si atunci, in mod necesar,
trebuie ca

AA1zo + Bryo + Ci20 + D1) + u(A2xo + Bayo + Cozo + D2) = 0. (*)

Cum punctul My (zo,yo, 20) ¢ d, rezultd cd sunt posibile numai urmatoarele
cazuri:

1) Dacd My € 71 (si atunci My ¢ 72), atunci planul 7 coincide cu planul 7.
Astfel ecuatia lui 7 se obtine din (14) pentru A = 1, g = 0, adici este de forma
(14).

2) Dacd My € 7o (si atunci My ¢ 71 ), atunci planul 7 coincide cu planul 7o.
Astfel ecuatia lui 7 se obtine din (14) pentru A = 0, u = 1, adici este de forma
(14).

3) Daca M, ¢ w1 si My ¢ o, adicd dacd Ajxg + Biyo + Ci1z0 + D1 # 0

si Aﬁxo —I—BBgyOC—i— C’2D20 + Dy # 0, atunci, conform (*), deducem ci existd A =
_ 220+ Boyo+C2zo+ D2 *
P A 2ot Biyo+Crzo+ Dy’ pentru y € R”.

Deci si in acest caz existd A, p € R, \* + 2 # 0 asa incat ecuatia lui 7 si
fie de forma (14). m

Observatia 6.2.3 Orice plan din fasciculul de plane de azxa d are o ecuitie
de tipul ecuatiei (14) pentru anumiti A i pu. Din motive practice este foarte
utilizata ecuatia

A1z + Biy+Ciz+ D1+ a(Asx + Boy + Coz+ Do) =0, a€R, (14)

care reprezintd tot fasciculul de plane de axd d, dar din care lipseste planul
9.
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Exercitiul 6.2.1 In Es, fati de reperul cartezian ortonormat R = {051,7,k},
se dau punctul A(1,—1,2), planul 7 : x+y — 24+ 3 =0 si dreapta
) 22+y+2-1=0 ]
d.{ Ty +2:4+3=0" Se cer:
a) Ecuatia planului care contine dreapta d si trece prin punctul A;
b) Ecuatia planului care contine dreapta d si este perpendicular pe planul ;

¢) Feuatia planului care contine dreapta d gi este paralel cu dreapta

Lx—1 Yy . z—2
dy: 5= =1 =55,

Rezolvare:
a) Folosim ecuatia fascicului de plane cu aza d sub forma

To:20+y+z—1+alz—y+22+3)=0, acR.

Retinem de aici planul care trece prin A, adicd 2—1+2—1+a(l1+1+4+3) =
0, de unde a = —%. Rezulta ca ecuatia planului care trece prin dreapta d si prin
punctul A este 2z+y+z—1—2(x—y+22+3) =0, adica 16x+11y+5z—15 = 0.

b) Vectorul normal al planului 7, de mai sus este My, = (2+ )i+ (1—a)j+
(1 + 2a)k, iar vectorul normal al planului © este m = i + j — k. Cum planul
cerut trebuie sa fie perpendicular pe w, trebuie sa avem cd (T, m) = 0, adica
24 a+1—a—1—2a=0. Rezulti o = 1 gi astfel ecuatia planului cautat este
20 +y+z—14+x—y+224+3=0, adici 3x+ 32+ 2=0.

¢) Fiea = 2i+j—k wvectorul director al dreptei dy. Planul cautat trebuie sa
fie paralel cu dreapta dy, adica vectorul sau normal si vectorul director al lui dy
sunt ortogonali. Din (Ns,a) = 0 rezultd o = 4 gi atunci planul care trece prin
d si este paralel cu dy are ecuatia 20 +y+ 2z —1+4(x —y+ 22+ 3) =0, adicd
6z —3y+ 92+ 11 =0.

6.2.5 Perpendiculara comuna a doua drepte necoplanare.
Distanta dintre doua drepte necoplanare

Fied) :T=71+ta),t € Rsgidy : T =Ty +tas, t € R, doud drepte necoplanare.

Definitia 6.2.3 Dreapta d care este perpendiculard pe fiecare din dreptele d,
ds st le intersecteazd pe amdndoud se numeste perpendiculara comund a celor
doua drepte.

Este evident cd putem lua @ = @; xay drept vector director al perpendicularei
comune d a dreptelor dy, do. De asemenea, este clar ca dreapta d se gaseste in
planul 71 determinat de punctul M;(7;) € d; si de vectorii directori @y, @ si in
planul 7o determinat de punctul Ms(73) € da si de vectorii directori as, a.

Atunci, perpendiculara comun& d a dreptelor dy, ds este dreapta de inter-
sectie a planelor mq, mo. Practic, my = (d,dy) si 72 = (d, d2).

Prin urmare, daci @; = ali+a?j+a3k, @o = aki+a3j+adk, @ = a'i+a%j+
a’k, 71 = x1i+y1j + 21k, To = 91 + ya2] + 22k, atunci ecuatiile perpendicularei
comune d sunt
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ai a? ay =0
at a? a?
(15)
Xr — T2 y — y2 zZ — Z9
a} a3 a3 =0
at a? a?

Fie P;, P> punctele de intersectie a dreptelor di, ds cu perpendiculara co-
mund d.

Definitia 6.2.4 Numdarul pozitiv HP1P2|| se numeste distanta dintre dreptele
dy, do §i 0 vom nota d(dy,ds).

In continuare, ne propunem si determinim o formuld pentru calculul lui
d(dy,ds). Intrucat M; € d;, d; L d, rezultd ci& P; este proiectia ortogo-
nald a lui Mi pe d, 1 = 1,2 Astfel, d(dl,dg) = HP1P2H = ‘pTaMlMQ} =
ey @l - pradiMs| =

= ar | (@ prad i) | = [y [(@1 x @2, Mabz)|. Deci

[all

[517527M1M2]|

d(dy,ds) = —| 16
(o) = 1o
Exercitiul 6.2.2 Se dau dreptele dy : =2 = ¥ = 251 gidy : 282 = Y=L = =2,

Verificind mai intdi ci dy, do sunt drepte necoplanare, sd se scrie ecuatiile
perpendicularei comune a lor gi sa se calculeze d(dy,ds).

Rezolvare:

Pentru dy avem @ = —i + 2j + k wvector director si M;(1,0,1) € dy, iar
pentru dy avem @y =i + j — 2k vector director §i Ma(—2,1,—2) € dy. Vectorul
director al perpendicularei comune este @ = @y X Gy = —bi — j — 3k. Atunci

ecuatiile perpendicularei comune a dreptelor dy, do sunt
r—1 y z-1

-1 2 1 =0

-5 -1 =3

z+2 y—1 z+42

1 1 —2 =0
-5 -1 -3
iar distanta dintre dreptele dy, do este d(dy,d2) = % = %

Exercitiul 6.2.3 Fie punctul A(1,0,1) gi dreapta d : ”T_l = yT'H =Z.
a) Calculati distanta de la punctul A la dreapta d.
b) Gisiti coordonatele proiectiei ortogonale a punctului A pe dreapta d.

¢) Gasiti coordonatele simetricului punctului A fatd de dreapta d.
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Rezolvare: 7
a) Se observi ca Ag(1,—1,0) € d si @ =i+ 2j — k este un vector director
- ik o
pentru d. Atunci AgA = j+k, ApgAxa =0 1 1 = —3i+j—k,
1 2 -1

[A0A x al| = V11, |[al| = V6 si p(A,d) = Al — V1T

b) Se considerd planul m care trece prin punctul A si este perpendicular pe
dreapta d. Atuncia =1+ 2j — k este un vector normal law siw : (x—1)-1+
(y—0)-2+(2—1)-(-1)=0, adica 7 : v+ 2y — 2z =0.

Daca se noteaza cu A’ proiectia ortogonald a lui A pe d, atunci {A'} =dNm

z—1 _ y+tl _ 2 s
; A ; I — 2 T1 A (T 2 1y
gi rezolvdnd sistemul { o2y — =0 se obtine ( -t 6)
¢) Daci Ay este simetricul lui A fatd de d, atunci A’ este mijlocul segmen-
Toar — TA+TA
Al = +2
tului [AA1] si se obtin relatiile § yar = 224 adica Ay (3,-3,-%2).

_ zatzag
zar = 5L

Exercitiul 6.2.4 Fie punctul A(—1,0,1) i planul 7 :x+y—2z+2=0.
a) Calculati distanta de la punctul A la planul .
b) Gasiti coordonatele proiectiei ortogonale a punctului A pe planul .
¢) Gasiti coordonatele simetricului punctului A fatd de planul .

Rezolvare:
|Azo+Byo+Cz0+D| _ [1:(=D+1-1-1-042 _ 2
a) p(A,m) =

A2+ B2+C2 \/12+12+(_1)2 - V3
b) Se considerd o dreaptd d care trece prin A si este perpendiculard pe planul
Atunci d are ecuatiile canonice carteziene d : zTH = nyl = 2:10, deoarece

A

nm=1i+j—k (vector normal la 7) este un vector director al dreptei d.
Daca se noteaza cu A’ proiectia ortogonald a lui A pe w, atunci {A'} =dNm

z+l _ y—1 _ =z
si rezolvand sistemul { :cl—i— ) zl o ;10 se obtine A’ (—3,1,2).
¢) Daca A este simetricul lui A fatd de 7, atunci A’ este mijlocul segmen-
Ta = rAatTa,
= 72
tului [AA1] si se obtin relatiile  ya = W% , adicd Ay (7%, 7%, %)
YA — zAatzag
AT =T

6.3 Probleme propuse spre rezolvare

1. Se considerd punctele A(1,3,0), B(3,-2,1),C(«,1,-3),D(7,-2,3).
a) S se determine o € R astfel incat punctele A, B, C, D s4 fie coplanare;
b) Pentru « gisit la punctul a), si se scrie ecuatia carteziand a planului

(ABC).
2. Fie punctul A(1,0,—1) si dreptele dy : L5t = y771 =zl

d - z—y=20
2 z4+y—z+1=0"
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a) Studiati pozitia relativd a dreptelor dy si da;
b) Daci di, do sunt necoplanare, atunci scrieti ecuatiile perpendicularei

comune gi calculati distanta dintre dy si do. Altfel, scrieti ecuatia planului
determinat de cele doua drepte;

¢) Scrieti ecuatiile dreptei care trece prin A si intersecteazd dreptele d; si
ds.

3. Sa se scrie ecuatiile dreptei care intersecteaza dreptele

r=3+1 42 _ z—4
dy : =—-14+2t sidy: 3 1

r—3y+z2=0

si este paraleld cu dreapta ds : { vty —ztd=0"

4. Sa se scrie ecuatiile bisectoarelor unghiurilor formate de dreptele

dl . w;l _ y;Z _ z_+22 §1 dg . m;l —y—=2 _ 242

1 V2

5. Se considerd planul 7 : © — y + 2z + 2 = 0, punctul A(0,1,3) si dreapta
) { 20 +y—24+1=0

Tyt ztd=0 . Se cere:

a) Si se scrie ecuatia planului care trece prin A si contine dreapta d;

b) S& se scrie ecuatia planului care contine dreapta d si este perpendicular
pe planul ;

c¢) S& se scrie ecuatia planului care contine dreapta d si paralel cu dreapta
Lx—1 _ y—2 _ 242
973 =1 = 1

6. Sa se scrie ecuatiile proiectiei ortogonale a dreptei
qg-1% v +2z=0

|l 2z2+y—2z+4=0

simetricei dreptei d fata de planul .

pe planul 7 : 3z + 2y — 2z — 1 = 0 si ecuatiile

Calculati o functie trigonometricd a unghiului format de dreapta d si
planul 7.

. Jr—y+2z+1=0
7. Fie punctul M(1,1,1), dreaptad.{ 9 1—=0 si
planul 7 : x + 2y + 32 — 1 = 0.

a) Scrieti ecuatia carteziand generald a unui plan 71 care trece prin M si
este paralel cu planul 7;



120 CAPITOLUL 6. DREAPTA SI PLANUL IN SPATIU

b) Scrieti ecuatiile canonice carteziene ale unei drepte d; care trece prin
M gi este paralela cu dreapta d;

c) Studiati pozitia relativd a dreptei d fatd de planul =.

8. Fie dreptele d; : %‘1:%'1:?(12 : %:%:%‘1
a) Si se determine o € R astfel incat dy Nda=0;
b) S4 se scrie ecuatia planului determinat de dy si ds;
c) Calculati d(My, 7) , unde 7 este planul de la punctul b), iar My (5, —4,1) .
9. Sa se calculeze distanta dintre dreptele paralele d; : ””T’Z = yfil =

_ 1 _ .o . . . .
ds : %7 === z23 si s& se scrie ecuatia planului determinat de ele.

si

[ IR

10. S& se scrie ecuatiile dreptei care trece prin simetricul punctului A(1,0, —1)
fatd de planul 71 : 22 —y — z + 1 = 0 si este paraleld cu planele 74 :
r+y—2+3=0gim3:2y—2+4=0.



Capitolul 7

Conice si cuadrice

Fixim un reper cartezian ortonormat R = {O;1,7,k} in spatiul E3 (sau R =
{0;%,7} in planul Es).

7.1 Cuadrice (conice): definitie, ecuatia carteziana
generala, ecuatia vectoriala

Definitia 7.1.1 Se numeste cuadricd (sau suprafatd algebrica de ordinul al
doilea) multimea T' a punctelor M (x,y,z) € E3 ale ciror coordonate verifica o
ecuatie de forma

a1z +agy’+assz? +2a10xy+2a03y 2+ 201322+ 201 £+ 2bsy+2bs z+¢ = 0, (1)

unde ai;,b;, ¢ € R asa incdt rangul matricer simetrice A = (aij)ij:ﬁ este
cel putin 1.

Ecuatia (1) se numegte ecuatia carteziani generald a unei cuadrice.

Fie M(z,y,z) un punct arbitrar al cuadricei ' §i ¥ = xi + yj + zk vectorul
sau de pozitie. Dacd notam b = byi+baj + b3k si consideram operatorul simetric
u: V3 — V3, care in raport cu baza ortonormatd {i,j,k} are matricea A =

a1l a2 ais

a12 G2e a23 |, atunci ecuatia carteziand generald (1) a cuadricei I’ se

a1z Q23 as3
scrie sub forma

Fu(m) +2(b,T)+c=0 (2)
si se numeste ecuatia vectoriala a cuadricei.
Scalarul § = det A se numegte discriminantul mic al cuadricei I', iar A =
a1 aiz a3 by
a2 aza a3 by
aiz a azz b
bl b2 b3 C

det A se numeste discriminantul mare, unde A =

121



122 CAPITOLUL 7. CONICE SI CUADRICE

Definitia 7.1.2 Daca in planul Eo consideram reperul cartezian ortonormat
R = {O;E,j}, atunci prin conicd (sau curba algebricd de ordinul al doilea)
intelegem multimea v a punctelor M (x,y) € E2 ale caror coordonate verifica o
ecuatie de forma

a112” + azy® + 2a122y + 2012 + 2boy + ¢ = 0, (1)

numitid ecuatia cartezianda generald a conicei vy, unde a;j,b;,c € R asa
incdt rangul matricei simetrice A = (a;;), ._1= este cel putin 1.

t,j=1,
In mod analog putem scrie ecuatia vectoriala a conicei ~

T, u(T)) +2(b,7) +c=0. (2)

Analog, avem discriminatul mic § = det A si discriminantul mare A = det A
pentru conica 7.

Definitia 7.1.3 Dacid A este nenul atunci spunem cd cuadrica (conica) este
nedegeneratd. In caz contrar, spunem cd cuadrica (conica) este degeneratd.

Tinand cont de proprietatile operatorilor simetrici, deducem c& ordinul ecuatiei
carteziene (1) sau (1’) este invariant la schimbaéri de repere carteziene ortonor-
mate. De asemenea, § si A sunt invarianti la schimbéari de repere carteziene
ortonormate.

In continuare, pentru simplitatea scrierii, produsul scalar al doi vectori liberi
@sib, (@b), sevanotacua-b. Astfel, ecuatia vectoriald (2) (sau (2)) se scrie

7ou(P)+2b-T+c=0. (27)
7.2 Intersectia unei cuadrice (conice) cu o dreapta

Fie cuadrica I' : 7 - u(7) 4+ 2b- 7+ ¢ = 0 si dreapta d : 7 = 7o + ta, t € R. Pentru
determinarea punctelor M (7) din intersectia I' N d trebuie s& rezolvam sistemul

{:-u(r)—i—?b-r-l—c:o 3)

=7y +ta,t € R,

care este echivalent cu sistemul

(To + ta) - u(To + ta) + 2b- (Fo +ta) +c =0 3)
T=79+ta,teR '
Dup4 cateva calcule simple (tinand cont gi c& u este operator simetric), se

obtine ecuatia de gradul doi in ¢:

@ - u(@)t® + 2(u(Fo) +b) - @t + 7o - u(7o) + 2b- 7o + ¢ = 0. (4)
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Remarcand ca radacinile reale ale acestei ecuatii introduse in a doua ecuatie
a sistemului (3) dau chiar vectorii de pozitie ai punctelor de intersectie dintre
cuadrica I gi dreapta d, avem urmatoarea discutie:

I) Daci vectorul director al dreptei d are proprietatea cd @-u(a) # 0, atunci
spunem ca dreapta d are o directie neasimptotica. Sunt posibile cazurile:

1) dacd ecuatia (4) are doud rdacini reale distincte ¢1, t2, atunci avem doud
puncte de intersectie, 'Nd = {M; (T +t1a), Ma(To +t2@)}. Spunem ci dreapta
d este secanta cuadricei I'.

2) dacil ecuatia (4) are doud radécini reale egale tq = ty = tg, atunci avem
doud puncte confundate de intersectie, I' Nd = {My(To + toa)}. Spunem ci
dreapta d este tangenta cuadricei I'.

3) dacd ecuatia (4) are doud radacini complexe, atunci dreapta d nu inter-
secteazd cuadrica I'. Spunem c& dreapta d este nesecantd (sau exterioard)
cuadricei T'.

IT) Daci vectorul director al dreptei d are proprietatea c¢d @-u(@) = 0, atunci
spunem cé dreapta d are o directie asimptotica. Sunt posibile cazurile:

1) daca (u(To) + b) - @ # 0, atunci ecuatia (4) devine o ecuatie de gradul
intai cu o singura radacina reala ¢;. Dreapta d intersecteaza cuadrica I' intr-un
singur punct M (T + t1a).

2) dacs (u(To) +b)-a@ =0 si 7o - u(Fg) + 2b- 7o + ¢ # 0, atunci dreapta d nu
intersecteaza cuadrica I'.

3) daci (u(To) +b) -@=0si 7o - u(To) + 2b - To + ¢ = 0, atunci orice numir
real ¢ este rdddcing a ecuatiei (4) gi astfel dreapta d este continutd in cuadrica
I'. In acest caz spunem ci dreapta d este o generatoare rectilinie a cuadricei
I'. Prin urmare, dreapta d este o generatoare rectilinie pentru cuadrica I" daca
si numai dacd avem indeplinite conditiile:

a-u(@ =0
(u(?o) +g) ca=0
7o u(To) +2b-Tg+c=0

Este evident ca discutia pentru determinarea intersectiei unei conice cu o
dreapta este similara.

Exercitiul 7.2.1 a) Ardtati cd dreapta d : %1 = nyl = 212 este o generatoare
rectilinie a cuadricei I' : xy — 3xz + dyz — 3 = 0.

b) Determinati punctele de intersectie dintre cuadrica T : 2? —xy+2z—1=10
st dreapta d:x =1y = z.

¢) Sa se scrie ecualiile generatoarelor rectilinii care se pot duce prin punctul
M(-1,-1,1) pe cuadrica

IF:2?4+y?+22+20y — 222 —yz+4x+ 3y —52+4=0.

Rezolvare:

a) Vom ardta ca fiecare punct al dreptei d apartine cuadricei T Intr-adevar,
coordonatele unui punct arbitrar al dreptei d fiind (2t + 1,t + 1,t + 2), t € R,
prin inlocuirea lor in ecuatia cuadricei T’ obtinem (2t +1)(t+1) —3(2t+1)(t +
2)+4t+1)(t+2)—3=0, oricare ar fit € R gi atuncid C T.
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2 _
b) Sistemul care di punctele de intersectie este { i:yzgt z=1=0 i
are solutia unicd (1,1,1). Deci dNT = {M(1,1,1)}.
c¢) Fie a = li + mj +nk € V3\ {0} vectorul director al unei generatoare
rectilinie a lui T, care se poate duce prin M. Tindnd seama ci b= 2i+ %3— g%,
1 1 -1
To=—1—7j+k, iar A= 1 1 =1 | este matricea endomorfismului u
-1 -1 1
in raport cu baza {i,7,k} avem @-u(a) = atAa = 12 +m? +n?+2lm —2ln —mn
i (u(To) +b)-a@ = —1 —m. Atunci trebuie ca I*> +m? +n? 4 2lm —2ln —mn = 0
sil+m =0 de unde rezulta a = —i+j saua=1i—j + k.
In concluzie, prirlL M trec douad generatoare rectilinii ale cuadricei I':
z+1 _ y+
dl:{Z_ll_Bl §Zd2'l'7+1_y7+1_27+1

-1 —1 1 -

7.3 Centru pentru o cuadrica (conica)

Definitia 7.3.1 Se numegte centru (de simetrie) al unei cuadrice (conice)
un punct C fatd de care cuadrica (conica) este simetricd. Adicd, oricare ar fi
un punct M de pe cuadricd (conicd) simetricul sau fata de C se afld tot pe
cuadrica (conici).

Problema centrelor de simetrie este rezolvata complet de teoremas:

Teorema 7.3.1 Punctul C(To) este centru pentru cuadrica I' (conica vv) daca
gi numai dacd u(To)+b = 0. Mai precis, punctul C(xg, yo, z0) este centru pentru
cuadrica T' dacd si numai dacd (zo,yo,20) este solutie a sistemului

anz+apy+azz+b = 0
a12T + a2y +axz+by = 0 (5)
a13T + a3y +agzz +b3 = 0

sistem care este echivalent cu sistemul

Q

(SIS NI
Q|
SRRy

Sl

; (57)

I
o oo

unde F(z,y, z) "2 1122 + aay? + az3z® + 20190y + 2003y 2 + 241322 + 213+
2boy + 2b3z + c.

Demonstratie. I) Daci C(7() este centru pentru cuadrica I', atunci orice

dreaptd d : T = 79 + ta, t € R, care trece prin C, intersecteazd cuadrica
in doud puncte M (7o + t1a), Ma(To + toa) pentru care M;C = CM,, adicd
To — (To + t1@) = To + taa@ — T, ceea ce inseamnd (t; + tz)a = 0. Cum @ # 0,
rezultd ¢ t; +to = 0. Insd t; + ty este suma ridicinilor ecuatiei (4) ceea
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ce impune in mod necesar ci (u(To) +b) - @ = 0, conform relatiilor lui Viete.
Tinand seama ci vectorul @ este nenul si arbitrar, rezultd c& u(7) + b = 0.

IT) Daci C(7o) este un punct pentru care u(¥g) + b = 0, atunci, prin tre-
cerea de la reperul cartezian ortonormat R = {O;i,J,k} la reperul cartezian
ortonormat R’ = {C; 1,7, k}, ecuatia vectoriald a cuadricei I se scrie

7 ou(™) +2 (u(To) +b) - T +To - u(To) +2b-To + ¢ = 0,

unde 7' este vectorul de pozitie, fatéd de reperul R’, al unui punct arbitrar
al cuadricei I’ (vezi T =T + 7).
Tinand seama de ipoteza u(7o)+b = 0, avem ca ecuatia lui I, fat# de reperul
R/, este
7 u() + 7o - u(To) +2b- T +c = 0.

Acum, este evident c& dacd punctul P; (7;) este un punct arbitrar al cuadricei
T, atunci si simetricul sau fatd de C, P>(—7}) se afli pe I'. Deci, C este centru
de simetrie pentru cuadrica I'. m

Deoarece determinantul matricii sistemului (5) este chiar §, deducem ca:

i) cuadrica I' are centru unic de simetrie < rangA = 3, adicd 0 # 0.

ii) cuadrica I' are o dreaptd de centre de simetrie < rangA = 2 si sistemul
(5) este compatibil.

iii) cuadrica I" are un plan de centre de simetrie < rangA = 1 gi sistemul
(5) este compatibil.

iv) cuadrica I' este fird centru de simetrie < sistemul (5) este incompatibil.

Deci, putem spune ca daca & # 0, atunci cuadrica I' are centru unic, iar
dacd § = 0, atunci cuadrica I' este fara centru unic.

Observatia 7.3.1 Pentru conice situatia este similara (chiar mai simpld) deoarece
sistemul care rezolva problema centrelor este

annx+apy+b = 0 (6)
a12% + agy +by = 0’
sistem care este echivalent cu sistemul
10f 0
{ 9 (6)
2 Jy

unde f(z,y) not a1122 + ag2y? + 2a122y + 2b1x + 2boy + c.

Exercitiul 7.3.1 Studiati problema centrelor de simetrie pentru cuadricele
a) 2 + 5y% + 2% + 22y + 622 + 2yz — 22 + 6y + 22 = 0,
b) 22?2 +y? + 22 —2xy+ 222+ 2r+y—2—1=0
$i conicele
c) 3x? + 2y? + 2y — 2x + 4y +2 =0,
d) 2 — 2y% + 2zy + 62 + 2y = 0.
Care dintre acestea sunt nedegenerate?
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Rezolvare:
1 1 3
a) Cumd=|1 5 1 |=—-36%#0, avem cd aceastd cuadrica are centru
3 1 1
unic de simetrie C, ale carui coordonate reprezintd solutia sistemului liniar
r+y+3z—1 = 0
compatibil determinat = +5y+z2z+3 = 0 .Obtinem C’(—%, —%, %)
3z+y+2+1 = 0
2 -1 1
b) Discriminantul micd =| —1 1 0 | =0 gi sistemul
1 0 1
20 —y+z+1 = 0
—zr+y+ % = 0 este incompatibil. Prin urmare, aceastd cuadrica
T4z — % = 0
nu are centre de simetrie.
¢) Conica are centru unic C (6 =5) de coordonate xc = %, yo = —=%.
d) 6= 1 32 = —3 tmplica faptul ci aceasta conicd are centru unic de
C(=5—3)-

Se calculeaza discriminantul mare A pentru fiecare cuadricd (conicd).

7.4 Planul tangent la o cuadrica. Tangenta la o
conica

Fie My (7o) un punct al cuadricei I' : 7 - u(F) + 2b -7 + ¢ = 0.

Propozitia 7.4.1 Dreapta d : 7 = Ty + ta, t € R, este tangentd cuadricei I’
daca i numai dacad B
(u(To) +b)-a=0. (7)

Demonstratie. Deoarece My(o) € I' ecuatia (4) devine @ - u(a)t* + 2(u(7o) +
b) -at = 0 si prin urmare, aceasta ecuatie avand deja radacina ¢; = 0, avem ca
d este tangentd la T dacd gi numai dacd ¢ =ty = 0, adica (u(To) +0) -a. =

Teorema 7.4.1 Locul geometric al dreptelor tangente la cuadrica T' in punctul
My €T este un plan cu ecuatia vectoriala

To - u(F) +b- (T +7o) +c=0. ®)

Demonstratie. O dreapta d : 7 =7 + ta, t € R, este tangentd la I' in M (7o)
daci si numai daca are loc relatia (7). Atunci, avem (u(7o)+b)- (ta) = 0, pentru
orice t € R. Cum ta = 7—7g, pentru orice t € R, rezulti ci (u(7o)+b)-(F—7¢) =
0, pentru orice punct M (7) al dreptei d. Dacd adundm aceastd ultima egalitate,
membru cu membru, cu egalitatea 7o - u(To) + 2b - T + ¢ = 0, obtinem exact
egalitatea (8). Deci, orice punct M (7) de pe orice dreaptd tangenta I' in My (7o)
verificd (8), adica locul geometric al dreptelor tangente la cuadrica T' in punctul
My €T este un plan cu ecuatia vectoriald (8). m
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Definitia 7.4.1 Planul furnizat de teorema precedenta se numegte planul tan-
gent la cuadrica T’ in punctul M.

Observatia 7.4.1 Se obignuieste sa se spund ca ecuatia vectoriald (8) a plan-
uwlui tangent la cuadrica T' in punctul My se obtine din ecuatia vectoriald a
cuadricei T' prin dedublare. In coordonate carteziene, ecuatia (8) este echiva-
lentd cu ecuatia:

a112x0 + a22yyo + a33zz0 + a12(roy + xyo) + a23(yoz + yzo0) + a13(xoz + x20)+
+b1(x + x0) + b2(y + yo) + b3(z+ 20) + ¢ = 0.
(8"

Pentru conice, ecuatia carteziand a tangentei la conica y in punctul Mo(zo, yo) €
v este

a11Txo + a22yyo + a12(zoy + xyo) + bi(z + x0) + b2y +yo) +¢=0.  (8”)

Exemplul 7.4.1 Ecuatia planului tangent la cuadrica T : 2 + 22 — 2xy +yz —
3x—22z = 0 in originea reperului O este 3x+2z = 0, deoarece, in general ecuatia
planului tangent la T in punctul My(zg, yo, 20) € T este xxo+ 220 — (zyo+x0y)+
%(yzo + y02) — %(w + ) — (2 + 20) = 0.

Exemplul 7.4.2 Fie cuadrica T : 42? +6y?> + 422 +422—8y—42+3 =0. Sd se
scrie ecuatiile planelor tangente la T’ care sunt paralele cu planul 7 : z+2y+2 =
0.

Rezolvare:

Fie My(xo,Y0,20) un punct de pe cuadrica I'. Ecuatia planului tangent la T’
in My este 4xxg + 6yyo + 4220 + 2(x0z + 220) — 4(y + yo) — 2(z + 20) + 3 =0,
adica (4o + 2z0)x + (6yo — 4)y + (420 + 229 — 2)z + (—4yo — 220 + 3) = 0.

Determinam xo, yo, 2o aga incdt acest plan sa fie paralel cu planul w. Trebuie

ca 4””"% = w §t 4z0 + 229 — 2 = 0, de unde obtinem ca xog =0, yo = 1,
zo = % sau T = —%, Yo = %, zo = %, folosind si faptul ca My € T.
Atunci, avdnd in vedere ca un plan paralel cu planul w: x+2y+2 =0 are o
ecuatie de forma x+2y+A =0, A € R, rezulta ci pentruxzog =0, yo =1, z9g = %
avem \ = —2 gi pentru ro = —%, Yo = %, Zo = % avem X\ = 0. Deci erista
doua plane tangente la T' care sunt paralele cu 7, anume 71 :x +2y —2 =0 g
m:x+2y=0.

Exercitiul 7.4.1 a) Scrieti ecuatia planului tangent la cuadrica T : x® + 5y* +
2% 4+ 2zy + 622 + 2yz — 2w + 6y + 22 = 0 in punctul O.

b) Determinati ecuatia dreptelor tangente la conica v : 2% — 2y* 4+ 2xy + 62 +
2y = 0, care sunt paralele cu dreapta d:x+y+1=0.

7.5 Reducerea ecuatiei carteziene generale a unei
cuadrice (conice) la forma canonica

Ne propunem si determindm un reper cartezian ortonormat R’ = {O' AL }
in spatiul F5 in raport cu care ecuatia carteziand a cuadricei I' s& aiba o forma
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cAt mai simpld, numitd ecuatie canonica (sau ecuatie redusi) a cuadricei I'.
Teorema 7.5.1 Dacd cuadrica ' are ecuatia
a1122 +asoy? +assz® 4+ 2a10xy + 203y z + 2413524+ 201 £+ 202y +2bgz4+-¢ = 0 (9)

in raport cu reperul cartezian ortonormat R = {O;f, 7, E}, atunct exista un
reper cartezian ortonormat R’ = {O';?, 7,?} fata de care ecuatia sa are una
§t numai una din urmdatoarele forme simple:

I) /\1(1‘/)2 + /\2(2/)2 + /\3(2’/)2 + D =0; )\1, )\2, A3 € R*, D eR,

II) /\1([13/)2 + /\2(2/)2 +2hz' =0; A1, X2, h € R*,

III) /\1([13/)2 + /\2(2/)2 +D=0; )M\, 2€eR*, DeR,

IV) M\ (2")? + 2hy’ = 0; A1, h € R,

V) /\1(1’/)2 +D=0; 1 e R", DeR.

Demonstratie. Din teoria spatiilor vectoriale euclidiene, se gtie cd existd o

baza ortonormata {i’ 4 } in V3, formatd din vectori proprii ai operatorului
simetric u (cu matricea A = (a;5); ;13 relativ la baza ortonormata {i,7,k}),
fatd de care forma pétratica ¢ : V3 — V3,

@(F) = a117% + a2y® + azsz® + 2a127y + 2a23yz + 201372
are forma canonicd
o) = MX2+ Y2+ 322, T=X0 +Y) + ZK,

unde A1, A2, A3 sunt valorile proprii ale endomorfismului u.
Astfel, fata de reperul cartezian ortonormat R* = {O; i, g, k’} cuadrica I'
are ecuatia

MXZ2+MY2 4 N322 +2B1X +2ByY +2B3Z+C =0 (10)

Acum avem discutia:
I) Dacd A1, A2, A3 € R*, atunci ecuatia (10) se poate scrie sub forma

M (@) + X (y)? + A3(2)2+ D =0,

2

undex’:X—i—f—ll, y :Y—i—%‘, z':Z—i—%” si D =C- (%1) -
2 2

(%) - (%) . Intr-adevar, nu mai ramane decéat sa trecem la reperul cartezian

ortonormat R’ = { o, g, ?}, obtinut din reperul R* prin translatia de vector

00" = —Bujy _ Bayi %W si relativ la acest din urma reper ecuatia lui I" este

PR v
de forma dorita.

IT) Dacd A1, A2 € R*, A3 = 0, B3 # 0, atunci ecuatia (10) se poate scrie,
dupd o translatie, sub forma

A ()2 + Xa(y')? +2h2 = 0.
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IIT) Dacd A1, A2 € R*, A3 = 0, B3 = 0, atunci ecuatia (10) se poate scrie

sub forma
A1 (l‘l)Q + /\2(?/)2 + D =0.

IV) Daci A\; € R*, Ay = A3 = 0, B2 + B3 # 0, atunci ecuatia (10) se poate

scrie sub forma
Ai(2)? +2hy’ = 0.

V) Dacd A1 € R*, Ay = A3 = 0, By = B3 = 0, atunci ecuatia (10) se poate

scrie sub forma
)\1(1'/)2 + D = 0
[

Din ecuatiile I)-V), dupd o discutie in functie de semnele coeficientilor A,
A2, Az, h, D, obtinem cele 17 ecuatii canonice (reduse) posibile la care putem
ajunge pornind de la ecuatia carteziand generald a unei cuadrice I':

1°) ("Z;Z)Q + (‘%%2 + (%2 —1=0 (a,b,c>0) elipsoidul real
(@)?

2

a

) + (%%2 + (ZC;Z)Q +1=0 (a,b,c>0) elipsoidul imaginar
\2 N2 "2
3°) % + % - &) _1=0 (abc>0) hiperboloidul cu o
a

c2

g9y @) G 1—0 (a,bc>0) hiperboloidul cu doud

panze
o @2 W)? _ ) _ N

5%) Pl s> ) 0 (a,b,c>0) conul patratic real

6°) (2/2)2 + (‘%/2)2 + (26/2)2 =0 (a,b,c>0) conul patratic imaginar

7°) (2/2)2 + (‘1{;2)2 =22" (a,b>0) paraboloidul eliptic

8°) (2/2)2 - (‘%/2)2 =27 (a,b>0) paraboloidul hiperbolic

9°) (2/2)2 + ('%/2)2 —1=0 (a,b>0) cilindrul eliptic real

10°) (2,2)2 + (%;2)2 +1=0 (a,b>0) cilindrul eliptic imaginar

11°) @ WP _4_0 (4,b>0) cilindrul hiperbolic

12°) (2,2)2 - (%2)2 =0 (a,b>0) pereche de plane reale concurente

13°) (2/2)2 + (12/2)2 =0 (a,b>0) pereche de plane imaginare con-
curente e

14°) (22) =2y’ (a>0) cilindrul parabolic

15°) (2/2)2 —1=0 (a>0) pereche de plane reale paralele

16°) (2,2)2 +1=0 (a>0) pereche de plane reale imaginare

17°) (2/2)2 =0 (a>0) pereche de plane confundate

Observatia 7.5.1 Cuadricele 1°), 2°), 3°), 4°), 7°), 8°) sunt nedegenerate
(A #£0), restul fiind degenerate (A =0). Cuadricele 1°), 2°), 3°), 4°), 5°), 6°)
au centru unic de simetrie, cuadricele 9°), 10°), 11°), 12°), 13°) au o dreapta
de centre de simetrie, cuadricele 14°), 15°), 16°), 17°) au un plan de centre de
simetrie, iar paraboloizii 7°), 8°) nu au nici un centru de simetrie.
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In mod similar se poate demonstra teorema (pentru conice).

Teorema 7.5.2 Dacd conica vy are ecuatia
a112? 4 ay? + 2a10xy + 21z + 2byy + ¢ =0 (9)

in raport cu reperul cartezian ortonormat R = {O;4,j} din plan, atunci
exristd un reper cartezian ortonormat, in plan, R’ = {O’;?, ]7’} fata de care
ecuatia sa are una §i numai una din urmatoarele forme simple:

DA+ X@)2+D=0; M\, e R*, DER,

II) /\1(.7,‘/)2 + th, =0; A\, he R¥,

II) \(z')?+D=0; \; e R*, D€ R.

Analog, obtinem cele 9 ecuatii canonice (reduse) posibile la care putem
ajunge pornind de la ecuatia carteziand generald a unei conice 7:

o (')? (y")? 1 = 3 3
1°) — + 1=0 (a,b>0) elipsa reald

a

2°) (G LT Ly (a,b>0) elipsa imaginara

a? b2
0 (€50 S (70 :
3°) - e 1=0 (a,b>0) hiperbola

4°) (v')? =2pz’ (p>0) parabola

5°) @) (%/2)2 =0 (a,b > 0) pereche de drepte reale con-
curente

6°) (zlz)z + (yb;)Q =0 (a,b>0) pereche de drepte imaginare con-
curente

7°) (G W (a > 0) pereche de drepte reale paralele

a2

8°) (52/2)2 +1=0 (a>0) pereche de drepte imaginare paralele
9°) ()2 =0 pereche de drepte confundate

Observatia 7.5.2 Conicele 1°), 2°), 3°), 4°) sunt nedegenerate (A #0), restul
fiind degenerate (A = 0). Conicele 1°), 2°), 3°), 5°), 6°) au centru unic de
simetrie, conicele 7°), 8°), 9°) au o dreapta de centre de simetrie, iar parabola
4°) nu are nici un centru de simetrie.

Exercitiul 7.5.1 a) Determinali ecualia canonicd §i reperul canonic pentru
conica 7y : 3x% — 10zy + 3y? + 42 + 4y + 4 = 0. Recunoasteti conica.

Rezolvare:
Mai intai gasim valorile gi vectorii proprii ai matricei A asociati conicei 7y .
Polinomul caracteristic Pa(\) = 3:5)\ 315A = (3—\)? =25 are radacinile

A1 = —2 gi Ay = 8 (walorile proprii).
Pentru \y = =2, sistemul care da vectorii proprii asociali lui A\, este

z\ (0 or—5y = 0
(A_)\II2)<y>_<O>©{—5x—|—5y 0
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Atunci ¢ = y = a (o € R) i un vector propriu asociat lui Ay = —2 este
U =1+ j. Cum ||a1| = /2 obtinem versorul i = m N |l = %%—i— %3
Pentru Ay = 8, sistemul care da vectorii proprii asociati lui Ao este

z\ _ (0 —5x -5y = 0

(A_&b)( y ) - ( 0 ) ‘:’{ —Sz—5y = 0
Atunci x = —a, y = a (a € R) gi un vector propriu asociat lui Ao = 8 este
Uy = —i+7. Cum |z| = V2 obtinem versorul j' = m\\ﬂgﬂ = —%g—i— %5

Acum, se face schimbarea de repere carteziene ortonormate

data prin relatiile

sau

(Mr(a.y) — My (a'.y), rotatic)
Relativ la noul reper R', ecuatia lui v este:
M(z)2 + Ao (y)? + 4 (%xl - %y) +4 (%m, + %yj +4 =0, adica
’ / ’ /7 2 /N2
v =2(x )% +8(y )2+%x +4=0 sau 7 : %7%71:0,
In final, se mai face schimbarea de repere ortonormate (translatie):

’

R ={0i,j}—R ={0"7.7}

datd pTZTL { T \/? :// r = ( x/ ) = IQ < x// ) + < \/i )
y =y y y 0
Atunci, ecuatia lui v relativ la reperul R este

"

st ea este ecuatia canonica a unei hiperbole. Reperul canonic este chiar reperul
relativ la care conica are ecuatia canonica, adica R" = {0";7,5'}.

Cum O'%,(v/2,0), avem 00" = 2i =7 +7 si astfel O%(1,1).
Schimbarea de repere R — R/ este data prin

()=(2 7)(0)(1)

S-Sl
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b) Determinati ecuatia canonicd si reperul canonic pentru cuadrica T : 222 +
16y + 222 — 8xy + 8yz — 2 — y + 22 + 3 = 0. Recunoasteti cuadrica.

Rezolvare:

Masi intai se gasesc valorile proprii ale matricii A, rezolvand ecuatia carac-
teristica det(A — \3) =0, adica

Rezulta valorile proprii Ay =0, Ay =2, A3 = 18.

In continuare, pentru fiecare valoare proprie, se determind vectorii proprii core-
spunzatori.

Pentru Ay =0, se rezolva sistemul liniar omogen

T 0
(A-X\L)|l v | =1 0 |, adica
z 0
2c—4y = 0
—4r+16y+42 = 0
dy+2z = 0

Rezulta x =20, y=a, 2= —2a (€ R). -
Atunci un vector propriu corespunzator lui Ay este de forma v; = a(2i+7—2k),
a € R*, dar pentru o = 1 se obtine 41 = 2i + j — 2k cu lungimea ||t1] =

vi+1+4=3.

’

Retinem versorul i =

7. o— 25 4 17 2L
Ta " U1 =35t+3) LE
Pentru Ao = 2, se rezolva sistemul liniar omogen

T 0
(A=)l v | =1 0 |, adica
z 0
-4y = 0
—4x+14y+4z = 0
4y = 0

Rewultiz =a,y=0,z2=a (¢ €R). B
Atunci un vector propriu corespunzator lui Ay este de forma vy = ali + k),
a € R*, iar pentru o = 1 se obtine iy = i+k cu lungimea ||tz = v1+ 1 = /2.
. *., _ 1 A LT L
Retinem versorul j = TasTl 1{2 = \/ﬁz + ﬁk.
Pentru A\s = 18, se rezolva sistemul liniar omogen

x 0
(A=XsI) [ v | = 0 |, adica
z 0
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—16x -4y = 0
—4r —2y+4z = 0
4y —16z = 0

Rezulta x =, y=—4a, z=—a (@ €R).

Atunci un vector propriu corespunzator lui )\1 este de forma v = a(i—45—-k),
a € R*, idar pentru a = 1 se obtine u3 = i — 4] — k cu lungimea |us|| =
VITI671=3V2.
Retinem versorul k' = m Uiy = 3\1f 3\[3 - 3\f
Conform teoriei operatorilor liniari simetrici, baza {z 7' k'} este ortonormata
§i pozitiv orientatd (vezi faptul ci determinantul matricii de trecere de la baza

k.

- = 7 = = 7
{i,7,k} la baza {i,5 ,k'} are valoarea 1).
Prin urmare, se face schimbarea de repere carteziene ortonormate

2 1 1 ’
x iVvioBg T
data prin | y | = 3 0 -3 y (rotatie)
2 1 '
: T3 5 T z

§t astfel, se obtine ecuatia lui T' relativ la noul reper cartezian ortonormat R’:
(@) ho()? + Aa(2') = 2 (30 + Gy + 552 ) -
(éw _V )—&—2(—%5—&—%@—7 )+3:0, adica

2 2 ’
A CO L v

/

1) =0 sau

9 1

6 6

In final, se face schimbarea de repere carteziene ortonormate
R = {O/ _ 0;5/75/’ ‘El} R = {O// j k/}

’ "

T T 1
dati prin | v | =Is-| v |+ 0 (translatie)
Z/ Z// O

Ecuatia cuadricei T' relativ la reperul R" :

1" "

2 2
oW D
- 2 2
3 1
(Vi) (%)
reprezinta forma redusd (canonica) a ecuatiei cuadricei I' sau ecuatia canonicd
a lui T'. Din forma ecuatiei canonice se observa ca I' este un paraboloid eliptic.

Reperul natural al lui T este reperul R, in raport cu care cuadrica are ecuatia
s v . - . . " .
canonici de mai sus. Originea reperului natural, O , are, relativ la reperul R',
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coordonatele 1,0,0, adica OO" =i = %E—l— %5 - %l_@
Deci schimbarea de repere R — R este data de

2 1 1 " 2

T 3 V2 3V2 z 3

— 1 0 ——4_ . ” + i

vy | = 3 3y2 Y 3
z _2 1 _ o 2
3 V2 3v2 3

(o roto-translatie)

7.6 Studiul cuadricelor pe ecuatia canonica. Sfera

In aceastdi sectiune vom prezenta si studia cuadricele raportate la acel reper
cartezian ortonormat R = {O;f, 7, E} fatd de care acestea au ecuatia canonica
(numit si reper canonic sau reper natural). A se vedea si cele doud anexe cu
conicele si cuadricele pe ecuatia canonica.

I. CUADRICE CU CENTRU UNIC

1) Elipsoidul (real) este cuadrica de ecuatie E : 2—; + z—z + i—z —1=0,cu
a, b, c>0.

Numerele pozitive a, b, ¢ > 0 se numesc semiazele elipsoidului. Dacd a =
b = ¢, atunci E defineste o sferd cu centrul in originea reperului.

Se observa cd dacd M(xo,y0,20) € E, atunci si punctele M;(—x0,yo, 20),
Ms(z0, —yo, 20), Ms(zo, Y0, —20) apartin elipsoidului E. Aceasta aratd cd elip-
soidul E este simetric fatd de planele de coordonate Oy, yOz, zOx (numite
si plane de simetrie ale elipsoidului). Axele de coordonate, ca intersectii ale
planelor de simetrie ale elipsoidului sunt axe de simetrie ale elipsoidului FE.
Punctul de intersectie al celor trei plane de simetrie este originea reperului.
Acest punct este centrul (de simetrie) al elipsoidului.

Elipsoidul este intersectat de axele Oz, Oy, Oz in punctele A(a,0,0), A’'(—a,0,0),
B(0,b,0), B'(0,—b,0), respectiv C(0,0,c), C’'(0,0, —c), puncte numite vdrfurile
elipsoidului F.

Pentru a ne da seama de forma elipsoidului il vom intersecta cu planele de
coordonate gi cu plane paralele cu acestea. Intersectiile elipsoidului cu planele

) z=0 y=20
zOy,sz,yOzsuntehpseleel.{ %+z;_1:0 ,62.{ ‘Z—i—ki—j—l:(} ,
" fz=0

respecweg.{ %+§_1:0 .
z=«
care reprezintd o elipsd reald (situatd in planul z = «) dacd |a| < ¢, o elipsd
imaginard dacd |a| > ¢. Dacd o = ¢ atunci intersectia se reduce la punctul
C(0,0,c¢), iar dacd o = —c atunci intersectia se reduce la punctul C(0,0, —c).

Reprezentarea graficd a elipsoidului F este data in figura 1:

Facand intersectiile cu planul z = «a, @ € R, obtinem e, : {
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(Fig.1)

2) Hiperboloidul cu o panza este cuadrica de ecuatie
Hy %+ % -2 —1=0,cua,bc>0.

Se aratd, ca si in cazul elipsoidului, cd planele de coordonate, axele de coor-
donate gi originea reperului sunt plane de simetrie, axe de simetrie gi respectiv
centru pentru hiperboloidul cu panza. Axele Oz, Oy intersecteazd cuadrica
H; in punctele A(a,0,0), A'(—a,0,0), respectiv B(0,b,0), B’(0,—b,0) numite
varfurile cuadricei, iar axa Oz nu intersecteaza suprafata.

Intersectiile hiperboloidului cu o panza cu planele de coordonate si cu plane
paralele cu planele de coordonate vor ajuta la reprezentarea sa grafica. Astfel,

=0

intersectiile cu planele yOz, xOz sunt hiperbolele h; : { 22 1
2T T

=0 - . .
ho : { :Zz 2 _1-0" iar intersectiile cu planele z = «, a € R, au ecuatiile
az 2 T T
{ e t elipse (reale)
€a i 2 2 2 , care sunt elipse (reale).
Tl EtE=1+%

Reprezentarea grafica a hiperboloidului cu o panza H; este data in figura 2:

(Fig. 2)
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3) Hiperboloidul cu doud panze este cuadrica de ecuatie

ngz—;+z—z—i—§+120,cua,b,c>0.

Se observa usor ca planele de coordonate, axele de coordonate si originea
reperului sunt plane de simetrie, axe de simterie si respectiv centru pentru
hiperboloidul cu doud péanze.

Axele Oz, Oy nu intresecteazd cuadrica, iar axa Oz o intersecteazd in
punctele C'(0,0,¢), C’'(0,0,—c). Sectiunile hiperboloidului cu dou& panze cu
y=0

planele xOz, yOz sunt date de sistemele hy : 22 2
H—-%+1=0

a2

, respectiv

hg : { %_—Oi t1=0 si sunt hiperbole.
Sectionand cuadrica cu planele z = o, a € R, obtinem:

z=0

Befogo

- punctul C(0,0, ¢), pentru a = ¢ sau punctul C’(0,0, —c), pentru o = —c.

Reprezentarea graficd a hiperboloidului cu doud panze Hs este datd in figura

- elipse reale sau imaginare dacd |a] > csau|a| < ¢, eq : {

(Fig. 3)

4) Conul patratic (real) este cuadrica de ecuatie C, : Z; + %5 — ié =0, cu
a, b, c>0.

Se constata cé planele de coordoante, axele de coordonate si originea repe-
rului sunt, respectiv, plane de simetrie, axe de simetrie i centru pentru conul
patratic. Centrul conului se mai numeste si varf.

Daca My(xo,%0,20) € Cp, atunci punctul M (txo, tyo,tzo) apartine conului
pentru orice t € R. Astfel, orice punct al dreptei OMj apartine conului, adicd
dreapta OM, este o generatoare rectilinie a conului.

Sectiunile in con cu plane care contin axa Oz sunt drepte concurente in
varful conului. De exemplu, sectiunea cu planul zOz este formatd din dreptele

y=0 .. [y=0 { y=0

2 2 adica sau .

(g {320 e {830

a2 a
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Sectiunile cu planele z = «, @ € R, sunt elipsele reale e, : { 2 2 2

(intersectia cu planul z = 0 este varful conului).

Reprezentarea graficd a conului patratic C), este datd in figura 4:

(Fig. 4)

II. CUADRICE FARA CENTRU ,

1) Paraboloidul eliptic este cuadrica de ecuatie PE : i—z + ¥ =2z, cua,
b>0.

Se observa ci dacd Moy(xo, Yo, 20) € PE, atunci gi punctele My (—2zo, Yo, 20),
Ms(z0, —yo, z0) apartin paraboloidului hiperbolic. Deci, planele yOz, Oz sunt
plane de simetrie pentru paraboloidul eliptic. Rezultd ca axa Oz este axa de
simetrie a suprafetei. Pentru a ne da seama de forma paraboloidului eliptic vom
face sectiuni cu planele de coordonate si cu plane paralele cu planul zOy.

Planul 2Oy este tangent la PE in originea reperului, iar planele 2Oz, yOz in-

=0 z=0
tersecteaza cuadrica dupa parabolele p; : { Z2 , respectiv ps : { o2 .
z=aw

Planele z = a, a > 0, intersecteaza PFE dupa elipsele reale e, : 2 2
z ¥
@z + 2= 2«
iar planele z = «a, a < 0, nu il intersecteaza. Axele de coordonate inter-
secteazd suprafata intr-un singur punct, originea reperului, punct numit vdrf.

Reprezentarea grafica a paraboloidului eliptic este data in figura 5:

(Fig. 5)
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2) Paraboloidul hiperbolic este cuadrica de ecuatie PH : Z—z — g—z =2z,
cua, b>0.

Se verificd usor (ca si in cazul paraboloidului eliptic) ci aceastd cuadricd
este simetricd fatd de planele Oz, yOz si fatd de axa Oz. Axele de co-
ordonate intersecteazd PH in originea reperului (punct numit vdrf), iar in-

=0
tersectiile cu planele xOz, yOz sunt parabolele p; : Z‘z 9, respectiv
oz T 4%

z=0
o { oo, Planele z = a, a € R, intersecteazd PH dupd hiperbolele
-4 =2z

= .. .. . o
he : { 2 g iar intersectiile cu planele x = o, o € R, intersecteaza

a? bz —
. [ r=a
PH dupa parbolele p,, : % _ O‘—j 9y
b a

Reprezentarea grafica a paraboloidului hiperbolic este data in figura 6:

(Fig. 6)

3) Cilindrul parabolic este cuadrica de ecuatie C'P : ;—z =2z,cua>0.

Se observa ci dacd My(xo,yo,20) € CP, atunci si My(—xo,yo,20) € CP.
Deci, planul yOz este plan de simetrie pentru C'P. De asemenea, se observa ca
axa Oy este situatd pe aceastd cuadricd. Sectiunile cu planele y = o, o € R,

=«
sunt parabolele p,, : { Z2 9, iar intersectiile cu planele z = a, a > 0, sunt
o T 4%
dreptele paralele de ecuatii d : { %::O\[/% ,d { 2:20[—\/%

Reprezentarea graficd a cilindrului parabolic este datd in figura 7:



7.6. STUDIUL CUADRICELOR PE ECUATIA CANONICA. SFERA 139

(Fig. 7)

III. CUADRICE CU O DREAPTA DE CENT2RE )
1) Cilindrul eliptic este cuadrica de ecuatie CE : &3 4+ % — 1 = 0, cu q,
b > 0 si este reprezentata in figura 8:

(Fig. 8)

2) Cilindrul hiperbolic este cuadrica de ecuatie CH : Z—z — z—j +1=0,cu
a, b > 0 gi este reprezentata in figura 9:

(Fig. 9)
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3) Pereche de plane secante este o cuadricd de ecuatie PPS : ﬁé — Zé—j =0,
cu a, b > 0 si este reprezentatd in figura 10:

<

(Fig. 10)

IV. CUADRICE CU UN PLAN DE CENTRE

1) Pereche de plane paralele este o cuadricd de ecuatie PPP : i—z —-1=0,
cua > 0.

(Fig. 11)

2) Pereche de plane confundate este o cuadrici de ecuatie PPC' : 2% = 0.
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(Fig. 12)

Observatia 7.6.1 Dintre cuadricele nedegenerate doar hiperboloidul cu o pdnza
st paraboloidul hiperbolic au generatoare rectilinii. Mai precis, prin fiecare punct
al H P (sau PH) trec doud generatoare rectilinii (a se vedea i exercitiile pro-
puse spre rezolvare). Evident, cuadricele degenerate admit generatoare rectilinii.

Desigur, un studiu cu totul similar si mult mai simplu se poate face si pentru
conice, dar acesta s-a facut deja in liceu.

In final s& ne concentrim asupra sferei (un caz particular de elipsoid), o
suprafatd de o importanta deosebitd intre cuadrice. Fie r > 0 si punctul fixat

C(7o)-

Definitia 7.6.1 Se numeste sfera de centru C gi raza r multimea punctelor
M din E3 situate la distanta r de punctul C. Vom nota acesta sfera prin S(C,r).

Daci C(zo,¥o0,20), atunci punctul M (z,y,z) € S(C,r) dacd si numai daci
||CM|| =r, adica
(x —0)* + (y —y0)> + (2 — 20)* =17, (11)

care este numitd ecuatia normala a sferei S(C,r).
Ecuatia (11) se poate scrie sub forma

2? +y? + 22— 2z — 2yoy — 2202 + 25+ Y + 28 — 1% =0, (12)

adicd este o ecuatie algebricd de ordinul doi in z, y, z (ceea ce dovedeste cd
sfera este o cuadricd, mai precis un elipsoid cu semiaxele egale).
Invers, avand in vedere (11), orice ecuatie de tipul

24+ 22 +mr+ny+pz+qg=0 (13)

reprezinta
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i) o sferd de centru C(—%, -4 — &) si razd r = \/ (%) 2y (g)z —q,
dacit ()" + (5)" + (§)° —a>0,
ii) un punct C(—%, -4 — %), daca (%) (%) (5)2 —q=0,

iii) o sferd imaginard (multimea vid&, de fapt), dac (%)2 + (%)Q—I— (g)z —q <
0.

(Fig. 13)

Pentru aplicatii este util de stiut c& intersectia dintre o sferd S(C,r) si un
plan 7 este un cerc real, un punct (adica planul 7 este tangent sferei), respectiv
un cerc imaginar (&) dacd d(C,7) este mai mics, egald, respectiv mai mare
decat raza r a sferei.

Propozitia 7.6.1 Fie  cercul de intersectie dintre sfera S(C,r) si planul 7.
Atunci, tangenta la cercul 7 intr-un punct My € ~ este dreapta de intersectie
dintre planul 7 i planul tangent la sfera in punctul M.

Demonstratie. Fie w; planul tangent la sfera S(C,r) in punctul My si @
un vector director al dreptei d = m N . Deoarece d € my, avem CMy L d.
Atunci CMy -@ = 0. Pe de altd parte, din d € m, avem ci CC' -@ = 0, unde
C' este centrul cercului . Tindnd seama cid C'Mo = CMo— CC’ rezultd cd
C'My-a =0, adici C'My L d. Prin urmare, d este tangentd la cercul v in M.
|

Exercitiul 7.6.1 Fie cuadrica T : 2? +y? + 22 — 122 — 4y + 1 = 0 i planul
T:x4+y+z—1=0.
a) Aratati ca T' este o sferd si determinati coordonatele centrului gi raza
acesteia;
b) Aratati ca T N este un cerc real v gi determinati coordonatele centrului
§t raza acestuia;
¢) Scrieti ecuatiile tangentei la vy intr-un punct Mo(zo,y0,20) €y =TNm.
Rezolvare:
a) Ecualia lui T' se scrie
(22 =122 +36) + (v — 4y +4)+ 22 —36 —4+1 =0 sau
(x—6)% 4 (y — 2)% + 22 = (v/39)? si atunci T este o sferd de razi R = /39 si
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de centru C (6,2,0).

b) Distanta de la centrul C al sferei T' la planul m este

p(Cv 71—) =

6-1+2-14+0-1-1 V3
| i i |= \f<R:\/39.
V12412412 2

Deci intersectia dintre planul w gi sfera T' este un cerc real v de centru c §t
raza r. Mai mult, r = \/R? — (p(C,7m))? = @

. . . ! N A . .
Pentru a gasi coordonatele centrului cercului v, C , mai intdi vom scrie ecuatia
unei drepte ce trece prin C si este perpendiculard pe planul w, adica %76 =

y—2 _ z—0

I I
Cum C" este chiar proiectia lui C' pe planul 7, rezolvand sistemul

r—6=y-2=2 o
{ ctytz—1=0 se obtine C' (11/3,—-1/3,-7/3).

¢) Tangenta la cercul v tn punctul Mo(zo,yo0,20) € v se afld la intersectia
planului w cu planul tangent la sfera T in My . Deci are ecuatiile
{ z+y+z2z—1=0
(xo —6)x + (yo — 2)y + 202 + (=620 — 2yo + 1) =0

7.7 Suprafete riglate. Suprafete de rotatie

Definitia 7.7.1 O suprafaia ¥ care poate fi generata prin migcarea unei drepte
g care se sprijind pe o curbd datd v C E3 se numeste suprafata riglata. In
acest caz dreapta g se numeste generatoarea suprafetei.

In sectiunile anterioare am studiat deja astfel de suprafete (parabolidul
hiperbolic, hiperbolidul cu o panzi, conul patratic, cilindrii). Acum vom studia,
mai intai suprafetele riglate numite suprafete cilindrice si suprafete conice (care
includ cuadricele de tip cilindru sau con), iar apoi suprafetele de rotatie (unde
regdsim elipsoizi, hiperbolizi gi parabolizi de rotatie).

f(z,y,2) =0

Fixdm o curba in F3, v : si un vector nenul T = li+mj+nk.
37 {g(wvy,Z)ZO k J

Definitia 7.7.2 Suprafata generatd prin miscarea generatoarei g care pastreazd
directia lui v gi se sprijina pe curba vy se numegte suprafata cilindrica. Curba
v se zice curba directoare a suprafetes.

Teorema 7.7.1 O suprafata cilindrica X2 care are generatoarea g paraleld cu

P(z,y,2) =0 , { flx,y,2) =0
dreapta d : 1 curba directoare : are
b { Q(z,y,2) =0 ° 7 g(w,y,2) =0

ecuatia carteziana
o(P,Q) =0, (14)

unde ¢ este o functie bine precizatd in x, y, z (¢ : D C R® = R, (z,y, 2) —
o(P(x,y,2),Q(z,y,2))), iar P, Q sunt functii polinomiale de gradul intdi in x,
Y, 2.
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P(z,y,2) = A
Qz,y,2) = p
cu A, p € R. Conditia ca g si se sprijine pe curba 7 se obtine eliminand pe
x, Yy, z intre ecuatiile sistemului format cu ecuatiile generatoarei g si ale curbei
7 (sistem ce trebuie s& fie compatibil). In urma eliminarii obtinem ecuatia

e\, p) =0sau p(P,Q)=0. m

?

Demonstratie. Generatoarele paralele cu d au ecuatiile g : {

Exemplul 7.7.1 Sa se determine ecuatia suprafetei cilindrice de generatoare g

2
) ) oo 2t 4+yz=0
paraleld cu aza Oz gi de curba directoare y : Y — 2 —1=0
Rezolvare:
In acest caz f(z,y,2) = 2%+ yz, g(v,y,2) =2z — 2 — 1, dar g : { ;ii ’

iar prin eliminarea lui x, y, z intre aceste ecuatii se obtine suprafata cilindrica
S a? 4+ 2zy —y =0, deoarece (X, 1) = A2 + p(2A — 1) = 0.

Exercitiul 7.7.1 Aceeasi cerinta pentru suprafata cilindrica de generatoare g
leli O si de curbt direct PP+ —4=0

paraleld cu ara Ox gi de curbd directoare 7y : Thy+tz—1=0
f(z,y,2) =0

9@y, 2) = 0 si un punct V(a,b, c).

Fixadm o curba in Ej3, v : {

Definitia 7.7.3 Suprafata generatd prin miscarea generatoarei g care trece prin
punctul fix V, numit varf si se sprijind pe curba datd v se numeste suprafata
conica.Curba vy se zice curba directoare a suprafetei.

Teorema 7.7.2 O suprafata conica X pentru care varful V' are coordonatele

date de sistemul: { Q(z,y,2) =0 si curba directoare y : { ( T ) =0 are
R(z,y.2) =0 S
ecuatia carteziana
P Q
@(Eaﬁ) =0, (15)

unde ¢ este o functie bine precizatd in x, y, z (¢ : D C R® — R, (z,y,2) —

(P(l’,y@) Q(z,y,2)

R(2,y,2)’ R(2,y,2)
Y, 2.

)), tar P, @, R sunt functii polinomiale de gradul intdi in x,

Demonstratie. Multimea dreptelor g care trec prin V si care nu apartin plan-
ului R(z,y, z) = 0 este la intersectia a doud plane din fasciculele de plane deter-
minate de dreapta de intersectie a planelor P(z,y,z) = 0 cu R(z,y, z) = 0 si, re-
P(z,y,z) — AR(z,y,2) =0

Q(Iaya Z) - MR(xaya Z) =07
cu A\, 1 € R. Conditia ca g si se sprijine pe curba v se obtine eliminand pe =z,
y, z Intre ecuatiile sistemului format cu ecuatiile lui g si ale curbei  (sistem ce
trebuie s& fie compatibil). In urma eliminérii obtinem ecuatia oA\ 1) = 0 sau

(£, 9)=0. =

spectiv Q(z,y, z) = 0cu R(x,y, z) = 0, adicd g : {
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Exemplul 7.7.2 Sa se determine ecualia suprafetei conice de varf 0(0,0,0) si
22 4+ y® = R?,

de curba directoare cercul v : {
z=a, a>0.

Rezolvare:
In acest caz f(x,y,2) = 2® +y> — R?, g(x,y,2) = 2 —a. Varful V este
=0
dat de sistemul ¢ y =0 , adicd generatoarele g care nu apartin planului zOy
z=0
iy r—Az=0 ‘ o ‘ .
(z = 0) au ecualiile g : Yz =0 tar prin eliminarea lui x, y, z intre
aceste ecuatis si ecuatiile lui v se obtine suprafata conicd ¥ : x? +y? = 5—522,
A ar 2
deoarece mai intdi p(\, p) = N\ + p?— % =0 sau gp(%, %) =0.

Exercitiul 7.7.2 Aceeasi cerintd pentru suprafata conica de varf V(1,0,—1)
2 +y2+22-1=0

st curba directoare vy : { 9y —1=0

Definitia 7.7.4 O suprafata care poate fi generata prin rotirea unei curbe v,
zisa curba directoare, in jurul unei drepte fize d, numitd axd de rotatie, se
numegte suprafatd de rotatie.

Teorema 7.7.3 O suprafata de rotatie ¥ care are ava de rotatie d : " =

Y=¥0 — 2220 o} curba directoare 7y : { f(2,y,2) =0 are ecuatia carteziand
m n g(x,y,2) =0
F((z —20)* + (y — 90)* + (2 — 20)*, lx + my + nz) =0, (16)

unde F' este o functie ce se determind.

Demonstratie. Din definitie rezultd ca orice punct M (z,y, z) de pe curba v se
migca intr-un plan 7 perpendicular pe axa d de ecuatie, 7 : lz + my + nz = pu,
w1 € R si va descrie un cerc G (zis cerc generator) care apare ca intersectia din-
tre planele i sferele S : (x—20)2+(y—y0)?+(2—20)% = A*, A > 0, cu centrul in
(= 20)? + (y — 90)* + (2 — 20)* = A%,
lx +my+nz = p.

Cum cercul G se sprijind pe curba v trebuie ca sistemul format cu ecuatiile
lui G si v sa fie compatibil. Eliminand pe x, y, z intre ecuatiile acestui sistem
rezultd conditia de compatibilitate F(A\%, 1) = 0, adicd F((x —x0)?+ (y — o) +
(2 —20)%lz+my+nz)=0. m

punctul My (zo, Yo, 20) € d, adicd G : {

Exemplul 7.7.3 Sa se determine ecuatia carteziand a torului, care este suprafata

descrisa de un cerc care se roteste in jurul unei axe aflate in planul cercului.
Rezolvare:

(r—a)?+y>+22=R?

y=0

situat in planul xOz i axa de rotatie o luam ca fiind axa Oz. Atunci cercul

Fie ~ : , a > R, cercul cu centrul pe axa Ox
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22y 422 =\
2=

2
itate a sistemului format din ecuatiile lui G si vy, (\/ N2 — a) +u? = R2.

generator este G : { $t astfel rezulta conditia de compatibil-

2
Prin eliminarea lui \ si pu obtinem ecuatia torului (\/:172 +y2 — a) +2%2 = R?,
adicd (22 +y? + 22 + a® — R?)? = 4a?(2® + ¢?).

Observatia 7.7.1 Sa observam ca torul este o suprafata de rotatie care nu este
o cuadrica!

Exercitiul 7.7.3 Aceeasi cerintd pentru suprafata de rotatie obtinuta prin rotirea
2
Yy =2z

in jurul azei Ox.
z=0

parabolei y : {

7.8 Probleme propuse spre rezolvare

1. Fie cuadrica I' : xy — 3zz + 4yz — 3 = 0.
a) Studiati natura acestei cuadrice;
b) Studiati problema centrelor pentru T’
¢) Determinati generatoarele rectilinii ale lui T" care trec prin punctul
Mo(1,1,2).
2. Fie cuadrical : 22 +4%+2%2 —5x—4y—42z = Osi planul 7 : x+2y—2z = 0.

a) S& se arate ci I este o sferd. Determinati centrul acestei sfere gi raza
sa;

b) S4 se arate c& I' N 7 este un cerc real 7. Determinati centrul acestui
cerc si raza sa;

c) Calculati distanta de la punctul A(1,2, —1) la dreapta tangenta la cercul
v =TI N7 in punctul O.

3. Fie conica v : 422 + 122y + ay? + 6z + 9y + 2 = 0.
a) Calculati §, A. Discutie dupd « € R;

b) Sa se determine « astfel incat conica 7 s& reprezinte doud drepte.

4. Se da conica I' de ecuatie:

z? —bry+ 4y’ + x4+ 2y —3=0.

a) S& se calculeze §, A;
b) S& se scrie ecuatia tangentei la conicd in punctul de coordonate (1,1);

c) S& se determine ecuatia canonicd a conicei v gi reperul natural atagat.
Recunoasteti conica.
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10.

. Fie cuadrica I' : 22 4 3% 4 522 — 6xy + 222 — 2yz — 4o + 8y — 122+ 14 = 0.

a) S& se calculeze §, A;
b) S4 se determine coordonatele centrului C' al cuadricei T’

¢) S& se aducdl la forma canonicd ecuatia cuadricei gi si se recunoascd
cuadrica. Precizati reperul natural atagat lui I'.

. Fie hiperboloidul cu o panza:

[\
V)

< Y
9
si punctul My (3,2, —1).
a) Si se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii care trec prin Mpy;

b) S& se calculeze méasura unghiului dintre aceste generatoare.

Fie paraboloidul hiperbolic de ecuatie:
2?2
Z 72—,
9 4

si punctul M (0,2, —1).

a) Si se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii care trec prin Mpy;

b) S& se calculeze masura unghiului dintre aceste generatoare.

. Fie cuadrica I' : 22 4+ y? 4+ 42% + 22y + 4wz + 4yz — 62 + 1 = 0.

a) Este T' o cuadrici nedegenerati?
b) Rezolvati problema centrelor de simetrie pentru I';

¢) Determinati ecuatia canonicd si reperul natural pentru I'. Recunoasteti
cuadrica I'.

. a) S4 se scrie ecuatiile planelor tangente la elipsoidul E : 22 +3% 4222 —1 =

0 care sunt paralele cu planul 7 : x —y+ 2 —1=0;

b) S se scrie ecuatiile planelor tangente la cuadrica I : 222 + 5y? + 222 —

2zy + 6yz — 4x — y — 2z = 0 care contin dreapta d : { ;lx_z 551 0: 0
. . Cl T R
Fie hiperbola (in spatiu) h:q o2 0b2 .
z =

a) S4 se scrie ecuatia suprafetei de rotatie obtinutd prin rotirea hiperbolei
h in jurul axei Ox;

b) S4 se scrie ecuatia suprafetei de rotatie obtinuté prin rotirea hiperbolei
h in jurul axei Oy.
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11. S4& se scrie ecuatia suprafetei cilindrice avand curba directoare

2 2
ety t2e—-y=0 Cao—1 _
v { si generatoarele paralele cu dreapta d : = =

z=0

12. S& se scrie ecuatia suprafetei conice cu varful V(—1,0,1) gi avand curba
2
y° = 2px

=0 , cu p > 0 fixat arbitrar.

directoare 7 : {
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Capitolul 8
Curbe in plan si in spatiu

Fixim un reper cartezian ortonormat R = {O;i,7,k} in F3 (sau R = {O0;1,5}
in EQ)

Din momentul in care am fixat un reper cartezian ortonormat in spatiul
Ej3, orice punct M € Fj3 se identifici cu tripletul (z,y,2) € R?, format cu
coordonatele punctului fatd de reperul considerat. De asemenea, orice punct
M € Ej3 se identifica cu vectorul sau de pozitie OM = xi + yj + zk € V3. Prin
urmare, putem identifica E3 cu R3, din punct de vedere topologic (chiar metric,
deoarece spatiile au aceeasi distantd) sau putem identifica V3 cu R3, din punct
de vedere algebric si topologic (sunt spatii vectoriale izomorfe si izometrice).

De fapt, in continuare vom considera ci R3 este modelul aritmetic al
spatiului punctual euclidian Fs, raportat la un reper cartezian ortonormat
R = {O;f, E,E} si cd R? este modelul aritmetic al spatiului vectorial al vec-
torilor liberi V3 asociat lui E3. O situatie similard avem pentru R? si planul
euclidian.

8.1 Drumuri parametrizate. Parametrizare nat-
urala. Drumuri echivalente

Definitia 8.1.1 Fie I C R un interval deschis (sau, uneori, inchis, semiinchis
sau o reuniune de intervale). Se numeste drum parametrizat de clasd C*
(k > 1) in spatiu (sau in plan) o aplicatie o : I — R3(sau o : I — R2, in
cazul plan), t € I = a(t) = (x(t),y(t),2(t)) (saut € I = a(t) = (x(t),y(t)),
in cazul plan), de clasa C* (k > 1) pe I, adici fiecare dintre functiile scalare
tel S a),telby),telS 2(t) sunt derivabile de k ori I si derivata
de ordinul k este continud pe I (analog, pentru cazul plan).

Vom nota un drum parametrizat prin (I, o = a(t)).
Multimea de puncte () = {a(t) = (z(t),y(t),z(t)) |t € I} C R? se nu-

megte suportul (sau imaginea) drumului parametrizat .

151



152 CAPITOLUL 8. CURBE IN PLAN SI IN SPATIU

Spunem c& un punct My € Es, de coordonate (xo,yo, 20) relativ la reperul
R, se afld pe suportul drumului parametrizat (I, = «(t)) dacd existd to € I
aga incat a(to) = (2o, Yo, 20). Vom scrie My € a(I) sau My = a(ty).

Ecuatiile

a(t)
y(t) , tel, (1)
2(t)

se numesc ecuatiile parametrice ale drumului «, iar ¢ € I se zice para-
metru (sau coordonata curbilinie).

Dacé consideram aplicatia vectoriald @ : ¢t € I — a(t) = OM = z(t)i +
y(t)j + 2(t)k € V3, atunci ecuatia

T
Y
z

a=ua(t), tel, (2)
se numeste ecuatia vectoriala a drumului a.

Definitia 8.1.2 Un drum parametrizat (I, = a(t)) se numeste nesingular
(sau ordinar, sau regulat) daca

(@(0)° + (O + (@) £0, Vel
adicd @ (t) = 2 (t)i + y'(t)] + 2'(t)k # 0, pentru orice t € I.

Un punct M = a(ty), to € I, al drumului pentru care @' () = 0 se numeste
punct singular. Altfel, daci @' (tg) # 0, spunem c& M este un punct ordinar
(sau regulat).

not da

Vectorul @ (tg) = %¥(to) se numeste vectorul viteza (sau vector tan-

gent) la drumul parametrizat (I, = «(t)), in punctul M = «(tg).

Definitia 8.1.3 Fie drumul parametrizat (I, @ = «a(t)). Un punct M € a(I) se
numeste punct simplu dacd existd o singurda valoare to € I astfel ca M = «a(tp).
In caz contrar, dact existi doud, trei sau, in general, mai multe valori distincte,
atunci punctul M se numeste punct dublu, triplu, respectiv multiplu.

Definitia 8.1.4 Daci « : [a,b] — R? (sau R?) este un drum parametrizat de
clasi C* astfel ca a(a) = a(b), atunci spunem ci drumul o este inchis.

Exemplul 8.1.1 1) Fie® = li+mj+nk un vector liber nenul i Mo (zo, yo, 20) €
E3 un punct fizat. Aplicatia vectoriala @ :t € R — @(t) = OM = (zo + tl)i +
(yo +tm)j + (20 + tn)k € V3 defineste un drum parametrizat (R, = a(t)) de
clasa C°°, care are drept suport chiar dreapta d determinatda de punctul My si
vectorul director v. Cum &' (t) = T # 0, rezultd cd drumul o este nesingular.
Se observa ca gi drumul parametrizat (R, 1 = a1(t)) de clasa C*, definit prin
a1 (t) = (zo+t31)i+ (yo+t3m)j+ (20 +t3n)k, are ca suport tot dreapta d determi-
natd de punctul My si vectorul director v (justificarea-tema!), dar @) (t) = 3t*v
gi astfel @y este un drum cu un punct singular P = «1(0). Deci &y este un
drum diferit de drumul @, desi au acelasi suport.
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2) Drumul oy : [0,27] — R?, ay(t) = (Rcost, Rsint) este un drum inchis,
nesingular in plan, de clasa C'*° cu suportul chiar cercul cu centrul in originea
reperului §i raza R, iar drumul ag : [0,27] — R2, ag(t) = (Rcos2t, Rsin 2t)
este tot un drum inchis, nesingular, de clasa C*° cu acelasi suport.

Este clar cd existd drumuri parametrizate diferite (de aceeasi clasi sau nu)
care au acelagi suport sau nu. Din acest motiv ne intereseaza cum putem com-
para si relationa doud drumuri parametrizate de aceeasi clasa care sa aiba acelasi
suport.

Definitia 8.1.5 Doud drumuri parametrizate de clasa C*, aq : I — R? i
as : J — R3, se numesc echivalente (si cu aceeasi orientare) dacd existd
o functie ¢ : I — J de clasi C*, bijectivi (si strict crescatoare) astfel ca a; =
Qg 0 .

Functia ¢ se zice schimbare de parametru. Evident cd si inversa ¢~

J — I este de clasi C*, strict crescatoare §i ag = oy 0 1.

1.

La exemplul 2) de mai sus schimbarea de parametru (de clasd C°°) este
¢ :[0,27] — [0,27], p(t) = 2t. In general, avem:

Propozitia 8.1.1 Doua drumuri parametrizate (I, a1 = aq(t)), (J, aa = aa(7))
de aceeasi clasi care sunt echivalente (nu neapdrat $i cu aceeagi orientare) au
acelasgi suport.

Demonstratie. a;() = (agop) (I) = az(o(I)) = az(J). =
Reciproca nu este intotdeauna adevaratd! A se vedea exemplul 1) de mai
sus.

Exercitiul 8.1.1 Aratati ca dacd (1,01 = a1(t)) gi (J,aa = as(7)) sunt doud
drumuri parametrizate echivalente (nu neapdrat §i cu aceeagi orientare), iar
unul dintre drumuri este mesingular, atunci gi celalalt drum este nesingular.
(Indicatie: A se folosi relatia @) (t) = ¢'(t)ah(p(t)), de la derivarea functiilor
compuse).

Definitia 8.1.6 Un drum parametrizat (1,8 = ((s)) se zice drum cu para-
—
Bs)
lungimea 1 in orice punct al drumului. In acest caz, s se numeste parametru
natural.

metrizare naturald daca =1, Vs € I, adica vectorul vitezda are

Avand in vedere notiuni clasice de analizd matematica, putem da definitia:

Definitia 8.1.7 Fie (I, = a(t)) un drum parametrizat de clasa C* (k > 1).
Pentru orice t1, to € I numarul real pozitiv

/ @ )] dt| = / V@ ®) + ) + (1)t 3)

se numeste lungimea drumului « intre punctele My = a(t1) gi My =

a(tz), notata prin Ly, sau Lmz.
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Daci « : [a,b] — R3 si integrala f @’ (s)|| dt existd si este finitd, atunci

drumul se zice drum rectificabil. Din anahza matematica se cunoagte ca daca
« este de clasd CF, k > 1, pe [a, b], atunci drumul « este rectificabil.

Propozitia 8.1.2 Daca (I,5 = [(s)) este un drum cu parametrizare naturald
gt daca 0 € I, tar s > 0, atunct valoarea lut s coincide cu lungimea drumului de
la My = B(0) la M = 5(s).

= |[F@] |-
Datorita acestui rezultat parametrul natural s se mai numegte abscisa cur-
bilinie a punctului M = 3(s) pe drumul g fatd de "originea” My = 3(0).

Demonstratie. L f lds|=|s—0/=s. ®

Propozitia 8.1.3 Doua drumuri echivalente (I,aq = ay(t)), (J, a2 = aa(7))
au aceeast lungime intre punctele care se corespund.

Demonstratie. Dacd ¢ este schimbarea de parametru i 71 = ¢(t1), 72 =

fll ()] dt| = fnaaw(t)) ()ldt| = |f|| ) dr

o(t2), atunci Ly, =

iz W

Propozitia 8.1.4 Orice drum parametrizat (I, = a(t)) de clasa cel putin C*
este echivalent si are aceeasi orientare cu un drum cu parametrizare naturald.

Demonstratie. Fixdm ¢y € I si definim functia ¢ : I — R, (¢ f [ ()| dr.

Evident cé ¢ este o functie derivabild si strict crescatoare (¢’ ( )= ||a ®)] >0,
Vt € I), iar cum J = ¢(I) este un interval si existd ¢! : J — I, putem defini
B:J — Es, prin 8 = ao ¢! Este usor de viizut ci (J,3 = ((s)) este un
drum parametrizat de clasa drumului «, iar functia ¢ este o schimbare de para-
metru, s = ¢(t) (sau p~1(s) =t). Mai mult, Bl( )y =a'(p71(s)) - ((p_l)/ (s) =
a’(@*l(s))-m = @'(t)-f(t) =o' (1) ol (t)” gi astfel avem ca Hﬁ (s )H =1,
pentru orice s € J. In final, cum o = 0 ¢ avem ci drumul « este echivalent si
are aceeagi orientare cu drumul cu parametrizare naturald 5. m

Exemplul 8.1.2 1) Fie ay : [0,7] — R2%, ay(t) = (Rcost,Rsint) §i oo :
[-R,R] — R?, as(z) = (—x,VR?>—22). Cum ¢ : [0,7] — [-R,R] , ¢(t) =
—Rcost este deriwabila, strict crescatoare, bijectiva, adica este o schimbare de
parametru, tar a; = ag 0 @ rezultd ca drumurile oy §t aie sunt echivalente si cu
aceeasi orientare. Suportul lor comun este chiar semicercul superior al cercului
de centru O si raza R.

2) Drumurile oy : [0,27] — R?, «y(t) = (Rcost, Rsint) gi as : [0,27] —
R?, as(u) = (R cos3u, Rsin3u) au aceeasi imagine (suport), {(z,y)|z? + y* = R?}
- cercul de centru O gi raza R, dar nu sunt echivalente chiar dacd avem oy =
ag 0@, unde ¢ : [0,27] — [0,27], u = @(t) = &, deoarece ¢ nu este surjectivi
gi deci nu este o schimbare de parametru.
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8.2 Definitia curbei. Moduri de reprezentare

Definitia 8.2.1 O submultime C C E3 (sau C C E3) se numeste curbd in
spatiu (in plan) daca pentru orice punct a € C existd un drum parametrizat de
clasa C*, nesingular, (I, = a(t)), unde I C R interval deschis, si o vecindtate
V a lui a astfel ca o(I) =V N C, dar aplicatia « : I — «(I) sa fie bijectiva cu
inversa continud (adica sa fie un homeomorfism,).

Observatia 8.2.1 Definitia data aici permite sesizarea imediatd a faptului ca
o curbd este o varietate diferentiabila de dimensiune 1. Cu alte cuvinte, o curba
C' coincide local cu suportul unui drum parametrizat (I, = «(t)) nesingular,
drum care se numeste parametrizare locald a curbei C in vecinatatea lui
a€C.

Definitia 8.2.2 Curba C' se numesgte curba simpla dacad existd un drum para-
metrizat (I, = a(t)) de clasa C* asa incdat o(I) = C.

Pentru o mai profunda intelegere a notiunii de curbéd prezentdm teorema
urmatoare:

Teorema 8.2.1 a) Fie C C E3 o curba. Dacaa € C iV C E3 este o multime
deschisa care contine punctul a, atunci orice doud parametrizari locale ale lui
C, (I,a=a(t)), (J,=0(1)), cu VNC = a(I) = B(J) sunt echivalente.

b) Daca (I, = «a(t)) este un drum parametrizat nesingular, atunci pentru
orice to € I existd o vecindtate J C I a lui ty asa tncdt C = «(J) sa fie o curba
simpla.

Demonstratie. a) Definim ¢ : I — J prin ¢ = 8~ 'oa. Dacit dovedim c& ¢ este
o schimbare de parametru, atunci rezulta céa cele doud drumuri sunt echivalente
(pentru cd o = o).

Mai intai s8 observam ci ¢ este bijectivd, deoarece a: [ — a(I) i f:J —
B(J) sunt bijective. Rimane sa ardtim ci ¢ si ¢! sunt derivabile.

Fie tg € I, arbitrar fixat. Fie 7o = p(to) € J. Deoarece drumul (J, 8 = 8(7))
este nesingular, adica B () = 2/ (7)i+y/(7)j + 2/(7)k # 0, V7 € J, atunci avem
cd B/(To) # 0. Dacd presupunem ci z’(1¢) # 0, atunci aplicand Teorema
functiei inverse (notand z(79) = o) avem c4 existd o vecinatate U C J a lui 79,
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o vecindtate V a lui g si o functie bijectiva f: V — U cu f si f~! derivabile
aga incat ecuatia z = z(7) sd aibd solutia 7 = f(z). Atunci 8(f(V)) = 8(U) =
C N D, unde D este o vecindtate a punctului (z(7¢),y(70),2(70)). Deoarece
B(r) = (x(7),y(7), 2(1)), Vr € J rezultd c¢& Vo € V avem S(f(x)) = (z,v, 2)
si astfel 571 (z,y,2) = f(x). Atunci, in vecinitatea o' (B(f(V))) a lui to =
0 (19), functia @(t) = B (a(t)) = f(z(t)) este derivabili deoarece este o
compunere de functii derivabile. Cum ¢ este derivabild in vecindtatea lui tg si
to este arbitrar ales in I, atunci rezultd c& ¢ este derivabils pe I, iar ¢! este
derivabila pe J.

b) Fie a(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € I. Fixdm to € I, arbitrar. Cum @ (ty) # 0
avem, de exemplu, 2’ () # 0 si atunci conform Teoremei functiei inverse rezultd
cd ecuatia x = z(t) admite solutia f = f(z) cu f derivabild intr-o vecindtate
Valu zg = x(to) iar f(zg) = to. Fie U = f(V). Atunci f : V — U este
bijectivit si f, f~' sunt derivabile. In plus, stim c& f~! : U — V, t — x(t),
aly V. — a(U), z(t) — (x(t),y(t), 2(t)) sunt bijectii continue astfel incat
a = aly o f~1 este de asemenea continud. Deci a(U) este o curbd simpld. m

In concluzie, orice curbi este local suportul unui drum parametrizat nesin-
gular, unic determinat pana la o schimbare de parametru.

Avand in vedere cé orice doud parametrizari locale, cu acelagi suport, ale
aceleiagi curbe sunt echivalente, teorema de mai sus permite definirea unei curbe
ca o clasi de echivalentd a unui drum parametrizat. Aceastd definitie nu coincide
cu definitia curbei ca o varietate diferentiabild unidimensionald, introdusi la
inceputul sectiunii.

Definitia 8.2.3 Se numeste parametrizare locala naturala pe o curba alegerea
unui drum parametrizat (I, o = a(s)) cu proprietatea ci ||&'(s)|| =1, Vs € I. s
se numeste parametru natural pe curba.

Avand in vedere ci orice drum parametrizat de clasi cel putin C! este echiva-
lent cu un drum cu parametrizare naturald rezulta:

Propozitia 8.2.1 Orice curba admite o parametrizare locald naturala.

Definitia 8.2.4 Fie C o curbd in spativ (sau tn plan). Atunci:

a) curba C se numeste inchisa dacd este reprezentata de un drum parame-
trizat inchis, adica existd o : [a,b] — R3 (sau R?) un drum parametrizat de
clasa C1, nesingular, astfel ca a(a) = a(b).

b) dacd existd doud drumuri parametrizate oy : [a,b] — R? si ag : [b,¢] —
R3 asa incat ai1(b) = ao(b), atunci drumul o : [a,¢] — R?2, definit prin

ai(t), te€la,b]
a(t) :{ as(t), te (bd
drumuri, iar C'= C1UCy este o curba obtinuta prin juxtapunerea curbelor sim-
ple C1 = a1 ([a,b]) i Cy = as([b, c]).

¢) curba C este o curba fara puncte multiple daca orice drum parame-
trizat ce o reprezintd (local) este un drum format numai din puncte simple.

d) curba C se numeste curbd rectificabila daca este reprezentatd de un
drum rectificabil. Lungimea comund a drumurilor echivalente ce definesc curba
C' se numeste lungimea curbei C'.

este numit jurtapunerea (sau lipitura) celor doud
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e) se numeste drum parametrizat nesingular pe portiuni (numit si
drum neted) un drum obtinut prin jurtapunerea unui numar finit de drumuri
parametrizate nesingulare. O curba C se zice curbd nesingulara pe portiuni
(sau netedd) dacd este reprezentatd de un drum parametrizat nesingular pe
portiuni.

In continuare vom prezenta si alte moduri de a defini o curba in spatiu (sau
in plan), numite moduri de reprezentare a curbelor.

8.2.1 Curbe in plan

O curba C se numesgte curba plana (sau in plan) dacd exisd un plan in spatiu
care contine curba C.

Alegem reperul ortonormat cartezian in spatiu Ozyz aga incat planul curbei
sd fie chiar planul zOy. O curbd plana poate fi data parametric, explicit, implicit
sau in coordonate polare.

1) Reprezentarea parametricd

Reamintim (din definitia curbei) c& o curba C este reprezentatd parametric
dacé pentru orice punct al sdu existd o vecindtate in care curba este suportul
unui drum parametrizat (I, « = «(t)). Avem astfel ecuatiile parametrice

x = x(t) )
{y:y(t) , tel. (1)

Exemplul 8.2.1 a) Cercul de centru O si raza R are ecuatiile parametrice:

z = Rcost
{ y = Rsint ’ t €0, 27].
. . = st ) )
b) Ecuatiile parametrice: { z_ lC)LsCi(r?t . t € [0,27], reprezintd elipsa de

semiaxe a, b, pe ecuatia canonica.

x = R(t —sint)

y = R(1 —cost) ’
cloida, adica curba pland descrisd de un punct fizat pe un cerc de razi R,
care se rostogoleste fara alunecare pe semiaxa Oz pozitivd incepdnd din pozitia
nitiald cu centrul cercului pe azxa Oy.

¢) Ecuatiile parametrice: { t € [0,00) , reprezinta ci-

2) Reprezentarea explicita

Fie functia f: I — R, de clasd C'. Graficul ei Gy = {(z, f(z))|z € I} este
=1
y=1r
curbe de tipul C : = g(y), unde g : J — R, de clasd C', cu parametrizarea

z=9() ,.;
y=t 7’ '

o curba simpla, cu parametrizarea { ) t € I. Uneori se intalnesc si

Exemplul 8.2.2 Curba datd explicit prin y = f(z), unde f(z) = e~ , este
clopotul lui Gauss.
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3) Reprezentarea implicita
Fie D C R? o multime deschisi, F : D — R de clasia C'si T' = {(x,y) €
DI|F(x,y) = 0}. In general multimea T’ nu este o curba. Dacd insd, pentru orice

punct (zo,y0) € D avem cd (%—f(mo,yo)7 %—5(9607310)) # (0,0), atunci multimea

I" este o curba, iar ecuatia

F('T7y) =0, (xvy) €D (4)

se numeste ecuatia carteziana implicita a curbei plane T'.

Intr-adevir, dacd intr-un punct (zo,yo) € D avem, de exemplu, %—Z(mo, Yo) #
0, atunci aplicaAnd Teorema functiilor implicite avem c& existad o vecindtate V' C
D a punctului (zg,%0) si o functie ¢ : I — R, de clasd C!' (I fiind un interval
real deschis ce contine pe x) asa incat y = o(x), yo = ¢(zo) si F(z,p(x)) =0,
Vz € I. Eclar cAT'NV = {(z,¢(z))|z € I} este o curbi. Deci, local, putem gési
un drum parametrizat ce reprezinta local pe I'. Reciproc, daca o : [ — Fs este
un drum parametrizat cu «(t) = (z(t),y(t)) si in vecindtatea unui punct tg € I
putem elimina pe t intre ecuatiile parametrice x = z(t), y = y(t), obtinand
ecuatia F(x,y) = 0, atunci acesta este ecuatia unei curbe plane cu suportul
inclus in T'.

Exemplul 8.2.3 Cercul cu reprezentarea implicitd (x—x¢)?+(y—yo)?—R? = 0,
are doud reprezentari explicite y = f(z) = yo £ \/R? — (x — 20)?, © € [xg —
. .. | x=29+ Rcost
R, xo + R] si reprezentarea parametrici y = yo+ Rsint t € [0, 2n].

4) Reprezentarea in coordonate polare

Fie f : [01,02] — R, o functie derivabild si cu valori pozitive, iar (p,6)
coordonatele polare in plan (z = pcosf, y = psinf). Fie T' = {(6,p)|p =
f(0), 0 € [01,02]} € R% Multimea I' este o curbd plani cu parametrizarea
locald © = f(6) cosd, y = f(0)sinb, 6 € [01,05]. Atunci, in coordonate polare,
curba I' are ecuatia

p=f(0), 0 €[01,0s]. (5)

Exemplul 8.2.4 Curba de ecuatie p = k6, 6 > 0, (k > 0, fizat) se numeste
spirala lui Arhimede. Trifoiul cu patru foi are ecuatia p = asin26, 6 €
{0 € R|sin20 > 0}, (a > 0, fizat).

8.2.2 Curbe in spatiu (curbe strambe)

1) Reprezentarea parametrica

Ca si in cazul curbelor plane, o curbd C in spatiu (zis8 si curba straémba)
este reprezentatd parametric daca pentru orice punct al sau exista o vecinatate
in care curba coincide cu suportul unui drum parametrizat (I, « = «(t)).
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Exemplul 8.2.5 a) Suportul drumului o : R — R3, a(t) = (acost,asint,bt),
a, b >0 este o curba numita elice cilindrica.

x = t?
b) Curba data prin ecuatiile parametrice y=c¢et ,t € R, reprezintd o
z=1

curbd netedd in spatiu.
2) Reprezentarea implicita

Fie D C R? o multime deschisd si F, G : D — R doud functii de clasi C*
pe D. Fie

In general multimea T' nu este o curba. Daca insa, pentru orice punct
(z0, Y0, 20) € D avem ci matricea jacobiand

OF 9F OF

0 0 0 A

J=| §& 5¢ 5 in punctul (xo, Yo, 20)
ox oy 0z

are rangul doi, atunci multimea I' este o curba in spatiu, iar ecuatiile
F(z,y,2) =0
{Eora20 . @unen ©)

se numesc ecuatiile carteziane implicite a curbei T'.
Intr-adevér, conform Teoremei functiilor implicite, pentru orice (zo, Yo, 20) €
D existd o vecindtate V' C D a lui (xg,yo,20) astfel ca T NV si fie o curba,

9F  OF
< . < D(F ¢
deoarece daca admitem ca D((y’f)) (z0,90,20) = | §% S& este nenul,
9 92 |(20,y0,20)

atunci existd o vecinitate V a lui (wg,%0,20) si functiile reale de clasa C?,

RN y = f(z), z % 2 = g(z), definite pe o vecindtate I a lui z, aga incat
NV ={(z, f(z),9(x))]x € I}.

De fapt, in vecinatatea I a lui xy avem

D(F,G) D(F,G)
! D(Z)x) ! D(w)y)
Y= DwrEe) * T DEG)

D(y,2) D(y,z)

Definitia 8.2.5 Un punct (zo,y0,20) € D se zice punct critic (sau punct
singular) al curbei daca rangul matricei jacobiene J in (o, Yo, z0) este < 2.

Portiunea I' N V' din vecindtatea punctului nesingular (xq,yo,20) poate fi
privitd in mai multe moduri:

a) fie ca intersectie de doud suprafete cilindrice;

b) fie ca suportul drumului parametrizat o : I — R3, a(t) = (¢, f(t), 9(t)),
tel,
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¢) fie ca graficul aplicatiei b : I — R?, h(z) = (f(z), g(x)), caz in care TNV
este o curba simpla si nesingulara.

Deci, I" apare ca o reuniune de curbe simple si nesingulare, eventual cu unele
puncte critice.

Observatia 8.2.2 Daca ' C E3 este o curbad in spatiu datd prin parametrizarea
x = z(t)
y=y(t) ,t €1, gi dacd pentru un ty € I avem z'(ty) # 0, atunci Teo-
z = z(t)
rema functiei inverse ne asigurd cd ecuatia x = x(t) admite solutii t = t(x)
intr-o vecinatate Iy C I a lui tg. Astfel, in vecinatatea I curba T' apare ca
intersectie a doud suprafete cilindrice y = y(x), z = z(x) gi spunem cd, in
vecindtatea lui tg, s-a trecut de la reprezemtarea parametrica la reprezentarea
carteziand. Mai general, dacd existd o functie ¢ : R3 — R2, ¢ = (F,G)
asa incat F(x(t),y(t),z(t)) =0, G(x(t),y(t),z(t)) = 0, Vt € I, atunci sistemul

F(z,y,2) =0 v =a(t)
{ i contine ecuatiile carteziene ale curbeil : { y=y(t) ,tel.
G(z,y,2) =0 z = 2(t)

Exemplul 8.2.6 a) ' = {(z,9,2) € R3|2?2 +y? —a? =0, y? + 22 —a® = 0},
a > 0, este o curba neteda in spatiu datd ca intersectie de doi cilindri.

b) T ={(z,y,2) € R3|z? + 4? + 2% — 2ax — 2by — 2cz +d = 0, Az + By +
Cz+ D =0}, unde a®> +b*>+c* —d >0, A2+ B?>+C? >0 gi %\/%Z?I <
Va? + b2+ c2 —d, este o curbd neteda in spatiu numitd cerc in spatiu, dati
ca intersectia dintre o sferda gi un plan.

2 +y?=1 L . .
c) T este tot un cerc in spatiu §i coincide cu imaginea

z=2
drumului parametrizat o : [0,1] — R?, a(t) = (t,v/1 —12,2), Vt € [0, 1].
. . . g(x,y,z) =0 1 —
d) Conica (din planul ) , ~ : { Av+ By+Cz+D =0 apare ca inter

seclia dintre caudrica ¥ : g(x,y,2) =0 gi planul 7 : Az + By+ Cz+ D = 0.
e) T ={(2,y,2) € R}a2+1> — 22 =0, 2— e % =0} este o curbi netedi
in spatiu de ecuatii parametrice x = e cost, y = e'sint, z = et, t € R.

8.3 Tangenta si normala. Planul normal

8.3.1 Cazul curbelor plane

Fie T' o curba plani parametrizatd, I' = «(I), unde o : I — R? a(t) =
(x(t),y(t)), este un drum parametrizat de clasi C'. Fie P = «(t) un punct
regulat al curbei I'.

Definitia 8.3.1 Dreapta care trece prin punctul requlat P si are ca vector di-
rector pe @ (t), vectorul vitezd, se numeste tangenta la curba T' in punctul
P, iar dreapta care trece prin P si este perpendiculard pe tangentd se numeste
normala curbei I' in punctul P.
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Prin urmare, tangenta (notatd 7T') i normala (notatd N) la curba pland I’
in punctul P(x(t),y(t)) au ecuatiile:

cz—a(t)  y—y(d)
FI O ™

N2 (t)(x—x(t) + ¥ (1) (y — y(t)) = 0. (8)

Observatia 8.3.1 Dacd punctul P = a(t) este un punct singular de ordinul m
(m € N*) al curbei T', adici @ (t) = --- = @™ V(t) =0 g @™ (t) # 0, atunci
tangenta st normala la T’ in P au ecuatiile

r—xt) y-y@

T : = s v
m(m) (t) y(m) (t) ( )

Ny = 2™ (t) (2 — 2(1) + 4™ (£)(y — y(t)) = 0. (8)

Daci curba pland T' este datd explicit prin y = f(z), x € I C R, unde
f € C(I), atunci tangenta in punctul P(zo, f(z0)) are ecuatia y — f(x¢) =
f/(zo)(x — xp), iar normala in acelagi punct are ecuatia y — f(xo) = —m(m -
Io), daca f/(IEO) }é 0.

Dacé curba plani I' este datd implicit Fi(x,y) = 0, unde D C R?, deschisi,
F € CY(D) si (z0,90) € D este un punct regulat al curbei (de exemplu, daci

%(mo,yo) # 0), atunci existd o vecindtate I C R a lui x¢ si o functie f €

CL(I) astfel incat y = f(z), Vo € I si F(z, f(z)) = 0, Vo € I. Prin urmare
9L (2, f(z)) + f’(x)%—g(x,f(x)) =0, Vz € I si atunci

N - CONT)
f (.’E()) = T 9F/. ¢
?y(xoayo)

Astfel, ecuatia tangentei la T' in punctul (zg, yo) devine

oF oF
T (Jf—ﬂfo)afw(xo,yo)+(y—yo)afy($o,yo) =0, (9)
iar ecuatia normalei la T in punctul (zg,yo) este

T—% _ _Y—Y%
%(1‘0, Yo) %(fﬂo, Yo)

N :

(10)
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8.3.2 Cazul curbelor in spatiu

Fie curba I in spatiu, dat prin ecuatia vectoriald @ = a(t), @(t) = x(t)i+y(t)j+
2(t)k, t € I. Fie P = «(t) un punct regulat al curbei, adicd @' (t) # 0. Am
vazut in prima sectiune ca doud drumuri parametrizate echivalente au vectori
tangenti coliniari, in punctele care se corespund. Deci tangentele coincid, adica
nu depind de alegerea parametrizarii locale.

Definitia 8.3.2 Dreapta care trece prin punctul regulat P si are ca vector di-
rector pe @' (t) se numeste tangenta la curba T' in punctul P, iar planul care
trece prin P gi este perpendiculard pe tangenta la I' se numeste plan normal
la T in punctul P.

Prin urmare, tangenta (notatd T) gi planul normal (notat 7,,) la curba I' in
punctul P(z(t),y(t), z(t)) au ecuatiile:

ealt) y-yl) 2 =)
70 w0 20 1
mot 2 (O — o(0) + ¥ (O — y(0) + /(O — =) =0, (12)

Exemplul 8.3.1 Sa se scrie ecuatiile tangentei si ecuatia planului normal la
curbaT: =12,y =13, z=¢', t € R, in punctul My(t =1).

Rezolvare:

Cum z'(t) = 2t, y (t) = 3t2, 2'(t) = €', t € R, atunci tangenta in
M(1,1,e) are ecuatiile T : %1 %1 = =%, dar ecuatia planului normal

este2(x—1)+3(y—1)+e(z—e)=0.

SR\

o O e . F(z,y,2) =0
Daca curba I' este data implicit prin ecuatiile { Gla,y,2) =0 (z,y,2) €

D C R3, D deschisi, iar P(z0,%0,20) € ' este un punct regulat al ei (de

OF  OF
exemplu, 15((1/?2)) ot 9y 9% # 0), atunci avand in vedere ci
7 oy 0= [(z0,Y0,20)
ecuatiile F'(z,y,2z) = 0, G(z,y,2z) = 0 definesc intr-o vecinatate I a lui o pe
D(F,G) D(F,G)
y = y(z) si 2 = 2(x), iar y'(z0) = Tkas, 2'(x0) = predy-, avem cd ecuatia
D(v0:20) D(v0.20)
planului normal la T' in punctul P(zg, yo, 20) este
D(F,G) D(F,G) D(F,G)
T ———(x—2(t)+ ——5(y—yt) + ——=(z—2(t)) =0. (13
D(yo, 20) (®) D(Zoﬂfo)( (®) D(xo,yo)( ) 13)

iar tangenta la T in punctul P(zo, yo, 20) are ecuatiile

D(F.G) — DEG) — DEG)
D(y0,20) D(zo0,70) D(z0,y0)

T.x—x(t)_y—y(t) Z_Z(t) (14)
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Observatia 8.3.2 Daca I' este o curba regulata, data implicit prin ecuatiile

o ¢ J k
(.’II Yy Z) 0 ; oF oF oF
T , atunci VF x VG =| & or 3of
{ G(z,y,2) =0 [(z0,y0,20) gG 2 gg =

D(F,G) =, DFG) =, DFQ® 1 [(z0,y0,20)
D(yOZZO)Z + D(ZOZGJO)J + D(zoy,yo)k
este un vector tangent la T in punctul P(xo,yo,20) € T.

Exemplul 8.3.2 Sd se scrie ecuatiile tangentei §i ecuatia planului normal la

2,20 .2
curba T, data prin ecuatiile carteziene implicite oyt oe=0

22 —y=0 ’
(z,y,2z) € R x (0,00) x R, in punctul M(1,1,1).
Rezolvare:
g O R e <y e 2L
Sy = 72, 5 = 2z 1 57 = 2=, By = =1, 57 =0, de unde oblinem matricea

jacobiand J(z,y,2) = | 5% 8% 8% | = 4 . Punctele

S 5 B3 2z -1 0
T Jy 0z

nesingulare ale curbei sunt acelea pentru care rang J(xz,y,z) = 2. In punctul

M(1,1,1) avem J(1,1,1) = < ; :? 0 ) care este o matrice de rang 2. Deci
M(1,1,1) este un punct nesingular al curbei T gi atunci tangenta la T in punctul
M(1,1,1) este z—1 =yl 2=l adicd xQ;l = yT—l = %!
-2 2 2 1 1 =2
-1 0 0 2 2 -1

iar ecuatia planului tangent la T in punctul M(1,1,1) este 2(x —1) +4(y— 1)+
3(z—1)=0, adicd 2z +4y+ 32z —9=0.

Dacd o curbd pland sau in spatiu este datd parametric (adicd este definitd
ca o clasi de drumuri parametrizate echivalente cu aceeasi orientare), atunci
orientarea sa este datd prin parametrizare (parametrul ¢ cresciitor), iar clasa
drumurilor orientate opus d& cealdlaltd orientare pe aceeasi curbd (de fapt este
o conventie). In concluzie, admitem ci pe o curba dati T (presupunand cd
suportul ei este o multime conexd) se pot stabili doud sensuri de parcurs core-
spunzatoare masurarii parametrului ¢ pe intervalul I, pe care convenim sa le
notam cu + si —.

Definitia 8.3.3 O curba T : @ = @(t), t € I, impreund cu o alegere a unui
sens de parcurs pe ea se numeste curba orientata.

Propozitia 8.3.1 Dacd T este o curbd requlatid si o' (t) este vectorul tangent la
T in punctul P = a(t), atunci consideram sensul pozitiv al curbei sensul coerent
cu sensul vectorului tangent &' (t), cand t parcurge I. Dacd T’ are puncte singu-
lare, atunci pot exista situatii cand alegerea mentionatd nu mai este posibila.

In cazul unei curbe plane I', inchisa si nesingulara, care margineste un com-
pact in plan, putem alege acea parametrizare (in cazul cand aceasta se face
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global) aga incat versorul normalei 7 care intrd in compact si versorul tangentei
”a,Ha’ sd aiba aceeagi orientare ca xQOy. Adicd, sensul pozitiv pe o aseme-
nea curba pland este acel sens care lasa in stdnga domeniul marginit de curba
r.

=

T =

8.4 Curbura. Torsiune. Triedrul lui Frenét. For-
mulele lui Frenét

Fie (I, = «(t)) un drum parametrizat de clasd C?, in spatiu. Fie @'(t) =
' (t)i + y'(t)j + 2/ (t)k vectorul vitezd si @”(t) = 2" (t)i + y'(t)j + 2" (t)k
vectorul acceleratie in punctul P = af(t).

Definitia 8.4.1 Drumul parametrizat (I, = a(t)) se numeste biregulat daci
o'(t) x @'(t) # 0, Vt € 1, adica vectorii & (t) si @ (t) sunt necoliniari, pentru
oricet € I.

Fie doud drumuri biregulate echivalente (I, a1 = a1(t)) si (J, a2 = aa(7)).
Atunci, existd functia ¢ : I — J de clasd C2, bijectivi asa incit a; = o o .
Rezultd ca @ (t) = ¢'(t)as(e(t), @f(t) = (¢'()°a5(p(t)) + ¢ (t)as(e(t)),
Vt € I, de unde obtinem ci @) (t) x @y (t) = (¢'(t)) (@5(p(t)) x af(p(t))),
V¢ € I, sau (finand seama cd 7 = @(t))

a(t) <@ (t) = (¢'(t)° (@(r) xa5(r)), Vtelsit=pt)el  (15)

Astfel, egalitatea (15) ne aratd cd pentru drumuri parametrizate echivalente,
in punctele care se corespund (¢ si 7 = @(t)), vectorii @) (t) x @ (t) si a@h(7) X
@} (1) sunt coliniari. Deci, orice drum parametrizat care este echivalent cu un
drum parametrizat biregulat este tot biregulat.

Observatia 8.4.1 Cum orice drum parametrizat (I, « = a(t)), nesingular (deci
gi birequlat) este echivalent (si are aceeasi orientare) cu un drum cu parame-
trizare naturald (J, 8 = B(s)), deoarece existi schimbarea de parametru ¢ : I —

¢
J =), s =) = [|a(r)|dr (unde ty € I este fizat arbitrar) asa incat
to

B(s) = (aop™t)(s) = alp™(s)), Vs € J, iar HB/(S)H =1, Vs e J, rezulta ca
B/ i BN verifica (15).

Propozitia 8.4.1 Daca (J, 5 = B(s)) este un drum cu parametrizare naturala,
biregulat, atunci avem
—=/! —=/
0)B'(s) LB (s), Vs € J;

b) BN este independent de parametrizarea naturald gi

B (s(t) = ———a"(t) -

& (t)]I”

LOBAOW ©
wor (o)
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unde (I, = a(t)) este un drum parametrizat echivalent cu (J,8 = B(s)),
iar ¢ : I — J este schimbare de parametru corespunzitoare, s = s(t) = ¢(t).

_ 2
Demonstratie. a) Din Hﬁ/(s)H = p(s):- B (s) =1, Vs € J rezultd, prin

derivare, B//(s) B/(s) —|—Bl(s) ~BN(8) =0, adici B/(s) -B//(s) =0,VseJ.

b) Fie (J1,8; = B:(r)) o altd parametrizare naturald a drumului (I, =
a(t)). Rezultd cd gi drumurile (J,8 = 5(s)) si (J1,8; = B1(r)) sunt echiva-
lente, adicd existd o schimbare de parametru r = h(s), h : J — Ji, asa incat
B = Byoh. Atunci, B (s) = 1/ (s)B) (h(s)) si S>H B HB&(T)H = 1, rezulta
cd |W(s)] = 1, Vs € J. Astfel, h”’(s) = 0 si atunci, BH(S) = h”(s)B/l(h(s)) +
(W(5))* B, (h(s)) = By (h(s)) = By (r). Deci, B este independent de parame-
trizarea naturala.

Avem B = aop ! & a = Boyp, adicd a(t) = B(et)) = B(s(t)), Vt €

. — A
L. Atund, a(t) = s ®F (s(t) = [@@F (s() si @(t) = s"(#)B (s(t)) +
(s"(£))" B~ (s())-
In plus, cum (s'(¢))? = ||@ (t)||* = @ (t) - @ (), prin derivare in raport cu ¢,

obtinem 2s'(t)s" (1) = 207 (t) - &"(t) si deci, 8" (t) = S,

Acum, inlocuind in expresia lui @’ (¢) pe s”(t) si pe Bl(s(t)) = Ha’l(t)ua/(t)’
obtinem relatia (16). m

Rezultatele de mai sus ne permit sa definim alte notiuni geometrice pentru
o curbd, printre care gi aga numitii indicatori numerici (curburd, torsiune) care
permit s& distingem o curba de alta curba.

In continuare, fie o curbd I in spatiu reprezentati intr-o vecinitate a punc-
tului P € T prin drumul parametrizat (I, o« = «(t)), de clasa C?, biregulat astfel
incat P = a(to) = (z(to), y(to), 2(t0)), to € 1.

Definitia 8.4.2 Planul care trece prin punctul P = a(tg) si are vectorul normal
@' (to) x @’ (ty) se numeste plan osculator in P = «a(ty) la curba T.

Observatia 8.4.2 Avdnd in vedere egalitatea (15) constatam ca definitia plan-
ului osculator pentru o curbd nu depinde de parametrizarea locald aleasa.

Ecuatia vectoriald a planului osculator (notat m,) la curba I' in punctul
P = a(ty) este:

o (@—al(to)) - (@ (to) x @'(t)) =0, (17)

sau

o s [@—a(to), @ (to), @’ (to)] = 0. (1m)
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Avand in vedere expresia analitica a produsului mixt, obtinem ecuatia carteziani
a planului osculator la curba I' in punctul P = (z(to),y(to), 2(t0)):

z—a(to) y—y(to) z—z(to)
To ' (to) y'(to) 2 (o) =0. (17)
a(to)  y'(to)  2"(to)

Definitia 8.4.3 Se numeste vector de curburd al curbei I' in punctul P =
a(ty) € T vectorul

E(to) = B (s(to)), (18)

unde B = ao o=l (p(t) = s(t)) este un drum cu parametrizare natural
echivalent cu drumul o, s(to) = 7o.
Lungimea vectorului de curburd k(to),

h(to) = [[R(to) | = 8" (s(to))| (18)

se numegte curbura curbei T' in punctul P = a(ty), iar inversul acesteia
ﬁ se numegte raza de curburd a curbei I' in punctul P = a(ty).

Observatia 8.4.3 Avdnd in vedere rezultatele propozitiei de mai sus care ne-
a ardtat ca drumurile echivalente au parametrizari naturale echivalente, con-
statam ca definitia vectorului de curbura este corecta, adica nu depinde de para-
metrizarea locald aleasa.

Observatia 8.4.4 Curbura unei drepte sau portiune de dreapta este nuld peste
tot. Mai mult, curba reprezentatd de drumul parametrizat natural (J, 8 = 5(s))
este o portiune dintr-o dreaptd (segment de dreaptd sau semidreaptd) dacd si

. » . A . A . - —n _
numai dacd curbura ei este nuld tn orice punct. Intr-adevar, k(s) =0 (s) =0,

Vs €J e B(s)=a, Vs €J e B(s) =as+b, Vs € J (a, b sunt vectori
constanti), ceea ce tnseamnd ca suportul lui B este inclus intr-o dreapta.

Propozitia 8.4.2 Pentru curba I' avem

Rlto) = iy (to) = “isea (to)
- & (to) @ (o) | (19)
Kto) = [kt = "
unde v(t) = |[@'(t)|| este viteza pe curba T in punctul P = a(to).

Demonstratie. Prima egalitate rezultd direct din propozitia anterioard (relatia
(16)) si definitia vectorului de curbura (18). Tot din propozitia anterioard avem
cd B//(s) L B/(s), Vs € J, unde (J,8 = B(s)) este un drum cu parametrizare
naturald echivalent cu drumul (I, = a(t)), cu so = s(tg) = ¢(to). Atunci,
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HBN( xB (s) H = |7 (S)H‘ ’ )| sin 900 = HBH( )|, Vs € J, ceea ce implicd
faptul c& k(t) = ||5" (s( t))H H B (s ())} vtel.

Dar, @'(t) = v(t)B s(t)) (Vem ( ( ) = al(t)na (t), pentru ci §'(t) =
¢'(t) =& (Bl =v(®) sia’(t) = v*(t)B ( (£)+5"(1)B (s(t)), de unde rezultii
[&(t) x @) = [o(0B(s(8) x v2(E)F" () + v(B)B (5(8)) x " (1 (1) =

= (1) [ (s(6)) % B"(s(0)|| = v? (1)K (1), vt € 1. Atunci, k(10) = M
[

Observatia 8.4.5 Din definitia planului osculator al unei curbe gi din egali-
tatea a doua din relatia (19) rezultd ca o curba in spaliv are plan osculator
intr-un punct daca gi numai dacd curbura curbei in acel punct este nenuld (acel
punct este biregulat).

Cazul curbelor plane

Fie ' o curbd pland (sau I' o curbd din spatiu continutd intr-un plan).
Admitem c4 planul curbei se suprapune cu planul Oy (z = 0). Fie punctul P =
a(ty) € T in vecindtatea cdruia curba are ecuatiile parametrice x = z(t), y =
y(t), 2 =0, t € I, unde functiile scalare z, y sunt de clasd C? pe I. Atunci, cum

a(t) = a()i +y (). avem @ () = o/ (Di+' ()7, & (1) = 2" (Di+y" ()], o(t) =

[@ ()] = V(@' ()2 + (¥ (1))?, far @' (1) x @’ (t) = (@' (t)y"(t) — 2" ()Y () k.
Deci, curbura curbei plane in punctul P = «a(tg) este

"(t0)y" (to) — =" (to)y' (to)|

(#/(t0))? + (4 (t0))?)**

a

@ (to) x @"(to)|l |z
’US(t()) o

(t
k(to) = (19))
( )?
FieT' = {(z,y)|ly = f(z), € I'} o curba plani reprezentatd explicit, pentru
care f € C?(I). Cum I' = o(1), unde a(t) = (¢,y(t)) si 2'(t) = 1, ¥/ (t) = f'(2),
2"(t) =0, y"(¢t) = f"(x), rezultd curbura curbei in punctul P(zo, f(z0))

)l ")l
L+ (F(@o)2)*? (1 + (¥ (x0))2)*?

Fie curba plani reprezentatd implicit prin ecuatia F(x,y) = 0 in vecinidtatea
unui punct al sdu P(zg,y0) € D (unde F : D C R? — R este o functie de clasi
C?), pentru care admitem ca % (x0,y0) # 0. Atunci, cum y'(z) = —?:2
(unde am notat prin Fy, Fy,, Fuyze, Froyer Fyoy, valorile derivatelor partiale

de ordinul T si IT ale lui F' in punctul (xo, o)), iar

k(zo) = daca y(z) = f(x).  (197)

2F, Fro - Fyy — Frono - F2 — Fyoyo - F2

ZoYo Yo Zo

y” (370) 3 )

avem curbura in punctul P(zo,yo),
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_ ‘Fﬁfoﬁfo'Fz +Fy0y0'F2 _2F$0yo'F$0'Fyo|

Yo Zo

(F2 + F2)*?

Yo

(19?7’)

Dacs curba I' : p = p(0), 0 € [01, 02] este o curbd pland datd in coordonate
polare, atunci in orice punct # avem

1P*(0) +2(p'(6))* — p(0)p" (0)]
(p2(0) + (0 (0
formuld obtinutd din (19’) si din formulele de trecere la coordonate polare.

k(0) = ; (197)

Observatia 8.4.6 Pentru o curba plana I' curbura poate fi definita ca o functie
(de parametru) care sd aibd gi valori negative. Anume, dacd (J, 5 = B(s)) este
o parametrizare naturald a curbei tn vecindtatea V a punctului P = B(s), adicd

HB/(S)H =1, Vs € J, atunci notand prin T(s) = B (s) = 2/(s)i +y/(s)] versorul

tangent la curbi in punctul P = B(s), iar prin N(s) = —y'(s)i+a'(s)j versorul
normal la curbd in punctul P = 3(s) (obtinut prin rotirea lui T(s) cu un unghi
dg %), atunci functia k : J — R, s — k(s) definita prin ecuatia Frenét
dT ~

%< (s8) = k(s)N(s) se numeste curbura curbei plane in punctul P = 3(s). Deci

k(s) € R si semnul sdu aratd cum se incovoaie curba B(J) =T'NV.

Exemplul 8.4.1 Fie curba plana T data prin ecuatiile parametrice
x = R(t —sint)

{ y = R(1 —cost) ’
se cer:

a) Verificati ca cicloida este o curbd nesingulard;

b) Scrieti ecuatia tangentei si ecuatia normalei la T in punctul M (z(mw/2),y(7/2));

¢) Calculati curbura cicloidei tntr-un punct nesingular al ei.

Rezolvare:

a) Deoarece 2'(t) = R(1 — cost), y'(t) = Rsint rezultd (2'(t))% + (v'(t))? =
2R?(1 — cost) = 0 dacd si numai daca t € {2kn|k € N}. Prin urmare curba
este mesingulara pe portiuni, adicd toate punctele cicloidei sunt nesingulare, cu
exceptia celor pentru care t = 2kmw, k € N. Deci I' este o curba nesingulara.

b) Cum w(n/2) = R(x/2 - 1), y(r/2) = R, «'(x/2) = R, y/(n/2) = R,

z—R(w/2-1) _ y—R
R - R

t € [0,00). Remarcand ca este vorba despre cicloida,

avem ci tangenta la T in M(x(7/2),y(7/2)) are ecuatia
iar normala la T in M (2(m/2),y(7/2)) are ecuatia z +y — =& = 0.

¢) Curbura cicloidei in punctul nesingular M(z(t),y(t)) € T', t € R\
- ‘ﬂ(t)y”(t)—w“(t)l/(ﬂ‘ o 2R?(cos® L —cos? t) . cos? Lt —cos? ¢
{2kw|k € N}, este k(t) = @ O+ )22 (2R2(170208t))3/2 = R\/i(licost)3/2’
deoarece z"(t) = Rsint, y"(t) = —Rcost.

Revenim la curba I'" in spatiu reprezentatd intr-o vecindtate a punctului
P € T prin drumul parametrizat (I, = a(t)), de clasi C?, biregulat astfel
incat P = a(ty) = (z(to),y(to), 2(t0)), to € I. Atunci, se pot defini urméitorii
trei versori cu punctul de aplicatie in P:
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Definitia 8.4.4 i) Versorul tangentad in P = «a(ty),
T(to) = =¥ (10) (20)
0) = 7= & \to)-
[’ (o)

it) Versorul normald principald (sau versorul curburd) in P = a(ty),

_ 1 —

N(tO) = ||E(t0)|| k}(to). (21)
i11) Versorul binormald in P = a(ty),

E(to) = T(to) X N(to). (22)

Propozitia 8.4.3 Avdnd in vedere definitia de mai sus gi proprietatile ante-
rioare avem

i(tO) - v(io)a;Et)O) o’ (to)- @’ (to)

o v(to —1 a’(to)-a' (to —
Ntb) = mmpamn? () ~ s xer@ne o) - (23)
B(to) = @ (ko) <@ (ko) (@' (to) x @"(t0))

Corolarul 8.4.1 Daci (J,8 = B(s)) este o parametrizare naturald a curbei T’
in vecindtatea punctului P = B(sg), atunci avem

!/

z(so) = B(SO) .
N(so) = H371>HB (s0) . (23")

Bl) = iy (Flo0) < ')

Avand in vedere cele prezentate aici si deoarece B//(s) € B/(s), Vs € J,
rezults c& {T(s), N(s),B(s)} formeazi o bazd ortonormatd in V3, pentru
fiecare punct P = [(s) al unei curbe I'. Atunci, este evident c#, pentru orice
parametrizare locald (I, = «(t)), de clasd C3, biregulatd a curbei I', avem c&

{T(t),ﬁ(t), B(t)} reprezintd o bazi ortonormatd in V3, pentru fiecare punct
P=a(t) eT.

Definitia 8.4.5 Reperul cartezian ortonormat R(P) = {P;T(t),N(t), B(t)},
construit mai sus, se numeste reper Frenét al curbei I' asociat punctulur P =
a(t)eT.

Acest reper determing un triedru Frenét (mobil de-a lungul curbei I') ale
cdrui muchii se numesc tangenta (dreapta determinatd de punctul P = «(t)
si versorul tangentd T(t)), normala principald (determinati de P = «ft)
si versorul normala principalid N(¢)) si binormala (determinatd de P = a(t)
si versorul binormald B(t)). Planele de coordonate ale triedrului se numesc,
respectiv, plan normal (determinat de punctul P = «(¢) si de vectorul normal
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T(t)), plan rectificant (determinat de P = a(t) si de vectorul normal N (t)) si
plan osculator (determinat de P = «(¢) si de vectorul normal B(t)). Acestea
se numesc fetele triedrului Frenét.

N(D)

Binormala (notatd B) la curba I' in punctul P = «a(ty) = (z(to), y(t0), 2(t0))
este dreapta determinatd de punctul P si de vectorul director @' (¢) x @ (¢o).
Atunci, ecuatiile ei carteziene sunt

z — x(to) _ y — y(to) _ z — 2(to) C(24)
y'(to)  2'(to) ’ Z(to)  @'(to) ‘ '(to) ¢ (to)
y"(to)  ="(to) "(to) 2" (to) z"(to)  y"(to)

Exercitiul 8.4.1 Verificati ca T(t) = N(t) x B(t) si N(t) = B(t) xT(t) pentru
orice punct P = a(t) € T.

Exercitiul 8.4.2 Verificali ca, pentru orice punct P = oi(t) €T, baza
{T(t),N(t),B(t)} are aceeasi orientare cu baza {i,j,k}.

Planul rectificant (notat 7,) la curba I' in punctul P = a(tg) € T este
determinat de punctul P si de versorii directori T'(¢9) si B(to), adicd de vectorii
directori @ (tg) si @ (to) x @’ (to). Atunci, ecuatia lui vectoriald este

e [@—a(to), @ (to), @ (to) x @ (tg)] = 0. (25)

sau

(@ —a(to)) - (@' (to) x (@ (to) x @”(to))) = 0, (257)

Ecuatia carteziang a a planului rectificant la curba I' in punctul
P = (z(to),y(to), 2(to)) este

z—a(to) y—y(to) z—=z(to)
m | 2 (to) Y (to) Z'(tp) | =0, (257)
l(to) m(to) n(to)
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- ’ ’
unde & (t0) x@” (to) = U(to)i-+m(to)j+n(to)F, adici I(ty) = ‘ ylio) - 2 fo)
0

_ | #(to) 2'(to) _ | 2'(to) ' (o)

m(to) = Z”(to) .’E”(to) , n(to) = 1‘”(150) y”(to)
Normala principald (notatd NP) la curba I' in punctul P = a(tg) =
(z(to),y(to), 2(to)) este dreapta determinatd de punctul P si de vectorul

director @' (tg) x (a'(to) x @ (to)). Atunci, ecuatiile ei carteziene sunt

x — x(to) _ y —y(to) _ z — 2(to) _
y'(to) 2'(to) ‘ Z'(to) 2'(to) ’ z'(to)  y'(to) ‘
m ﬁo) n(to) n(to) l(to) l(to) m(t())

Pentru controlul abaterii curbei de la planul osculator (abatere numitd tor-
sionare) in vecindtatea punctului P = «(t) se utilizeazd versorul normal la
acest plan care este tocmai versorul binormal B(t). Folosirea triedrului lui
Frenét in studiul unei curbe biregulate furnizeaza mai multe informatii despre
curb& decat ar da folosirea oricdrui alt reper cartezian mobil. Ideea de baza in

aceastd utilizare constd in posibilitatea exprimérii derivatelor T/(t), N/(t), E/(t)
cu ajutorul lui T'(t), N(t), B(t).

Fie (I,a = «(t)) un drum parametrizat biregulat, de clasd C3. Atunci,
functiile vectoriale t — T(t), t — N(t), t — B(t) sunt functii de clasd C! si
avem rezultatul:

(26)

Teorema 8.4.1 Daci consideram functia vitezd t — 0(t) pe drumul a §i functia
curburd t — k(t) > 0 de-a lungul lui o, atunci avem formulele lui Frenét:

T (t) = v)k(t)N(t)
N (t) = —vk@®)T(t)+vt)T(t)B(t) , Vtel, (27)
B(t) = —v®)r(t)N()

unde T,( t), N (1), B (t) sunt derivatele lui T(t), N(t), B(t) in raport cu t,

iar T :t € I — 7(t) € R este o functie scalard numiti torsiunea pe drumul o.

Demonstratie. Stim ci @'(t) este vectorul vitezd, iar v(t) = ||[@’(t)]| este viteza
pe drumul « in punctul . Din v?(t) = @ (t)-@ (t) rezultd, prin derivare in raport
cu t, 20/ (t) - @’ (t) = 2v(¢)v'(¢), adicd

Atunci, cum T'(t) = - ( 5o
!

) = )
T'(t) = w2y (@' (t)o(t) W@(D:iﬂﬂﬂfﬂ%$ﬁﬁﬂw

v@M) (t) = v(t)(t) ik (t) = V(Ok(t) = sha’(t) — TOT O (4).

() v(t) v3(¢)
7( )k(QN(t) ai departe, dliB( ) = T(t) X N(t)
rezultd B (t) = T (t) x N(t) + T(t) x N (t) = (v()k)N(t)) x N(t) + T(t) x
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N/(t) =T(t) le(t), ceea ce Inseamnd ci El(t) L T(t). In plus, din Hﬁl(t) H =1
rezultd B(t) -El(t) = 0, prin derivare in raport cu ¢, adica El(t) 1 B(t). Atunci,

B (t) este coliniar cu N(t), adicd existd un scalar 7(t) (t — 7(t)) asa incat
B() = —ru®N@®._
In fine, din N(t) = B(t) x T(t) rezult, prin derivare,
(1) =B (0) < T() + B(t) < T' (1) = () (N () x T(1)+
X N(t

+o(k(t)(B(t) x N(t) = —v(O)k(®)T(t) + v()7(t)B(t). =

Observatia 8.4.7 Daca (J, 8 = 5(s)) este un drum cu parametrizare naturala,

atunci v(s) = HB/(S) ‘ =1, Vs € J i atunci formulele lui Frenét devin:
z’/(s) = k(s)N(s) B
N(s) = —kET(s) +7(o)B(s) « Vs e J (27)
B(s) = —7(s)N(s)

formule numite si formulele lui Frenét pentru curba cu viteza 1.

Observatia 8.4.8 Formulele (27) se pot scrie (si retine mai usor) sub forma
matriceald:

T 0 vk 0 z
N o|=| vk 0 or N (277)
B 0 —ovr 0 B

Definitia 8.4.6 Functia 7 :t € I — 7(t) € R definita prin egalitatea El(t) =
—v(t)T(t)N(t) se numeste torsiunea drumului (curbei) o, cind t € I, iar X
se numeste raza de torsiune a drumului (curbei) a. Pentru fiecare punct
P = «(t) de pe curba, scalarul 7(t) este torsiunea curbei in punctul P, iar T(t)

este raza de torsiune a curbei in punctul P.

Propozitia 8.4.4 Fie (I,a = «(t)) un drum parametrizat biregulat, de clasi
C3. Atunci, avem

a 7/// t
c0T OO vier (28)
[[o' () x " (@)

Mai mult, suportul drumului o este continut tntr-un plan (adica curba reprezen-
tatd de drumul o este pland) dacd si numai dacd torsiunea lui « este nuld in
orice punct al ei.
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Demonstratie. Intrucat T(t) = ﬁa’(t), rezultd cid @ = vTsi @’ = o'T +

oT = 'T + kv?N. Astfel, folosind prima formuld a lui Frenét, avem @ x @’ =
kv3(T x N) = kv3B. Mai departe, avem

@ = KN + 200'kN + kv®N +0"T +o'T =

= (K'v? 4+ 200'k)N + kv?*(=kvT + 1vB) + 0T + kvv'N =

= (v"" — k?v3)T + (K'v? + 3kvv') N + kv37 B, conform primelor doua formule
ale lui Frenét. Atunci, (@’ x @) @ = k*v%7B - B = k?v%7, pentruci B L T,
B L N. Prin urmare, conform (19), avem

o [a/’a//7a///] _ [a/)a//7a///] U6 _ [a/7all’a///}
N T T
Fie = aop!, 8:J — R3 cu ‘B/(S)H = 1, Vs € J parametrizarea

naturald echivalentd cu a. Fie (F —7p) -7 = 0 planul ce contine suportul
drumului. Atunci, (B(s) — 7o) -7 = 0, Vs € J, de unde rezulta B/(s) -m =0,
Vs € J si BH(S) -m=0,Vs € J,adicim L T sin L N. Prin urmare 7 este
coliniar cu B, adici B = iﬁﬁ ceea ce implica B = 0. Conform celei de-a
treia formule a lui Frenét obtinem ca 7 = 0 de-a lungul curbei.

Reciproc, daca 7 = 0, atunci B = 0, conform celei de-a treia formule a
lui Frenét. Astfel, B = ¢, un vector constant de-a lungul curbei. Atunci, fie
f:J =R, f(s) = (Bs) — B(0) - B. Cum f'(s) = B(s)-B =T(s)- B =0
rezulta ca f este constantd pe J. Cum f(0) = 0 rezultd ca f(s) = 0, Vs € J,
ceea ce inseamnd cd (B(s) — 5(0)) - B =0, Vs € J, adicd existd un plan care si
contind suportul lui £, plan care este chiar planul osculator al curbei in punctul

£(0). m

Observatia 8.4.9 1) Analog se poate dovedi cd daca curbura unei curbe plane
este constantda, atunci curba este un cerc (sau o portiune dintr-un cerc) §i
reciproc.

2) Curbura si torsiunea determind o curbd in spaliu, abstractie facdind de
pozitia ei (adicd de o izometrie).

3) Fie (J,8 = B(s)) o parametrizare naturald a curbei T' din spativ. Atunci
' este o elice cilindrica daca si numai daca raportul 7 este constant de-a lungul
curbes.

4) Daca d este distanta de la un punct fix la planul osculator intr-un punct

. . o 2 . .
curent al curbei st daca raportul d7 este constant de-a lungul curbei, atunci
aceasta curba se numeste curba Titeica.

Exemplul 8.4.2 Fie elicea cilindrica T' data prin ecuatia vectoriald @(t) =
acosti +asintj + btk, t € R, unde a > 0, b € R sunt constante. Se cer:

a) Sa se arate ca elicea cilindricd T este o curbd simpld, netedd gi toate
punctele ei sunt biregulate;
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b) Sa se scrie ecuatiile parametrice ale elicei I' §i si se arate ca elicea se afld
pe cilindrul circular 2 +y? — a®? = 0;

¢) Sa se scrie ecuatiile muchiilor gi fetelor reperului Frenét al elicei intr-un
punct arbirar al ei M = a(t);

d) Sa se gaseascd expresiile versorilor T, N, B in punctul My = a(0);

e) Sa se determine o parametrizare naturald pentru T' si sa se calculeze
lungimea curbei intre punctele My = «(0) si My = a(27);

f) Sa se calculeze curbura gi torsiunea elicei T' intr-un punct arbitrar al ei;

g) Sa se scrie formulele lui Frenét pentru elicea T .

Rezolvare:

a) Deoarece existd drumul parametrizat o : R — R3, dat prin a(t) =
(acost,asint,bt), Vt € R, de clasa C*, Yk > 1, astfel incat a(R) =T, rezulti ci
elicea cilindrica T este o curba simpld. Cum @ (t) = —asinti+acostj+bk # 0,
Vvt € R, avem ca T este o curba netedd (toate punctele ei sunt nesingulare).
Este clar ci pentru orice k > 1, a®(t) # 0¥t € R, iar @ (t) x @'(t) =

—asint acost b | = absinti — abcost] + a’k # 0, Vt € R. Deci toate
—acost —asint 0
punctele ei sunt birequlate.

zA
-~d
&%
\
\
\
PR B
4 O >
Y
X
T = acost
b) Ecuatiile parametrice ale elicei T' sunt y=asint ,t € R. Se ob-
z =10t

serva ¢ coordonatele oricirui punct M(acost,asint,bt) € T wverificd ecuatia
cilindrului x® +y? — a® = 0 si astfel elicea T este continutd in cilindrul circular.
¢) Avand in vedere cele de mai sus gi calculdnd @' (t) x (@' (t) x @’ (t)) =

7 7 k
—asint acost b |=(a®+b?)(acosti+ asinty) rezultd ca
absint —abcost a?

Tangenta la T' in punctul curent M = «(t) are ecuatiile:

_x—acost y—asint z—0bt

—asint acost b



8.4. CURBURA. TORSIUNE. TRIEDRUL LUI FRENET 175

Planul normal la T #n punctul curent M = «(t) are ecuatia:
T ¢ —asint(x —acost) + acost(y — asint) + b(z — bt) = 0.
Binormala la T' in punctul curent M = «(t) are ecuatiile:

~x—acost y—asint z—0bt

bsint ~  —bcost  a

Planul osculator la T' in punctul curent M = «a(t) are ecuatia:
To : bsint(x —acost) —beost(y — asint) + a(z — bt) = 0.

Normala principala la T' in punctul curent M = a(t) are ecuatiile:

z—acost __ y—asint
NP : cost sint

z—bt=0
Planul rectificant la T tn punctul curent M = «a(t) are ecuatia:

r:cost(x —acost)+sint(y — asint) = 0.
d) T( ) = H (t)” (t) 7: ﬁﬁ—a Sin t{i—a COSs tz"—bﬁ),?(t) = m@l(t)x
a’(t) = W(bsmti — bcostj +ak), N(t) = B(t) x T(t) = costi + sintj, de
unde T(0) = tmzj + o=tsk, N(0) = 4, B(0) = =tj + k-
e) Consideram parametrizarea naturald cu originea tn punctul My = «(0),
adicd fixam to = 0 gi luam schimbarea de parametru ¢ : R — R, s = p(t) =
f||a )| dt = f\/a2+b2dt = Va2 +b%-t. Reulti t = p~1(s) = T §

atuncz 0 pammetmzar@ naturald a elicei cilindrice T este (R, = B(s)), unde

B(s) = acos (ﬁ)f—&— asin (\/a28+b2)] =+ b\/ 2+b2k seR.
Lungimea elicei intre punctele My = «(0) gi M7 = a(27) este Lml =

f & (t)] dt = f Va2 + b2dt = 2wV a? + b2,

f) Avénd in vedere formulele (19) si (28), avem curbura elicei in punc-
_ . Ha (t)yxa'’ (t) || _4/a%(a?+4b2)
bl M = a(t) € T, k(t) = “@mr = (Vage)y -

o mare]
|\E'(t)><a”(t)||2 = 2102 deoarece

agibQ si torsiunea

elicei in punctul M = «(t) € T, 7(t) =
—asint acost b
[@(t), @’ (t),a” (t)] = | —acost —asint 0 |=a?b.
asint —acost 0
Se observa ca torsiunea si curbura sunt constante de-a lungul elicei.
g) Avand in vedere calculele de mai sus si formulele (27), rezulta formulele
lut Frrenét pentru elicea circulara I':

/

TW = ZEmN0

. _ _

N(t) = —#5Tt)+ 5B . teR.
Bt = ——L-N(@®
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8.5 Probleme propuse spre rezolvare

1.

Se di curba I' datd prin ecuatia vectoriald @(t) = costi+sintj + (¢ + 1)k,
t € R. Se cer:

a) S& se scrie ecuatiile parametrice ale curbei T

b) S& se arate cd M(1,0,1) € T si toate punctele curbei sunt nesingulare;
c) S4 se scrie ecuatiile tangentei gi ecuatia planului normal la T in punctul
M(1,0,1).

Fie curba plana I' : 23 —zy? +2x4+y—3 = 0. S4 se scrie ecuatiile tangentei
si normalei la I' in punctele de intersectie cu axa Ozx.

Se numegte curba Titeica, curba pentru care dT—Q =constant, unde 7 tor-
siunea intr-un punct arbitrar al curbei, iar d distanta de la un punct fix
la planul osculator al curbei. S& se arate cd curba I' definita de ecuatiile

=1 o
{ ;5234 Z_ L esteo curba Titeica.

. .. . . z(t) = § (2cost + cos 2t)
Fie curba I' data prin ecuatiile parametrice { y(t) = & (2sint — sin2t) °

t € R, unde a € R, fixat.

a) Si se arate ci drumul parametrizat o : R — R?, a(t) = (z (t),y(t))),
t € R, care are drept suport curba I', este o functie periodici. Determinati
punctele multiple ale lui «;

b) Sa se arate ca drumul o 24 : [0,27] — R? este inchis, simplu, dar nu
este regulat;

c¢) Calculati curbura lui I' in punctul nesingular M = «(0).

Curba T" se numegte hipocicloida lui Steiner.

Se considera curba I' data implicit prin ecuatiile

{x2+y2—r2=0

3
y2+2’2—’f‘2:0 7(:[,’,y,Z)GR

si punctul M (T22, rv2 Tﬂ) erl.

a) S& se scrie ecuatiile tangentei, planului normal gi planului osculator la
curba I' in punctul M;

b) Sa se determine versorii reperului Frenét asociat curbei I' in punctul
M,
c) S& se determine curbura gi torsiunea curbei I' in punctul M.

Sa se scrie ecuatiile axelor si fetelor triedrului Frenét pentru curba I' data
prin ecuatiile parametrice

xr =tcost

y=tsint tecR,
t2

2
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10.

in punctul unde T intersecteaza planul xOy.

. Sa se determine curbura si raza de curbura pentru curbele plane

a) Iy iy =23 — 422 — 2% in punctul O(0,0);

b) Ty : (%)% + (%)% — 1 =0 in punctul A(2¥2, 2);
c) I3 :x=3t2 y=3t—t3in punctul My(t = 1);
d) Iy : p = 2vcos 20 in punctul My (0 = F).

. Fie curba I' data de ecuatiile parametrice:

z(t) = acos’t, y(t) = av2sintcost, z(t) = asin’t, t € R.

a) S& se giseascd ecuatiile carteziene implicite ale curbei;

b) S& se determine ecuatiile tangentei si planului normal al curbei T' in
punctul M (a ay2 “) el

2) 72 02
¢) S& se determine ecuatiile binormalei i planului osculator al curbei T' in
punctul M (“ ay2 “)

2072 12

. Fie curba I" data de ecuatia vectoriala:

a(t) = 2ti +Intj + %k, t € (0,00).

Se cer:

a) Ardtati cd punctele A(2,0,1), B(4,In2,4) apartin curbei si calculati
lungimea arcului de curba dintre A si B;

b) S& se scrie ecuatiile axelor si muchiilor reperului Frenét asociat curbei
I' in punctul A;

c) Si se determine versorii T, N, B ai reperului Frenét intr-un punct
biregulat oarecare al curbei;

d) Calculati curbura si torsiunea curbei I' in punctul A.
r—1y>=0
22 —2=0

a) Calculati lungimea arcului de curba dintre punctele O gi M, unde
M(1,1,1);

b) S& se scrie ecuatiile axelor si muchiilor reperului Frenét asociat curbei
I’ in punctul M;

Se da curba I': { . Se cer:

¢) Calculati curbura si torsiunea curbei I" in punctul M.
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Capitolul 9

Suprafete

Fixdm un reper cartezian ortonormat R = {O;4,j,k} in spatiul Ej.

9.1 Panze parametrizate. Suprafete. Moduri de
reprezentare

Fie D C R? o multime deschisd si r : D — R3,

r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), V(u,v) €D
o functie de clasi C¥ (k > 1) pe D, adici fiecare dintre functiile reale
(u,v) € D 5 z(u,v), (u,v) € D % y(u,v), (u,v) € D 5 z(u,v) au derivate
partiale de ordinul k£ pe D si acestea sunt continue pe D.
Definitia 9.1.1 Perechea (D,r = r(u,v)) numeste pdnzd parametrizatd, iar
multimea de puncte r(D) = {r(u,v)|(u,v) € D} C R? se numeste suportul
(sau imaginea) panzei parametrizate.

vA

Spunem c& un punct My € FEs, de coordonate (zo, yo, 20) relativ la reperul
R, se afli pe suportul panzei parametrizate (D,r = r(u,v)) dacd existd
(u0,v0) € D asa incat r(uo, vo) = (20, Yo, 20)-

179
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Vom scrie My € (D) sau My = r(ug,vo).

Functieir : D — R3 i putem asocia functia vectoriala 7 : D — V3, 7(u,v) =
x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k. Atunci, ecuatiile

x = z(u,v)
Y= y(uvv) ) (u7 U) €D (1)
z = z(u,v)

se numesc ecuatiile scalare parametrice ale panzei parametrizate, iar
ecuatia

7 =7(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + 2(u,v)k, (u,v) €D (2)

se numeste ecuatia vectoriala a panzei. Numerele reale u, v se numesc
parametrii panzei parametrizate.

Daci facem urmétoarele notatii z, = 2%, y, = %, o=, 2, = %,

O o — or = = — O = - 7 .
Yy = %7 Zy = ﬁa Tu = 371: = qu,Zeru,J +Zuk7 Ty = 7; = xvz+y1;j +ka7 atunci

panza parametrizatd (D,r = r(u,v)) se zice pAnza regulatd (sau netedd sau
nesingulard) dacd 7, X Ty, # 0, V(u,v) € D.

Definitia 9.1.2 Pdnzele parametrizate regulate (D,r = r(u,v)), (A,r =
r1(p,q)), unde D, A C R? sunt multimi deschise, se numesc echivalente (si
cu aceeasi orientare) daca existd o functie h : D — A, bijectiva, de clasa
C1 (si strict crescitoare) asa incit r = ryoh. Functia h se numeste schimbare
de parametri.

Evident c4 orice doud panze echivalente au acelagi suport r(D) = r1(A), dar
nu orice doud panze care au acelagi suport sunt gi echivalente.

Definitia 9.1.3 O submultime ¥ C FE5 se numeste suprafatd daca pentru
orice punct P € ¥ exista o vecinatate V C Es st 0 pdnza parametrizata requlata
(D, r =r(u,v)) astfel car(D) =V NI gir:D — r(D) este un homeomorfism
(continud, bijectivd gi cu inversa continud).

O suprafata ¥ se numeste stmplad dacd exista o pdnza regulatd (D,r =
r(u,v)) astfel ca ¥ = r(D). Pdnza parametrizatd regulatd (D,r = r(u,v)) se
numeste parametrizare locald o suprafetei % (in jurul punctului P).
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Din definitia de mai sus se observi cé o suprafatd X este o varietate difer-
entiabild de dimensiune 2. A se vedea si faptul ca se poate demonstra ca pentru
orice punct P € ¥ gi orice multime deschisa V' C FE3, cu P € V, orice doua para-
metrizari locale (D,r = r(u,v)), (A,r1 =r1(p,q)) cu VNI =r(D)=ri(A)
sunt panze parametrizate echivalente.

In concluzie, orice suprafatd este local suportul unei panze parametrizate
netede, unic determinatd pina la o schimbare de parametri.

Astfel, o suprafati se poate defini (local) ca o clasd de echivalentd de panze
parametrizate regulate.

Pe langd reprezentarea parametricd (locald) a unei suprafete ((1) sau (2))
avem si reprezentarea carteziand explicitda i implicitd.

a) Multimea ¥ = {(z,y,2)|z = 2(z,y), (z,y) € D C R?} este intotdeauna o
suprafatd simpla, pentru cd ¥ = r(D), unde r : D — R3, r(u,v) = (u,v, z(u,v))
este 0 panzd parametrizatd regulatd. In acest mod suprafata ¥ se numeste
suprafata reprezentata explicit, iar ecuatia

z=z(z,y), (z,9)€DCR? (3)

se numeste ecuatia carteziana explicita a suprafetei 3. Analog, pentru z =
x(y, z) sau y = y(z, 2).

Exemplul 9.1.1 Suprafata data explicity : z = ﬁ—z—i—z—j reprezinta un paraboloid

2
eliptic, iar suprafata X3 : z = z—; — ¥ reprezinta un paraboloid hiperbolic.

Exemplul 9.1.2 FEcuatia y = xtgz (sau y — xtgz = 0) reprezintd o suprafati
numitda elicoid.

b) Fie multimea > = {(x,y,z) !F(m,y,z) =0, (,y,2) € DCR? }, unde F
este o functie de clasd C' pe D. In general multimea ¥ nu este o suprafati.
Insd, dacd intr-un punct a = (29,0, 20) € D avem F2 + F} + F2 # 0 (unde
am notat F,, = %—f(mo,yo,zo) g.a.m.d.), atunci conform Teoremei functiilor
implicite (pentru situatia F,, # 0) existd o vecindtate V in R? a lui a =
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(20,Y0,20) si o functie de clasi C*, z : A — R, A C R? vecinitate a lui
(z0,%0), astfel ca F(z,y, z(x,y)) =0, V(z,y) € A. Deci VNE = r(A), unde
r(u,v) = (u,v,z(u,v)), (u,v) € A, este o portiune de suprafatd simpla care
trece prin punctul My(zo,yo, z0). Ecuatia acestei portiuni de suprafatd poate fi
adusi la forma explicitd z = z(z,y). In acest caz ecuatia

F(z,y,2) =0 (4)

se numeste ecuatia carteziana implicita a portiunii de suprafata V' N X.
Reuniunea portiunilor simple de suprafatad ce se pot obtine in acest mod se
numeste suprafata reprezentata implicit de ecuatia implicitd (4).

Exemplul 9.1.3 [n ecuatia (4) daca functia F este o functie algebrica de
gradul doi in x, y, z, atunci suprafata data de (4) este o cuadrica. De pildd, un
2 2
cilindru eliptic z—z + % — 1 =0 sau o pereche de plane concurente ﬁ—; -4 =0.
Exemplul 9.1.4 Ecuatic 23 +y3 + 2 — 1 = 0 este ecuatia carteziand implicitd
a unei suprafete. Aceasta se poate reprezenta implicit prin z = 1 — 2% — y3 sau

se poate reprezenta parametric print =u, y =v, z =1 —u> — v3.

9.2 Curbe pe o suprafata. Curbe coordonate.
Puncte singulare si regulate

Fie ¥ o suprafatd si P € ¥ un punct al sdu. Admitem c& (D,r = r(u,v)) este o
parametrizare locald regulata a lui 3 in vecinatatea lui P. O curba T in spatiu
care trece prin P (P € T') se numeste curbd pe suprafata ¥ daci existd o
parametrizare locald (I, = «(t)) a curbei I, in jurul lui P (P € «(I)) si existd
parametrizdrile ¢ - u(t), t > v(t), t € I, cu (u(t),v(t)) € D, Vt € I, asa incat
a(t) = r(u(t),v(t)),vt € I.

Mai simplu, o curbd pe o suprafata este o curba continuta in acea suprafata.

Exemplul 9.2.1 FElicea cilindrica reprezentata parametric de drumul neted « :

R — R?, a(t) = (acost,asint,bt), a > 0, b € R, este o curba pe cilindrul
2

circular 2—3 +4% -1=0.

Exemplul 9.2.2 Evident, un cerc de pe o sferd este o curbd pe acea sfera.

Fie suprafata ¥ : 7 = 7(u,v), (u,v) € D si My = r(ug,v9) € E. Atunci,
curbele I'y, : u = up si I'y, : v = vy de pe suprafata ¥ se numesc curbe
coordonate pe suprafata ¥ (sau curbele retelei lui Gauss).

Prin fiecare punct My = r(up,vp) € ¥ ce apartine unei portiuni regulate de
suprafatd trece o curbd si numai una din fiecare familie de curbe coordonate
u = const, v = const, si anume curbele I'y, : u = ug si I'y, : v = vp. In acest
caz ug, vg se numesc coordonatele curbilinii ale punctului My si vom nota
Mo(uO, Uo).
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Z A

h .
¥

O
. Y
X

In concluzie, ecuatia a(t) = F(u(t),v(t)), t € I, reprezintd ecuatia vectoriald
parametrici a unei curbe de pe suprafata ¥ : T = T(u,v), (u,v) € D, curba ce
trece prin punctul Mo(ug,vo) € X, dacd gi numai dacd putem alege acele functii
t 5 u(t), t 2 o(t), cu (u(t),v(t)) € D, pentru toti t € I si asa incdt si existe
un tg € I cu u(ty) = ug gi v(tg) = vo.

Acum sa remarcam cd vectorul tangent la curba coordonata I'y, : u = ug

1 N r t T I~ —_— p—

intr-un punct curent al ei este 7, = % (a se vedea cd Ty, : @(t) = F(ug,v(t)),

v(t) = t si atunci @'(t) = g%u’ + %v’ = g:), iar vectorul tangent la curba
v _ t 9=

coordonati Ty, : v = vy este 7, = %_

Definitia 9.2.1 Fie ¥ : 7 = 7(u,v), (u,v) € D o suprafatd reprezentatd para-
metric. Un punct My(ug,vg) € ¥ se numeste punct regulat al suprafetei daca
Tu X To|(uo,v0) 7 0, adicd vectorii Tu|(wo,v0) 8 Tw|(uo,v0) SUNE necoliniari. In caz
contrar punctul My(ug,vo) € X numeste punct singular al suprafetei.

O portiune simpld de suprafatd formatd numai din puncte regulate se nu-
meste portiune regulatd a suprafeter .. Daca toatd suprafata e formata din
puncte requlate atunci ea se zice suprafatd regulatd (sau netedi).

z=ul+v+1
Exemplul 9.2.3 Suprafata reprezentata parametric ¥ : y=u?—-v+1,
z=uv+ 2

(u,v) € R? are reprezentarea parametrica vectoriala ¥ = (u? + v + 1)i + (u® —
v+ 15+ (uwv + 2k, (u,v) € R? este o suprafati cu doar un singur punct
singular (F, X 7y # 0, Y(u,v) € R?\{(0,0)}). Punctul Mo(u = 1,0 = 1) € &
are coodonatele carteziene x = 3, y = 1, z = 3, iar curbele coordonate care
trec prin My au ecuatiile vectoriale Ty—1 : 7 = (v +2)i + (2 —v)j + (v + 2)k,
z+y=4

C (a2 T 27 % :
Fy1 07 = (v +2)i +u’j + (u+ 2)k sau T'y=y : { ytz—d

(o dreapta

r—y=2
y=(2—2)°
un cilindru parabolic). Cum 7, = 2ui + 2uj + vk si 7, = i — j + uk rezultd cd

prin My situatd pe ), T'pyeq : { (intersectia dintre un plan i
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Tu X Ty = (2u% 4+ 0)i — (2u? — v)j — duk §i Ty X Ty|(uet,0=1) = 31 — j — 4k # 0,
adica intr-adevar Mo(uw = 1,v = 1) este un punct regulat.

Exemplul 9.2.4 Sfera de centru O si raza R are reprezentarea parametricd
z = Rcosusinwv
y = Rsinusinv , (u,v) € [0,27] x [0, 7] $i reprezentarea implicita x° +y> +
z = Rcosv
22— R? = 0. Dar existd doud reprezentari explicite z = —/R% — 22 — 2 si z =
+v/ R2%2 — 22 — y2 care reprezintd emisfera sudicd si emisfera nordicd a sferet.
u=u(t) =t
v=o(t) =13
x = z(u(t),v(t)) = Rcost?sint?
pe sferd are ecuatiile T : { y=y(u(t),v(t)) = Rsint?>sint® , ¢t € R. Ea trece
z = z(u(t),v(t)) = Rcost3
prin punctul M (0,0, R) de coordonate curbilinii u =0, v = 0.
Curbele coordonate pe sfera care trec prin punctul curent Mo(ug,vo) sunt
cercuri mari de pe sfera. fntr-adevér, cum 'y, @ u = g, T'y, 1 v = v, adica

Daca consideram { , t € R, atunci curba T' corespunzatoare de

x = Rcosugsinv x = Rsinvg cosu
L, : y = Rsinugsinv , respectiv Iy, : y = Rsinvgsinu , este clar ca
z = Rcosv z = Rcosvg

acestea sunt cercuri in spatiu.

9.3 Plan tangent. Normala

Fie ¥ : 7 = 7(u,v), (u,v) € D, o suprafatd reprezentatd parametric gsi P =
r(u,v) un punct regulat al ei. Tangentele la curbele coordonate de pe suprafata
> care trec prin punctul P au directiile date de vectorii 7, si 7,, vectori care
sunt necoliniari (7, X 7, # 0).

Definitia 9.3.1 Planul determinat de punctul P = r(u,v) si de vectorii direc-
tori T, T, se numeste plan tangent la suprafata ¥ in punctul P, iar dreapta
care trece prin P si este perpendiculard pe planul tangent la 32 se numeste nor-
mala la suprafata X in punctul P.

Observatia 9.3.1 Tangenta tn P € ¥ la orice curba T : @(t) = 7(u(t),v(t))
care trece prin P i este situatd pe suprafata ¥ : 7 = T(u,v), este continutd in
planul tangent la 3 in P, deoarece &' (t) = u' (£)T, (u(t), v(t)) +v' (£)7, (u(t), v(¢))
gi astfel @' (t), T (u(t), v(t)) st Ty (u(t),v(t)) sunt coliniari.

Directia normalei la ¥ in punctul P = r(u,v) este datd de vectorul 7, x 7,

care se numegte vector normal la suprafata ¥ in punctul P. Cand punctul

P = r(u,v) parcurge suprafata X, atunci functia (u,v) € D — 7(u,v) e
m (Tu X T) € V3 se numeste cAmp normal unitar al suprafetei ¥. in
fiecare punct al suprafetei versorul normal 7 este de aceeasi parte a suprafetei
dacd baza {F,,T,,T} este pozitiv orientati.
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Orientam suprafata X considerdnd pozitiva fata dinspre directia pozitiva a
normalei, data de sensul lui 7.

Avand in vedere cele de mai sus, ecuatia vectoriald a planului tangent la X
in punctul P = r(u,v) este

7 (F—T(u,v)) - (Fu XTy) =0 (5)
sau, ecuatia carteziana a sa este

z—z(u,v) y—ylu,v) z—z(u,v)

T - Ty Yu Zu =0. (57)
Ty Yo 2y
Dacil notém A = 22 ‘ A ‘ o | oo
% = iz z: , atunci (57) devine
e : Az — x(u,v)) + By — y(u,v)) + C(z — z(u,v)) = 0. (57)

Cum normala la ¥ in punctul P = r(u,v) are drept vector director pe
Ty X Ty = Ai + Bj + Ck, rezultd ci ea are ecuatiile:

N : = = . (6)

Dacd suprafata ¥ este data prin ecuatia explicita z = z(z,y), atunci (tinand
seama cd Y. se poate parametriza prin T = ui+vj + z(u, v)k, unde u = x, v = y)
ecuatia planului tangent intr-un punct regulat Moy (zo, Y0, 20 = z(z0, o)) al ei

este:

0 0
Tt i;(anyO)(x — 330) + 87;(1'03y0)(y - y()) — (z — ZO) — 0, (5u7)

iar ecuatiile normalei la ¥ in My(zo, yo, 2 ¢) sunt

rT—To Y —Yo :Z—ZO (6’)

' g—;(xo,yo) %Z(ffo,yo) -1

Daci suprafata ¥ este datd prin ecuatia implicitd F(x,y,z) = 0, atunci un
punct My(xo,y0,20) € X se numeste punct regulat al lui ¥ daci vectorul
gradient al functiei F' in punctul (zo, yo,20), VF (x0,Y0,20) = ‘g—i(zg, Y0, 20)i+
86—1;(360, Yo, 20)J + %—5(3:0, Y0, 2 0)k, este nenul. In caz contrar, punctul M se nu-
megte punct critic (sau singular) al suprafetei 3.

Dacd Mo(zo,yo0,20) este un punct regulat al suprafetei ¥ : F(z,y,2) = 0,
pentru care presupunem ca %—Z(wo,yo,zo) # 0, atunci din teorema functiilor
implicite rezultd cd functia z = z(x, y), definitd implicit de ecuatia F(z,y,z) =
0, are intr-o vecinatate a lui M, derivatele partiale continue de ordinul intéi



186 CAPITOLUL 9. SUPRAFETE

oF oF

dz %% (z0,W0,20) - 9z _ 5y (T0,y0,20)
9z (o = —gg TOVOEOL o Oz = gy
‘995( 0:%0) 98 (0,90,20) § By( 0:%0) 98 (0,90,20)

tangent la ¥ in My(zo, Yo, z0) are ecuatia

Prin urmare, planul

OF OF OF
Tt %(xo,ymZo)(w—xo)-f-afy(ﬂfo,yo,ZO)(ZU—:UO)‘F%(%,:UO,Zo)(z—zo) =0,
(5")
iar ecuatiile normalei la ¥ in My (zo, yo, 2 0) sunt
N - T — Zo _ Y—%o _ Z =20 ) (677)

%(UCO,Z/OJO) %($07y0,20) %(Uﬁo,yoyzo)

Se observa cd vectorul normal la ¥ in punctul My(zo,yo, 20) este vectorul
gradient V F'(x,yo,20) al lui F' in punctul My(zo, yo, 20)-

Exemplul 9.3.1 Sd se determine ecuatia planului tangent gi ecuatiile normalei
la sfera intr-un punct curent al ei.

Rezolvare:
z = Rcosusinv

Sfera de centru O gi raza R are ecualiile parametrice { y = Rsinusinv

z = Rcosv
(u,v) € [0,27] x [0,7]. Cum x, = —Rsinusinv, y, = Rcosusinv, z, =
0, z, = Rcosucosv, y, = Rsinucosv, z, = —Rsinv, rezultd 7, X T, =

—R2 cos usin® vi— R? sin usin® vj— R? sin v cos vk, de unde avem ecuatia planului
normal la sferd intr-un punct curent al ei

cos usin? v(x— R cos u sin v)+sin u sin® v(y— R sin u sin v)+sin v cosv(z—R cosv) = 0
st ecuatiile normalei la sfera intr-un punct curent al ei

x— Rcosusinv y— Rsinusinv 2z — Rcosv

cosusin? v sinu sin® v sin v cos v

Se remarca faptul ca originea verifica ecuatiile normalei, ceea ce inseamnda cd
oricare ar fi w, v, normala trece printr-un punct fir. Este adevaratd gi reciproca:
Daca normala intr-un punct curent al unei suprafete trece printr-un punct fix,
atunci suprafata este o sferda cu centrul in acel punct fiz.

Exemplul 9.3.2 Scrieti ecuatia planului tangent si ecuatiile normalei la suprafata
datd explicit ¥ : z = zy, (x,y) € (0,00) x (0,00), in punctul My(x =1,y =1).

Rezolvare:
Cum % =y, %Z = x rezultd ca planul tangent la ¥ in My are ecuatia
{lz—1)+1(y—1)—(2—1) =0, adici t+y—z—1=0. Normala la ¥ in My
—1 z—1

. ZL'—l _ y _
are ecualiile F= = = =
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2

Exemplul 9.3.3 Aceeasi problema pentru supmfaéa data implicit 3 : % © o+
75 —-1=0, (z,y,2) € R®, in punctul Mo(ﬁ, et %)
Rezolvare:

2 2 2

Avem Flu,y,2) = 4 + % + 55 — 1 ¢i VF = 3Ei4 3854 88 — it
WT, 2T ) 5 60

2+ gk, Atunci VF( Sy =

la ¥ in My are ecuatia

53l

iar normala la X in My are ecuatiile

ﬁ’jg’\/g) 7{ 3\2/§§+ 3k si astfel planul tangent

9.4 Prima forma fundamentala a unei suprafete.
Lungimea unei curbe pe o suprafata. Unghiul
a doua curbe pe o suprafata. Elementul de
arie al unei suprafete

Fie ¥ : 7 = 7(u,v), (u,v) € D o suprafatd regulatd, reprezentatd parametric
siT :a(t) = 7(u(t),v(t)), t € I o curbd situatd pe suprafata ¥. Dacd s este
abscisa curbilinie pe curba I, atunci ds? = da? = dr* = dr-dr = (T du+7,dv)-
(Fudu + Tpdv), adicd

ds? = [Ful]® du? + 2 (7, - 7)) dudv + ||7,||* dv®. (7)
Definitia 9.4.1 Egalitatea (7) ne aratd ca ds® este o forma patratica difer-

entiald in du, dv, numitd prima forma fundamentald (a lui Gauss) a suprafetei
Y sau metrica suprafetei 2.

Daci notdm F = HTUH =22 4+l + 22 F =7, Ty = TuZoy + Yulo + 200,
= ||[7o]? = 22 4 2 + 22, atunci (7) devme
ds* = Bdu® + 2Fdudv + Gdv?. (7")

E, F, G se numesc coeficientii primei forme fundamentale a suprafetei 3.

Observatia 9.4.1 Prima forma fundamentald a unei suprafete 3. este o forma
patratzca pozitiv deﬁnzta in toate punctele regulate ale suprafetei, deoarece
= |[Full® > 0 (daci |7, ||> = 0 avem T, =0 si atunci T, X7, = 0, contradictie)

. not E F _ — — —
A L =BG P = )~ (u 7) =

= Hfu”2 ||Fv||25m2(?u7ﬁf) = ||7u x FUHQ > 0.
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Deoarece produsul scalar este invariant la schimbari de baze ortonormate si
ds? = dr - dr, rezults cd prima forms fundamentald este invariantd la schimbari
de repere ortonormate.

Exemplul 9.4.1 Prima formda fundamentald a sferei cu centrul in origine i
de raza R, de ecuatie vectoriala

7 = Rcosusinvi + Rsinusinvj + Rcosvk,u € [0, 27],v € [0, 7],

este ds® = R?sin® vdu®+R2dv?, pentru ci T, = —Rsinusin vi+R cosusin vy,
— - . - . 7 . . — 2 .
7o = Rcosucosvi + Rsinucosvj — Rsinvk gi atunci E = ||[7,||° = R%sin®v,
_ — 2
F=7,-7T=0,G=|F,|" =R

In cazul unei suprafete reprezentate explicit, ¥ : z = z(z,vy), (z,y) € D C
R?, tinand cont ci putem parametriza suprafata prin @ = u, y = v, z = 2(u,v),

avem E =1+p? F =pq, G =1+ ¢%, daci folosim notatiile lui Monge p = g—i,
q= g—z. Prin urmare prima forma fundamentald a lui 3 este
ds* = (1 + p*)dax? + 2pgdady + (1 + ¢*)dy>. (7)

Exemplul 9.4.2 Prima forma fundamentald a suprafetei ¥ : z = xy, (z,y) €
(0,00) x (0,00), este ds* = (1 + y?)dx? + 2zydwdy + (1 + 22)dy>.

Revenind la curba I' : @(t) = 7(u(t),v(t)), t € I, situatd pe suprafata reg-
ulatd ¥ : 7 = 7(u,v), (u,v) € D, avem c& lungimea arcului de curbd dintre

ta
punctele My = a(t1) si Mz = a(tz) de pe I' este L7 = J 1@ (t)|| dt, unde
ty

t1 < to. Dar @' (t) = o/ ()T (u(t), v(t)) + o' (¢)Ty (u(t), v(t)) si atunci avem
I’ ()]l = /@' (1) - &' (t) = VE@)(u' (1))? + 2F (t)u' (o' (1) + G(1)(v'(£))?,
unde B(t) = E(u(t), v(t)) = [Fu(u(t), o), F(t) = F(u(t),v(t) =

Tu(u(t), v(t)) - To(ult), (1)), G(t) = G(ult), v(t)) = 7o (ult), o(®))]".

Prin urmare lungimea arcului de curba M; Ms pe curba I este

L, = / VEOW ) T 20w 00 () + GOWORd  (8)

¢
Daci fixdm ¢; € I i luiim ¢ arbitrar in I, egalitatea s = [ ||@'(7)| dr, unde
t1
s este abscisa curbilinie pe T' (adicd s este parametru natural) ne di elementul

de arc ds pe curba T C X, ds = |[@(t)|| dt sau ds® = || ()||> dt2. Atunci, avem
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ds? = E(t)(u/(t))%dt? + 2F (t)u/ (t)v' (t)dt? + G(t)(v'(t))?dt? sau
ds?® = Edu? 4+ 2Fdudv + Gdv?. Evident c&

to

L@g /ds = / \/E 24 2Fuv + G(v')3dt. (8

t1

Exemplul 9.4.3 Fie suprafata ¥ : 7 = (u+v)i+ (u? —v)j+ (u+v2)k, (u,v) €
R?2. Sa se determine perimetrul triunghiului curbiliniu My My Ms determinat de
curbele 'y :u=1,T2:v=—-1,T3:u+v=1 pe suprafata 3.

Rezolvare:

Avem Ty =1+ 2uj + k, Ty =i — j + 20k, de unde rezulti ci E = Ty - Ty =
244u?, F=1-2u+2v, G =2+ 42 Atunci prima formé fundamentald a
lui 3 este

ds® = (2 + 4u®)du® + 2(1 — 2u — 2v)dudv + (2 + 4v?)dv?

Deoarece 'y N Ty = {My}, T1 N Fg = {M}, TonN Fg = {Mg}, rezultd
Ml(l,fl), MQ(l,O) §Z Mg( ), ar M1M2 C Fl, M2M3 - Fg, M1M3 C FQ
Atunci

0 0 0
sz = ;[1 VEW)2 + 2Fu/v' + G(v')2dt = 7f1 VGdt = ;[1 V2 ai2dt =

0 —
=2 f 12 + %dt = \/52’1 + % In (\[ — \/5), pentru ca de-a lungul lui My Mo
21
avem u =1, v—te[ 1,0], v =0, v =1

Ly, f\/ 1+ 442)dt = ff2\/2t 1dt = v2[4v/17—2v5+In(4+

\/ 7 — (\/5 — 2)], pentru ca de-a lungul lui MoM; avem u+ v = 1, adicd
=1, v—l—t tell, 2] v =119 =-1.

\/>dt \/2 + 4t2dt = ‘[ V3 41 5In VEE2V2 pontry el de-a
V3+2v2

lungul luz M1M3 avemu=te[l,2,v=—-1,uv =1, =0.
In final, perimetrul triunghiului curbiliniv My MsMs3 este egal cu L

M1M

it
Ltwa, + L,

Fie acum doud curbe T’y : @ (t) = F(ui(t),v1(t)), t € 11 si Ty @ @a(7)
T(uz(T),v2(T)), T € I situate pe suprafata regulatd ¥ : 7 = 7(u, v), (u, v) €
i avand punctul comun M = a4 (t) = as(7).

S

Definitia 9.4.2 Se numeste unghi al curbelor I'y si I's in punctul M unghiul
0 format de tangentele la cele doud curbe in M.

Intrucat vectorii directori ai tangentelor la curbele I'y, I's in punctul M sunt

@) (t) = ) (t)Ty + V] (6)Ty si A (T) = ub(T)Ty + vh(7T)T,, rezultd

s — a)(t)-ay(r)  day-day  dF-OT
[ (O [ ()| lldew || fodel| a7 {67
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unde prin 47 am notat diferentiala in raport cu 7. Tinadnd cont cd dr =
Tudu+T7,dv si 6F = 7 ,0u+T7,0v, obtinem expresia analitica a cosinusului unghi-
ului @ facut de cele doud curbe in punctul comun M:

Edudu + F(dudv 4+ dudv) + Gdvdv

cosb =
VEdu? + 2Fdudv + Gdv? - VESu2 + 2Féudv + Gév?

(9)

Doud curbe I'y si I'y de pe suprafata 3 sunt ortogonale daca si numai daca
0 = 3, adica

Edudu + F(dudv 4+ dudv) + Gdvév = 0. (9"

In cazul curbelor coordonate Tyy tuw=1up iy, : v = vg care trec prin
punctul M (ug,v9) avem dF = F,dv (du = 0) si 6F = T,du (Jv = 0). Atunci
unghiul @ format de curbele coordonate este dat prin

F
cosf) = ——. 9”
VEG @)

Deci, curbele coordonate sunt ortogonale daca si numai daca F = 0 (vezi
sfera).

Observatia 9.4.2 Lungimea unei curbe pe o suprafata gi unghiul a doud curbe
pe o suprafata sunt exemple de marimi exprimabile prin coeficientii primei forme
fundamentale ds®. Acestea se numesc marimi "intrinseci” ale suprafetei. De
asemenea marimea vectorului normal ||[F, X 7| = VA = VEG — F? este o
marime "intrinsecd” a suprafetei.

Exemplul 9.4.4 Fie suprafata ¥ : 7 = (u+v)i+ (u? —v)j+ (u+0?)k, (u,v) €
R2. Si se determine unghiul 0 facut de curbele coordonate w =1 giv = —1, in
punctul M(1,—-1).

Rezolvare:

Avem Ty =14+ 2uj + k, Ty = 1 — j + 20k, de unde E = T, - T, = 2 + 4u?,
F=1-2u+2v, G=2+ 42 Atunci in punctul M(1,—1), avem E = 6,

F = -3, G=6. Avdind in vedere ca de-a lungul curbei v = 1 avem du = 0,
iar de-a lungul curbei v = —1 avem dv = 0, rezultd cosf = \/% = f%, adica
6 =2,

3

Fie suprafata X : 7 = 7(u, v), (u,v) € D.

Definitia 9.4.3 Se numeste elementul de arie al suprafetei ¥ intr-un punct
requlat ol ei M(u,v), aria paralelogramului format pe vectorii F,du gi Fpdv,
considerati cu punctul de aplicatie in M.
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Daca notam elementul de arie prin do avem ca

do = |[Fudu X Fydv|| = ||Fy X Ty || dudv = \/ EG — F2dudv (10)

In cazul unei suprafete reprezentats explicit ¥ : z = z(z,%), (z,y) € D C R?
avem do = \/1 +p? + ¢2dady, unde p = 52, ¢ = 3.

Exemplul 9.4.5 Pentru sfera ¥ : 7 = Rcosusinvi + Rsinusinvj + R cos vk,
u € [0,27], v € [0, 7], avem E = R?sin*v, F =0 i G = R?, de unde EG—F? =
R*sin?v. Atunci elementul de arie al sferei este do = R? sin vdudv.

In cadrul cursului de analizi matematics, in capitolele de calcul integral,
se va obtine aria unei portiuni de suprafatd ¥ prin A = [[do, unde [[ este
b bl

numita integrala pe suprafata.

9.5 A doua forma fundamentala a unei suprafete.
Curbura unei curbe pe o suprafata. Cur-
bura normala. Curburi principale. Linii
geodezice pe o suprafata

Fie ¥ : 7 = 7(u,v), (u,v) € D, o suprafatd, P(u,v) € ¥ un punct regulat al
ei, iar T' : @(s) = T(u(s),v(s)), s abscisa curbilinie (s parametru natural), o
curbd pe X care trece prin P. Admitem c& P este un punct biregulat pentru
curba I'. Atagdm triedrul lui Frenét in punctul P al curbei I format din versorii
tangentd T', normald principalid N si binormald B. Daci a@(s) = 7(u(s),v(s))
este vectorul de pozitie al punctului P, atunci T = %. Astfel, prima formula a
lui Frenét devine % = %N, unde R este raza de curburd a curbei I

Fie n = H?ii?n (Fu X Ty) versorul normalei la suprafata ¥. Atunci, avem
&7

ds2

%ﬁ: %N.ﬁsau %HNH ||ﬁ||C059:ﬁ'

N. Prin urmare

unde 6 este unghiul dintre 7 si

cosf 1— d*F -7
—_N.pg=&Tn
R RrR"T T4

(11)

Definitia 9.5.1 Vectorul %N se numegte vectorul de curbura al curbei T,

1ar proiectitle lut pe normala lui X st pe planul tangent la X in punctul P se

numesc curbura normald gi, respectiv, curbura tangentiala, notate 1% §t
n

1
Ry "

Egalitatea (11) ne di tocmai curbura normal3

1 1— _ cosf _ d%F

=
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Cum unghiul ficut de N cu planul tangent este 5 — 0 rezultd curbura
tangentiala

1 sin 0
- = i 13
o (13)
Mai departe, cum dr = 7, du + 7, dv, rezultd ca
AT = Tuudu® + 2F yodudv + Fppdv? + Tod?u + Ty d?v,
2 2 2
ande o = 5, Tu = F o = B
Daca tinem cont can -7, =0si -7, = 0, atunci avem
- d*T = (- Tuu) du® + 2 (T - T ) dudv + (7 - Ty ) dv. (14)
Notand
L =7 Ty = ooy [Fus Fos Tuu]
M:?'fuv = m[ﬁuafmfuv} 5 (15)
N=mn- Toy = m[Tu,TU,TUU]
obtinem
7 - d*F = Ldu® 4+ 2Mdudv + Ndv?. (14’)
Definitia 9.5.2 Forma patratica diferentiala
Ldu? + 2Mdudv + Ndv? "2 d? (147)

se numeste a doua forma patratica diferentiala o suprafetei 3, iar L,
M, N din (15) se numesc coeficientii acestei forme.

Exemplul 9.5.1 Fie sfera cu centrul in origine gi de raza R, de ecuatie vecto-
riald

7 = Rcosusinvi + Rsinusinvj + Rcosvk,u € [0,27],v € [0,7],

Avem 7T, = —Rsinusinvi+Rcosusinvj, 7, = R cosu cos vi+R sinu cos vj—
Rsinvk, Ty = —R cosusinvi—R sin usin V], Fuy = —Rsinu cosvi+R cosucosvj,
Too = —Rcosusinvi — Rsinusinvj — Reosvk, E = ||7,||* = R2sin®v, F =
Tu T =0,G=|r|*> = R, ¥y x Ty = —R2cosusin®vi — R2sinusin®vj —
R?sinvcos vk, [Ty x Tl = R?sinv, L = e [Fu, Tos Tuu] = Rsin®v, M =
m[?ua?vv?uv] =0, N = m[Fu,Fm?vv] =R

Atunci prima forma fundamentald a sferei este ds> = R? sin® vdu?® + R2dv?,
iar a doua formd fundamentald este dp? = Ldu?+2M dudv+Ndv? = Rsin® vdu+
Rdv?.
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d*77m __ Ldu®+2Mdudv+Ndv?
ds? = Edu?+2Fdudv+Gdv?

este datéa de formula:

Conform cu relatiile (11), (12) si (14’) avem cd 54— =
de unde rezulta faptul ca, curbura normald a curbei I, R%L’
1 Ldu? + 2Mdudv + Ndv? B dfgpQ (16)
R,  Edu?+ 2Fdudv + Gdv? ~ ds?’

Exemplul 9.5.2 Pentru sfera cu centrul in origine §i de raza R, curbura nor-
mala este Ri = %, peste tot.

Observatia 9.5.1 Fuvident ca membrul drept el egalitatii (16) depinde doar
de punctul P € T C X (coeficientii E, F, G, L, M, N sunt calculati in
punctul P) gi de tangenta in P la curba T' (prin intermediul lui du, dv).

Prin urmare, daca considerdam pe suprafata X o altd curba I care sa trecd prin

) TR . [N . - N
P si si aiba aceeasi tangentd in P ca i curba I', atunci % = C‘};,e in P, unde

% este curbura lui T si @' este unghiul dintre normala la ¥ in P si normala
principald la T in P.
Deci curbura normald in P € X, corespunzatoare curbei I' C X, depinde de

punctul P gi de directia tangentei la T' in P.

Dac# admitem c& ecuatia curbei I' de pe suprafata ¥ este v = v(u), u € I gi
1

consideram A\ = Z—Z, atunci formula curburii normale - devine
n

1 L+2MXA+ NN (16)

R,  E+2FA+G\*
Acum, ne propunem si determinam acele curbe de pe suprafata > pentru
care curbura normald R%l sd aiba valori extreme. Prin anularea derivatei functiei

R%L A — Rin()\) obtinem

(M + NX)(E +2FX\+ GX?*) — (F 4+ GA\)(L +2MX + N)\?) = 0,

2
sau SEIMAENA, — MEND — LEUR sau (M + NX)(E+FA) — (L+MX)(F +

E+F\X L+ M

GX) =0, adicd FeCG\ M4+ NA

= 0, ceea ce inseamna

1 =X A
E F G |=0. (17)
L M N

Intrucat (17) reprezintd o ecuatie de gradul doi in A ale cdrei rdd&cini A1, Ao

anuleaza derivata lui %v rezulta ca valorile extreme ale curburii principale %
» n

sunt %ﬂ()\l) nét ]{)1 §1 %ﬂ()\Q) 721‘/ kz.

Definitia 9.5.3 Numerele reale k1, ko se numesc curburile principale ale
suprafetei 3.
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Avand in vedere cele de mai sus, se observa ci

M+ N)\ si M+ Ny

k — —— = - 18

'TTFren T BT Fion (18)

Din g—z = A1 = fi(u,v) si Z—Z = Ay = fo(u,v), prin integrare, se obtin
ecuatiile

901(”7”3 Cl) =0 st @2(“7”7 62) =0 (19)

(unde ¢1, c2 € R, constante), care reprezintd ecuatiile a doud familii de
curbe pe ¥ numite linii de curbura ale suprafetei X.

Prin urmare, liniile de curburd la suprafata > sunt curbe situate pe ¥ pentru
care pantele tangentelor sunt egale cu A1, respectiv Ao, pentru care curbura nor-
mald ia valori extreme. Directiile de pante A\ si Ay (adicd directiile tangentelor

la liniile de curburd) se numesc directii principale ale suprafetei X.

. .. .. oo s M4+NX _ L+M) not
Deoarece pantele directiilor principale verifica ecuatia = Ton = e — ks

obtinem (prin eliminarea lui A intre aceste ecuatii) A = 245_’“]5 , de unde avem

M—EkF
LiMye—n _ k. adics (LG=MF)k+M?>~NL _ k
E+FMEE ’ (EG-F?)k+MF—-NE :

Prin urmare, curburile principale verifica ecuatia de gradul doi in k:

(EG — F*)k* — (LG —2MF + NE)k + LN — M?* = 0. (20)

Ecuatia (20) se poate scrie gi sub forma
Ek—L Fk—M ,
‘Fk—M G-~ |~ (20)

S& remarcidm ci ecuatia (20) ne permite determinarea curburilor principale
k1, ko fiara a determina in prealabil directiile principale A1, A2, ca in formula
(18). De asemenea, din ecuatia (20), folosind relatiile lui Viete, avem

_ LG-2MF+{NE
kl + k2 = EG*F—L_ (21)
ko ko — LN=M?
1h2 = EG-F?

Definitia 9.5.4 Produsul si semisuma curburilor principale ky, ko se numesc
curbura totald (sau curbura Gauss), notatd K, respectiv curbura medie,
notata H, pentru suprafata 3.

Din (21) rezultd formulele pentru curbura totald gi curbura medie:

H = kaitks _ LG2MF4+NE

2 2(EG—F?)

a2
{ e v P er)
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Observatia 9.5.2 Avdnd in vedere (17), rezulta cd ecuatia diferentiala a lini-

ilor de curbura este
du? —dudv dv?

E F G |=o0. (22)
L M N

Exemplul 9.5.3 Sa se determine curbura normala, curburile principale, di-
rectiile principale, liniile de curburd, curbura totald si curbura medie pentru
suprafata

YT =wucosvi+usinvj +avk, (u,v)€R xR,

unde a € R, suprafata numita elicoidul drept.

Rezolvare:
Avem T, = cosvi + sinvj, Ty, = —usinvi + ucosvj + ak, Fuy = 0, Tyy =
— SiNVi4CoS V], Tyy = —ucCcOsSVi—usinvj. Atunci E =7, Ty =1, F =T, Ty =
0, G =7, Ty = u?+a?, Ty X7, = asinvi—acosvj+uk, ||[Fy, X 7| = Vu2 + a2,
L=0, M= \/ﬁ, N =0 gi astfel curbura normald este data de (16),
1 \/%dudv QG%

R, ldu?+ (u>+a2)dv? /21 a2 (2)? 4 (2 + a?)

Curburile principale sunt date de ecuatia (20), care devine (u? + a?)k? —
m = 0. Atunci k1 = 250, k2 = — 25>z sunt curburile principale.
Ecuatia diferentiala a liniilor de curburda (17) se scrie

du®  —dudv dv?

1 0 w+a® | =0e (u? +a?)du® — dv? =0,
Vot 0

de unde avem mai intdi directiile principale A; = g—z = —Vu2+a? si Ay =
% = Vu? + a?. Integrand ecuatiile % = —vu?+a? g % = vu? + a? obtinem
lindile de curburd date prin ecuatiile Juyv/u? + a?+3a® In(u+vu? + a?)+v+e; =
0 gi %uqu +a?+ %aQ In(u+vu? + a?) —v+co =0, unde ¢1, co sunt constante
reale.

Curbura totala este K = kiky = ﬁ, iar curbura medie este H =
b o,

Definitia 9.5.5 Curbele de pe suprafata ¥ in lungul carora curbura normald
P} se anuleazd se numesc linit asimptotice ale suprafetei 3, iar directiile
tangentelor la aceste curbe se numesc directit asimptotice.

Avand in vedere expresia curburii normale (16) si definitia liniei asimptotice,
avem ecuatia diferentiald a liniilor asimptotice:

Ldu® + 2Mdudv + Ndv? = 0. (23)

Fie v = v(u) ecuatia liniei asimptotice si fie A = 9. Atunci, (23) devine
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L+2MMA+NX =0. (23")

Radacinile A1, Ay ale ecuatiei (23’) sunt pantele directiilor asimptotice, iar
din ecuatiile % =1 = q1(u,v) si g—z = Ao = ga2(u,v), prin integrare, se obtin

ecuatiile

Uy(u,v,¢1) =0 si Us(u,v,c0) =0 (24)

(unde ¢1, c2 € R, constante), care reprezintd ecuatiile liniilor asimptotice
ale suprafetei X.

Din ecuatia de gradul doi in A, (23’), rezultd ci in fiecare punct P al
suprafetei ¥ existd doud directii asimptotice care pot fi (dupd valoarea dis-
criminantului):

i) reale i distincte, daci (M2 - LN)
punct hiperbolic.

ii) reale si egale, dacd (M2 — LN) P = 0, caz in care punctul P se numeste

P > 0, caz in care punctul P se numeste

punct parabolic.

iii) imaginare, daca (M2 — LN)‘P < 0, caz in care punctul P se numeste
punct eliptic.

Prin urmare, prin fiecare punct hiperbolic al suprafetei 3 trec doua linii
asimptotice, prin fiecare punct parabolic trece o singura linie asimptotica, iar
printr-un punct eliptic nu trec linii asimptotice (spunem c& avem doud linii
asimptotice imaginare).

Exemplul 9.5.4 Sd se determine liniile de curburd si liniile asimptotice ale
suprafetei

- _ 1-—
Y :F=wucosvi+usinvj + —k, (u,v) € (0,00)x R.
u

Rezolvare:
Avem T, = cosvi + sinvj — 5k, Ty, = —usinvi + ucosvj, Tuy = Sk
u - j 11.2 ) v T ‘77 uu T U.S )
Tyy = — SINVE 4 COS V], Tyy = —ucosvi — usinvj. Atunci B =Ty Ty =1+ u%,

F=7,T,=0,G=T7, Ty =u? Ty XTy = L cosvi+ Lsinvj+uk, |F, x| =

u—12+u2,L=W;{ﬁ,M=0,N=—1.
Directiile principale sunt date de ecuatia (17)
1 - N g
7“41_1 0 w? |=0, unde\= @,
uvut+1 B

. 4 . .o .o .
Prin urmare A (“’u;‘:l + \/;UT) = 0 ceea ce implica X = 0, adica liniile de

curburd au ecuatlia de forma v = cu, ¢ € R, constanta.
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Ecuatia lindilor asimptotice (23°) se scrie #\/Tﬂ — X =0, unde A = g—z,
Deci Mo = %, /ﬁ, de unde avem ca liniile asimptotice ale suprafetei sunt

date de ecuatiile diferentiale: d—z = ,/u u4 §' o= T u4

Definitia 9.5.6 O curba I situata pe suprafata ¥ se numeste linie geodezica
a suprafetei daca planul osculator al curbei in fiecare punct al ei con{ine normala
la suprafata.

Pe o curba I' C ¥, daca alegem ca parametru una dintre coordonatele cur-
bilinii ale suprafetei ¥, de exemplu pe u, atunci ecuatia vectoriald a curbei I'
este 7(u) = 7(u,v(u)). Intrucat planul osculator al curbei T' intr-un punct ar-
bitrar al ei este determinat de vectorii 7/, 7', rezultid ci curba I' este o linie
geodezicd dacd si numai dacd vectorii 7, 7/, T sunt coplanari (7 este versorul
normalei la ). Astfel, ecuatia diferentiald a liniilor geodezice este:

[, 7",7] =0. (25)

Exemplul 9.5.5 Sa se determine liniile geodezice ale planului m C Fs .

Rezolvare:

Se considerd un reper cartezian ortonormat Oxyz astfel incit m = zOy.
Atunci planul T are reprezentarea parametrica m : T = ut+vj, (u,v) € RxR.
Curba I' C 7 este linie geodezicd a lui w daca si numai daca planul osculator al
lui T' contine normala la , in fiecare punct al lui T, adicd [, 7 ﬁ] =0. Se

considerd curba T : v = v(u), situati pe w. Atunci 7 = ui +v(u)j, ¥ = T —
+05, 7 =0, n= 7\|:Z§:zll =k.
1 v 0
Deci [F,7'm]=|0 v 0|=0&v =0% v(u)=clutcy (c1,co constante
0 0 1

reale).

Prin urmare, liniile geodezice ale planului ™ au ecuatia vectorialda paramet-
rica
F=wui+ (ciu+co)j = caj+u(i+cij), u € R, care reprezintd ecuatia vectoriald
parametricd a unet drepte. Deci liniile geodezice ale planului 7w sunt dreptele
sale.

Exemplul 9.5.6 Fie suprafata ¥ care are reprezentarea parametrici ¥ = ui +
wj + (v +Inu)k, (u,v) € (0,00) x R.

Se cer:

a) Sa se determine forma I-a fundamentald si forma a Il-a fundamentald pentru
suprafata 3;

b) Sa se precizeze natura punctelor suprafetei X ;

¢) Sa determine liniile asimptotice ale suprafetei X ;

d) Sa se calculeze curbura normald a suprafetei ¥ in punctul P(u = 1,0 =
—1) € B, corespunzitoare curbei I' : u — v = 0, situatd pe 3 ;

e) Sa se calculeze curburile principale, curbura totala i curbura medie in punctul
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Plu=1lv=-1);
f) Sa se determine liniile de curburd ale suprafetei ¥ .

Rezolvare:

a) Se observi ca suprafata ¥ este regulatd de ordin k > 2 gi toate punctele
sunt ordinare, pentru cd avind ¥, =1 +vj + %];3, Fo = uj + k rezultd 7, X 7 =
(v—1)i —j +uk#0.

Prima forma fundamentald este ds? = Edu® 4+ 2Fdudv + Gdv? =

= (1+0v?+ L)du? + 2(uwv+ L) dudv+ (v +1)dv?, pentru ca E = 72 = 1402+ %,
F=f, f,=uw+i G=r2=u’+1.

A doua formid fundamentald este dp? = Ldu? + 2Mdudv + Ndv?,

unde L = —=(Tu, Fo, Tuu) » M = = (Fu, Fo, Tuv), N = = (Tu, To, To).

Cum A = [|Fy X 7|2 = 02 4+ 02 = 2042, Ty = 28 = — Lk, 7y = 20 =
1 v 1
- _ %7 = Lo - u 1 _
Js Tvv = Fuao — 0 s (Tmrv,ruu) = 0 u 1 ) (TU,T’U,TUD) =
00 —%
1 v % 1 v %
0 u 1 |=—1, (Fu,Pp,T00) =| 0 u 1| =0, rezultd ch:—u\l/E,
0 1 0 0 0 0
— _ 1 _
M= \Q/Z, N 1_ 0. i i
Deci dp* = —mdu — ﬁdudv.

b) Deoarece M? — LN = % + u% 0= % > 0 in orice punct P € ¥, rezultd ca
toate punctele suprafeter X sunt hiperbolice, adica prin orice punct P € ¥ trec
doua linii asimptotice reale.

¢) Ecuatia diferentiala a liniilor asimptotice este

Ldu? 4+ 2Mdudv + Ndv? =0,

adica —ﬁdu2 — %dudv =0.

Prin urmare, avem du = 0 sau %du 4+ 2dv = 0. De aici rezultd ecuatiile celor
doud familii de linii asimptotice: u = ¢1, respectiv Inu + 2v = ¢o (c1,ca con-
stante reale).

Prin orice punct P(ug,vg) € 3 trece o linie asimptoticd u = ug (¢1 = ug) $i
o linie asimptoticd Inu + 2v = co (unde constanta reald co se determind din
conditia Inug + 2vg = ¢, adicd ca = In(uge?™0)).

d) Curbura normala Rin a lui Y, in punctul P(u = 1,v = —=1) € &, corespun-
zitoare curbei I :u —v? =0 (T C X) este

B dfs2 _ Ldu® + 2Mdudv + Ndv?
" T 32 T Edu? + 2Fdudv 1 Gdo?

In punctul P(u = 1,v = —1) evem E =3, F=0,G =2, A=6, L = —%,
M = —%, N =0. De-a lungul curbei T : w — v2 = 0 avem, prin diferentiere,
du = 2vdv gi in punctul P(u=1,v = —1) avem du = —2dv . Atunci

1 —%dzﬂ — %dudv —%dzﬂ + %va

R,  3du2+ 2dv? 12dv? + 2dv?
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e) Ecualia, cu necunoscuta K, care da curburile principale in P(u = 1,v = —1)
este ) )

EK—-L FK-M | _ 3K+ % PR

FK-M GK-N NG 2K

6

6K2 + %K — % =0, de unde rezulta curburile principale ale lui 3 in P: ky =
7% , ko = +% . Curbura totala a lui X2 in P este K = k1-ko = 73—16 .
Curbura medie a lui X2 in P este H = % = _67\1/6 .

f) Ecuatia diferentiala a liniilor de curburd ale lui ¥ este

dv? —dudv du®
E F G |=0&

L M N
dv? —dudv du?
1+vz+u—l2 qur% 1442 |=0<
1 1
~uA ~a 0

& — M dudv + (v2 — v+ 1)du? — (1 +u?)dv? = 0.

9.6 Probleme propuse spre rezolvare

1. Sa se scrie ecuatia planului tangent si ecuatiile normalei la suprafata 3 :
7= (u+v)i+uj+Inuk, (u,v) € (0,00) xR, in punctul M(u = 1;v = 0).

2. S& se scrie ecuatia planului tangent si ecuatiile normalei la suprafata X :
322 —y? +4r2 — 3x — 2 + 4 = 0 in punctul M(0,0,4).

3. Si se determine un punct P al suprafetei ¥ : z = 2> —3xy, in care normala
la suprafatd este perpendiculara pe planul 7 : 5x+6y+2z—7 = 0. Scrieti
ecuatia planului tangent la 3 in punctul P.

4. Fie suprafata & : 7 = ui + (u+v)j + (u+v?)k, (u,v) € R x R si curbele
I'y:v=1,T5:u=w, situate pe suprafata X. Se cer:

a) S& se determine prima formé fundamentald a suprafetei 3;
b) S se calculeze lungimea arcului M;M; al curbei I's, unde
Mi(u=v=0)si Ma(u=v=1);

¢) S& se calculeze m#sura unghiului curbelor I'y gi I'y in My .

5. a) S4 se calculeze curbura normald a sferei intr-un punct arbitrar al ei;
b) Determinati directiile principale si directiile asimptotice ale sferei;
¢) Determinati liniile geodezice ale sferei.

6. Sa se calculeze curburile principale ale suprafetei ¥ : z = zy in punctul

P(1,1,1). Determinati liniile de curbura si liniile asimptotice ale acestei
suprafete care trec prin P.
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Fie suprafata X : y = wztgz.

T = UCoSV
a) S& se arate cd { y=usinv , (u,v) € R xR,
z=v

reprezintd o parametrizare a suprafetei;
b) S& se determine prima forma fundamentald a suprafetei;

c) S& se determine unghiul dintre curbele 'y :u+v=0gi Ty :u—v =0
situate pe 3, in punctul M(u = 0,v = 0).

Sa se gaseasca curbura totala, curbura medie, liniile de curburd si liniile
asimptotice ale suprafetei de ecuatie z = 22 — y?, in punctul P (2,1, 3).

Fie suprafata ¥ : 7 = wcosvi + usinvj + uvk, (u,v) € R x R si curba
I':v=wu+1, situatd pe suprafata X. Se cer:

a) S& se determine prima si a doua form& fundamentald a suprafetei X;
b) S& se calculeze lungimea arcului M; M al curbei T', unde

Mi(u=1,v=2) gi Ma(u=2,v=3);
c) S& se determine curbura normala gi liniile de curburd ale suprafetei X,
in punctul M(u = 0,v =0).

Fie ¥ o suprafatd neteda si orientabila.

a) S& se arate cd suprafata ¥ este un plan dacd si numai dacd a doua
form& fundamentala este nulé;

b) S& se arate cd suprafata ¥ este o sferd dacd gi numai dacd coeficientii
formelor fundamentale sunt proportionali, adici % 7 i

M N-*
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