9. INTEGRALE MULTIPLE
9.1. Notiuni teoretice fundamentale

9.1.1. Definitia si proprietatile integralei duble

Definirea integralelor duble si a functiilor integrabile de doua variabile, se face prin generalizarea
rezultatelor din 6. Intervalul compact
[a, b] =R este inlocuit cu un domeniu compact masurabil Jordan din R? deoarece acesta are propriettile
de baza ale intervalelor compacte din R.

Reamintim cid o multime deschisa si conexd se numeste domeniu. Aderenta unui domeniu se
numeste domeniu fnchis. Un domeniu inchis si marginit din R? se numeste domeniu compact. Un domeniu
compact din R® a cirui frontierd este imaginea unei curbe netede pe portiuni, este mdsurabil Jordan (are
arie).

Tn continuare vom considera numai domenii de acest fel.

Definitia 9.1.1.1. Fie D R? un domeniu compact masurabil. Se numeste diviziune a domeniului D, o
familie finitd d = {D;, D, ...,D,} de multimi cu urmatoarele proprietati:
a) fiecare multime D; este domeniu compact masurabil;

b) LnJ D, =D;
i-1

¢) dacai#j;atunci D, D; =@.(D; reprezinta interiorul mutimii D;)
Se numeste norma diviziunii d, numarul:
||d|| = max {d(Dy); i=1, 2, ..., n}
unde d(D;) este diametrul multimii D;.
Notam cu & multimea tuturor diviziunilor domeniului D.

Definitia 9.1.1.2. Fie D < R? un domeniu compact masurabil Jordan si
f: D —R o functie marginita, fie d = {Dy, D, ...,Dp} 0 diviziune a domeniului D. Pentru fiecare ie {1,
2,...,n}, fie m; = inf f(D;) si

n
M; = sup f(D;). Suma s¢(D) = Z m, -a( Di) se numeste suma inferioard Darboux asociata functiei f si
i=1

n
diviziunii d, iar suma S¢(d)= Z M, -a(D;) se numeste suma superioard Darboux (cu a(D;) s-a notat aria
i-1
domeniului Dy). Se numeste integrala inferioara Darboux a functiei f pe domeniul D, numarul:
I=sup{s{d); de 7}

1ar numarul :

| =inf{Si(d); de @}
se numeste integrala superioara Darboux a functiei f pe domeniul D. Functia f se numeste integrabild pe
domeniul D in sensul lui Darboux, daca integrala inferioard Darboux coincide cu integrala superioara.
Valoarea lor comuna se numeste integrala dubla a functiei f pe domeniul compact D Tn sensul lui Darboux.

Definitia 9.1.1.3. Fie D R® un domeniu compact masurabil i f: D —R o functie arbitrara; fie d = {Dy,
Dy, ...,.Dy} o diviziune a domeniului D. Pentru fiecare i€ {1, 2,..., n}, fie § € D,, arbitrar; multimea de
puncte

E=1{&,&, ..., & } se numeste sistem de puncte intermediare . Suma

ofd, &) = if(é)-a(oi)



se numeste suma Riemann a functiei f corespunzitoare diviziunii d si sistemului & de puncte intermediare.
Functia f se numeste integrabila pe domeniul compact D in sensul lui Riemann, dacd existd | € R ncat,
pentru orice € > 0, existd n > 0 astfel ca, pentru orice d€ & cu ||d|| < 1 si pentru orice sistem & de puncte
intermediare, sd avem | ofd, §) — | | < & Numadrul real | , a cérui unicitate se dovedeste imediat, se
numeste integrala functiei f in sensul lui Riemann, pe domeniul compact D.

Observatia 9.1.1.1. In definitia 9.1.1.3. nu este necesar si presupunem functia f marginitd. Dacd insa
presupunem cd domeniul D are diviziuni de norma oricat de mica, se poate demonstra ca orice functie
integrabild Riemann pe un asemenea domeniu este marginita. De aceea, in continuare, vom considera
numai functii marginite.

Teorema 9.1.1.1. Fie D R? un domeniu compact méasurabil si f: D —R o functie marginita. Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

a) feste integrabild in sens Darboux pe D;

b) pentru orice €> 0, exista de ¥ incat S{d) —s¢(d) <e;

C) pentru orice &> 0, existd n > 0 astfel ca, pentru orice de & cu ||d|| <mn, avem S¢(d) — s¢(d) < g;

d) feste integrabila in sens Riemann pe D.

Tnacestcaz | = 1= |; de aceea, in cele ce urmeazi , ne vom referi la
functii integrabile pe domeniul compact D si la integrale duble, fara a mai preciza sensul si vom nota:

| = ” f (X, y)dxdy .
D
Cea mai importantd consecinta a teoremei precedente este integrabilitatea functiilor continue.

Teorema 9.1.1.2. Fie D < R? un domeniu compact masurabil Jordan si
f: D —R o functie marginitd. Dacd multimea D; C D a punctelor de discontinuitate ale functiei f este de
masurd Jordan nuld (de arie nuld) atunci f este integrabila pe D.

La fel ca si in cazul integralei simple, se demonstreaza urmatoarele proprietéti:

Teorema 9.1.1.3. (Proprietatea de liniaritate)
Daca f; si f, sunt functii integrabile pe domeniul compact méasurabil D C R? si A1, A, €ER atunci
functia A4f; + A,f, este integrabila pe D si are loc egalitatea:

[ Gty + 2, £)(x, y)axdy = 4 [[ £,(x, y)dxdy + 2, [[ f,(x, y)dxdy

Teorema 9.1.1.4. (Proprietatea de aditivitate fata de domeniu)

Daca Dy, D, , D;\UD, sunt domenii compacte masurabile, atunci functia marginita f este
integrabila pe D; U D, dacé si numai daca f este integrabild pe D; si pe Dy; dacé in plus, D; n\ D, = @,
atunci are loc egalitatea:

j j f (X, y)dxdy = j j f(x, y)dxdy + j j f(x, y)dxdy.
Dl D2

D,uD,

Teorema 9.1.1.5. (Proprietatea de monotonie)
Daca fj si f, sunt functii integrabile de domeniul compact masurabil D C R? i pentru orice (X, y)
€D, avem fi(x, y) < f2(x, y) atunci:

J] f,(x, y)dxdy < J] f,(x, y)dxdy

D D

Teorema 9.1.1.6. Dacd functia f este integrabild pe D, atunci si |f] este integrabild pe D si are loc
inegalitatea:

[ 100 yydxdy| < [[1 £(x,y)| dxdy



Teorema 9.1.1.7. (Formula de medie pentru integrala dubla)
Daca functia f este integrabild pe domeniul compact masurabil D si m = inf f(D), M = sup f(D)
atunci existd p € [m ,M] incat:

” f (X, y)dxdy =p-a(D).
D

Daci f este continud pe D, atunci exista (§, 1) € D Incat

JJ £ (% )dxdy =fe. ) - a0).
D

9.1.2. Calculul integralelor duble

Teorema 9.1.2.1. Fie D = [a, b] x [c, d] si f: D —R o functie integrabild pe D. Daca pentru fiecare x € [a,
b] exista

d
FOO = [ £(x,y)dy

atunci functia F:[a, b] —R este integrabila pe [a, b] si are loc egalitatea :

jj f(x, y)dxdy = j'F(x)dx,

care se mai scrie

ﬂ f(x,y)dxdy = I{If(x, y)dy}dx,

Observatia 9.1.2.1. Schimband in teorema rolul variabilelor x si y obtinem: daca f este integrabila pe D si
daca pentru fiecare y € [c, d] exista

b
G(y) = I f (x, y)dx, atunci:

[ 06 y)dxdy = [G(y)dy,
adica, ’ C
” f(x,y)dxdy = I[If(x, y)dx}dy

Tn particular, daci f este continud pe D, atunci f este integrabila pe D, exista atit F(x) , x € [a, b],
cat si G(y), z € [c, d], prin urmare au loc ambele egalitati, deci ordinea de integrare nu conteaza.
Teorema 9.1.2.2. Fie D  R? un domeniu compact masurabil, simplu fati de axa Oy:
D={(x,y) € R®:ux)<y<@aAx); xE[a, b]},
unde ¢y, @, : [a, b] >R sunt functii de clasi C* (orice paraleli la axa Oy intersecteaza frontiera lui D in cel
mult doud puncte). Dacd functia :D—R este integrabild pe D si pentru orice x € [a, b] functia y — f(x, y)

este integrabild pe intervalul [@1(x), ¢o(x)] atunci functia F : [a, b] —R
- ©,(x)
F ()= J. f (X, y)dy este integrabila pe [a, b] si are loc egalitatea :
o (x)

I f o yyaxdy = ilz(x)dx, adica



b| @, (x)

J] f(x,y)dxdy = j If(x y)dy [dx.

al ¢(x)

Observatia 9.1.2.2. Daca domeniul compact masurabil D este simplu fatd de Ox, se stabileste un rezultat
asemanator, schimband rolul variabilelor x si y. Dacd D nu este in nici una din aceste situatii, se
descompune prin paralele la axele de coordonate, ihtr-un numar finit de subdomenii compacte, fara puncte
interioare comune si care sa fie in una din situatiile de mai sus. Se aplica apoi proprietatea de aditivitate
fatd de domeniu.

Teorema 9.1.2.3. (Teorema schimbarii variabilelor in integrala dubla)
Fie D, D" = R? domenii compacte masurabile si T:D"—D o transformare punctuala (u, v) T

(X, y) cu jacobianul neutru n D" si astfel incat T(D") = D. Fie f : D—R o functie continui. Atunci are loc
egalitatea :

” f(x,y)dxdy = ” f (x(u,v), y(u,v))-‘% dudv .

Observatia 9.1.2.3. Pentru aplicatii, gasirea transformarii T este esentiald; nu existd o metodd generald
pentru rezolvarea acestei probleme ci, de la caz la caz, se alege transformarea T in functie de forma
ecuatiilor care definesc frontiera domeniului D. Alegerea este buna, daci noul domeniu D" este mai simplu,
adici daci integrala dubla pe D", obtinuta dupa aplicarea formulei, se descompune mai usor in integrale
simple.

9.1.3. Aplicatii ale integralelor duble
9.1.3.1. Calculul ariilor

Dacid D CR? este un domeniu compact, a carui frontierd este reuniunea imaginilor unui numar
finit de curbe netede, atunci aria lui D este:

a(D) = ” dxdy
D

9.1.3.2. Calculul maselor si al coordonatelor centrelor de greutate

Daci domeniul compact masurabil D C R? reprezinti o placi materiala (de grosime neglijabila),
iar functia continui p : D—R" reprezinti densitatea plicii, atunci masa pldcii este dati de:

masa(D) = ” p(X,y)dxdy,

iar coordonatele centrului de greutate al placii sunt date de:

oy XV =

s J [ yo(x, y)dxdy

(D)
9.1.3.3. Momente de inertie

Momentul de inerfie al plicii reprezentatd de domeniul compact D C R? fafd de originea axelor de
coordonate este dat de:

o= [[ (" +y*)p(x, y)dxdy

iar momentele de inertie fatd de axele de coordinate sunt:



L= [[y2 p(x y)dxdy 1, = [[x*p(x, y)dxdy

9.1.4. Definitia si proprietatile integralei triple

Integrala tripld se defineste la fel ca integrala dubld, domeniul compact masurabil D < R? fiind
inlocuit cu un domeniu compact misurabil Q —R®. Reamintim ci un domeniu compact din R® a cirui
frontiera este imaginea unei suprafete netede pe portiuni este masurabil Jordan (are volum). In continuare
vom considera numai domenii de acest fel.

Definitia 9.1.4.1. Fie QR® un domeniu compact masurabil. Se numeste diviziune a domeniului Q, o
familie d = {Q, Q, ..., Q,} de multimi cu urmatoarele proprietati:
a) fiecare multime Q; este domeniu compact masurabil;

b) UQi =Q:
i=1

¢) dacdi#j,atunci Q;NCY; =@ (L; reprezinta interiorul multimii ;).
Se numeste norma diviziunii d, numarul :
[[d]] = max {d(€;);1=1,2, ...,n},
unde d(€) reprezintd diametrul multimii ;.
Notam cu ¥ multimea tuturor diviziunilor domeniului Q.

Definitia 9.1.4.2. Fie Q < R® un domeniu compact masurabil Jordan si
f: Q—R o functie marginita; fied = {{, Q», ..., Qu} 0 diviziune a domeniului Q. Pentru fiecare i€ {1, 2,
..., n} fie m=inf f(€Y;) si

n

Mi=sup f(Q;) Suma s¢(d) = Z m; - V(Qi ) se numeste suma inferioard Darboux asociata functiei f si
i=1

diviziunii d, iar suma

n
Si(d) = Z M, -V(Q;) senumeste suma superioard Darboux (cu v(€;) s-a notat volumul domeniului ;).
i=1
Se numeste integrala inferioara Darboux a functiei f pe domeniul Q, numarul :
I'=sup {s{d); de 7}
iar numarul

| =inf{Si(d); de 7}
se numeste integrala superioara Darboux a functiei f pe domeniul Q. Functia f se numeste integrabila pe
domeniul Q Tn sensul lui Darboux, daca integrala inferioard Darboux coincide cu integrala superioara.
Valoarea lor comuna se numeste integrala tripla a functiei f pe domeniul compact Q n sensul lui Darboux.

Definitia 9.1.4.3. Fie Q C R® un domeniu compact masurabil si f : Q—R o functie arbitrard; fie d= {,
Q,, ..., Qu} o diviziune a domeniului Q. Pentru fiecare i€ {1, 2, ..., n}, fie § € €; arbitrar; multimea de
puncte

E={&, &, ..., &} se numeste sistem de puncte intermediare. Suma:

o6.9= X 1(6) v(@)

se numeste suma Riemann a functiei f corespunzatoare diviziunii d si sistemului & de puncte intermediare.
Functia f se numeste integrabild pe domeniul compact Q n sensul lui Riemann, dacd existd I€ R Tncét,
pentru orice € > 0, exista 1 > 0 astfel ca, pentru orice d € ¥ cu ||d|| < n si pentru orice sistem & de puncte
intermediare, sd avem:

lo(d, &) -1l <e.



Numarul real I, a carei unicitate se dovedeste imediat, se numeste integrala functiei f in sensul lui
Riemann pe domeniul compact Q.

Observatia 9.1.4.1. in definitia 9.1.4.3. nu este necesar si presupunem functia f marginiti. Daca insi
presupunem ca domeniul Q are diviziuni de norma oricat de micd, se poate demonstra ca orice functie
integrabild Riemann pe un asemenea domeniu este marginita. De aceea, in continuare, vom considera
numai functii marginite.

Teorema 9.1.4.1. Fie Q—R® un domeniu compact mésurabil si f: Q—R o functie marginitd. Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

a) feste integrabild in sens Darboux pe Q;

b) pentru orice &> 0, exista de /incat Sq(d) — s¢(d) <e;

C) pentru orice € > 0, exista > 0, Incét pentru orice de @ cu ||d]| <n, avem Sg(d) — s¢(d) <e;

d) feste integrabila in sens Riemann pe Q.

n caz de integrabilitate, | = 1 = ; de aceea, in cele ce urmeaza, ne
vom referi la functii integrabile pe domeniul compact Q si la integralele triple, fard a mai preciza sensul si

vom nota :
I = m‘ f(X,y,z)dxdydz .
Q

Cea mai importantd consecinta a teoremei precedente este integrabilitatea functiilor continue.
Teorema 9.1.4.2. Fie Q —R® un domeniu compact masurabil Jordan si
f: Q—R o functie marginita. Dacd multimea Q; C Q a punctelor de discontinuitate ale functiei f este de
masurd Jordan nuld (de volum nul), atunci f este integrabila pe Q.

Proprietatile integralelor duble se reformuleaza pentru integralele triple. De exemplu:

Teorema 9.1.4.3. (Formula de medie pentru integrala tripla)
Daci functia f este integrabild pe domeniul compact masurabil Q si m = inf f(Q), M = sup f(Q),

atunci existda u € [m, M] incét:
m f(X,y,z)dxdydz =p - v(Q).
Q

Dacai f este continud pe Q, atunci exista (&, 7, {) C Q incat:

Iﬂ f(x,y,z)dxdydz =fE, 7,0 - V().
Q

9.1.5. Calculul integralelor triple

Teorema 9.1.5.1. Fie Q= [a;, by] X [z, by] X [as, b3] 51 f: Q—R o functie integrabila pe Q. Fie D = [ay,
b1] X [az, by]. Daca pentru fiecare (x, y) € D exista:

by
Fooy) = | F(xy,2)dz,

atunci functia F: D—R astfel definita este integrabild pe D si are loc egalitatea:
m f(X,y,z)dxdydz = ﬂ F(x, y)dxdy
Q D

care se mai scrie:

m. f(x,y,z)dxdydz = H kjff(x, y,z)dz [dxdy .

ag



Observatia 9.1.5.1. Schimbénd 1n teorema rolul variabilelor, se pot obtine inca doua formule analoage prin
care calculul integralei triple pe un paralelipiped se reduce la calculul unei integrale duble si al uneia
simple.

Teorema 9.1.5..2. Fie Q — R® un domeniu compact masurabil, simplu fatd de axa Oz: Q ={(x, y, z) € R*:
01(%, Y) <z < g%, y); (X, y) €D}, D R? fiind domeniu compact masurabil, ¢z, ¢, : D—R sunt functii de
clasa C' pe D (orice paralela la axa Oz intersecteaza frontiera lui Q in cel mult doud puncte). Daca functia
f: Q—R este integrabila pe Q si pentru orice

(X, y) €D functia z — f(x, y, z) este integrabila pe intervalul

[P1(X, Y), ¢2(X, y)], atunci functia F : D-R,

- ?2(X,y)
Fxy= I f(X,Y,2)dz este integrabila pe D si are loc egalitatea:
o (x.y)
m f(x,y,z)dxdydz = ” IE(x, y)dxdy
Q D
?,(X,Y)
adici : m f(X,y,z)dxdydz = H If(x y, z)dz |dxdy
D [ ¢u(xy)

Observatia 9.1.5.2. Daca domeniul compact masurabil Q este simplu fatd de Ox sau Oy, se stabilesc doua
formule asemanatoare, schimband rolul variabilelor. Daca Q nu este in nici una din aceste situatii, se
descompune ntr-un numar finit de subdomenii compacte, fara puncte interioare comune si care sa fie in
una din situatiile de mai sus. Se aplica apoi proprietatea de aditivitate fata de domeniu.

Teorema 9.1.5.3. (Teorema schimbarii variabilelor in integrala tripla)
Fie Q, Q" < R® domenii compacte misurabile si T: Q' — Q o transformare punctuali (u, v, w)

L)(x, y, Z) cu jacobianul nenul in interiorul domeniului Q si astfel incat T(Q") = Q. Fie f: Q—R 0
functie continud. Atunci are loc egalitatea:

m f (x, y, 2)dxdydz __m F (x(u, v, W), y(U,V, W), 2(U, V, W) - ‘ D(x,, Z) dudvaw

Observatia 9.1.5.3. Transformarea T se alege in functie de forma ecuatiilor suprafetelor care constituie
frontiera domeniului Q. Alegerea este buna dacd noul domeniu Q este mai simplu, adicd daca integrala
tripla pe Q' obtinuta dup aplicarea formulei, se descompune mai usor intr-o integrald dubla si una simpla.

9.1.6. Aplicatii ale integralelor triple
9.1.6.1. Calculul volumelor

Daci Q < R® este un domeniu compact a cirui frontiera este reuniunea imaginilor unui numdr finit
de suprafete netede, atunci volumul lui Q este dat de

v(Q) = J..”. dxdydz .
Q

9.1.6.2. Calculul maselor si al coordonatelor centrelor de greutate

Daca domeniul compact masurabil Q C R® reprezinti un corp material, iar functia continui p : Q
— R reprezinti densitatea corpului, atunci masa acestui corp este dati de:

masa (Q) = .”J. o(X,y,z)dxdydz ,
Q



iar coordonatele centrului sau de greutate sunt

Wa(g) [IJ xo(x,y, 2)dxdycz.

= —masa(Q) m ypo(x, y, 2)dxdydz ,

m [[J 20(x,y, 2)xdydz.

9.1.6.3. Momente de inertie

Momentele de inertie ale unui corp material reprezentat prin domeniul compact masurabil Q < R®
de densitate p: Q — R" sunt:

lo= m (X* +y* +2%) p(x, y, z)dxdydz
Q
lowy = .”J. 2% p(x, y, z)dxdydz
Q
loy= m. x*p(X, y, z)dxdydz
Q

low = [[] ¥? (%, v, 2)dxdydz
Q

lox= m (y? +2%)p(x, Yy, z)dxdydz

loy= m (X* +2%) p(X, y, z)dxdydz o= .UJ. (x* + y?) p(x, y, z)dxdydz



