8. INTEGRALA CURBILINIE DE PRIMUL TIP

8.2. Exercitii rezolvate

Exercitiul 8.2.1. Si se calculeze I Xydl , unde vy este dati de x =t,

4
y=2-t,t €]0, 2]

Solutie.

A =v(0)

v

B=v(2)

jxydl :jt(Z—t) 12 + (-1)2dt :Jii(zt —t?)dt =

2
t° 8) 42
=V2[ - | =42[4-2 =25
3 . 3 3
Exercitiul 8.2.2. Si se calculeze I xydl unde 1y este dati de y = x?,
y
xe[-1,1].
Solutie.

A=v(-1) B=y(1)

/

xX=t
y=t2te[-11]

Ecuatiile parametrice ale lui y sunt {



1
Deci Ixydl = J.ts 12 + (2t)2 dt =0 (deoarece se integreazi o functie impari pe un interval simetric
-1

7
fata de 0)

Exercitiul 8.2.3. Si se calculeze I)Q/dl unde y : [x| + |y] = a, a>0

¥
Solutie. Imaginea drumului y este prezentata in figura urmatoare. Se observa ca ea este reuniunea imaginii
a patru drumuri:

x=t x=t
AB: CB:
{y:a—t,te[o,a] {y:t—a,te[o,a]
X=t Xx=t
DC: DA:
{y =-t—ate[-a,0] {y =a+t,te[-a,0]
VA
A
D B :x
C

Rezuuajxydl = J.xydl + J'xydl + J'xydl + jxyou =
14 AB BC CD DA
= it(a—t)w/lz +(—1)2dt+jt(a—t)\/12 +1%dt -
0 0
0 c
- j t(—t —a)y/1% + (=1)2dt + j t(a+t)V1% +12dt =

0

=2 jt(a —t)dt+ jt(a —t)dt+ it(a +t)dt + Tt(a + t)dt}

Exercitiul 8.2.4. Si se calculeze I(X + y)dl unde 1y este bucla lemniscatei (x* + y*)* = a*(x* — y?) aflati in

¥
cadranele I i IV.

Solutie. Inlocuim x si y in ecuatia implicitd prin x = rcos6, y = rsin6 . Rezulta r* = a’r’(cos’0 — sin’0) = ar?
T T
c0s20, adicd r* = a’cos20. Din conditia cos20 > 0 rezulti § € {—Z,Z} (tindnd cont si de faptul ca

intereseaza bucla din cadranele I si IV)
Rezulti si r = a~+/C0OS 26 , deci ecuatiile parametrice sunt:



X = a+/c0s 260 - cos ¢
y =a-/sin 20 smeee{—z Z}

zl4

Atunci I(x+ y)dl = J'(a\/cos 260 - cos @ + a~/cos 20 -sin 6) -
4

-4

: J{(a@cos@)r {(a@-sin 6?)Tdt9 =

zl4

sin20 |’
7;[“(10050\/0052 +5sin 8-/cos 26) - \/[\/0052 ] {m} do=

zl4
=a’ .[(cosex/cosz +sin 8-+/cos 26) - 1/ d¢9-

-4

zl4

_ 2 J'(sin9+cosé?)d9 2(sing - cos,¢9)|’”4 a2

—l4

Exercitiul 8.2.5. Si se calculeze I = J.(X + Y+ 2)dl, unde y este dati de x = cos t, y=sin t, z =t, t€ [0,
¥

2x].

Solutie.

I(x+ y + z)dl =T(cost +sint th)-\/[(cost)’]2 +[(sint)’]2 +[tPdt =

2z

2r 2
= I(cost +sint +t)v/2dt = \/E(sint —cost + %j =272
0 0
4=

Iy
7 A=1(0)

Imaginea curbei y este reprezentata in figura.

v

Exercitiul 8.2.6. Si se calculeze I 2y2 + 22d|, unde y este circumferinta cercului de ecuatie
¥

x?+y?’+z*=a’
X=y '



Solutie. Cercul y este intersectia sferei de ecuatie x* + y* + z° = a° cu planul de ecuatie x =y.

S:xX+y+7° =4

v

Ecuatiile parametrice ale curbei sunt obtinute cu ajutorul ecuatiilor parametrice ale sferei:

X =asinécos ¢

: : - o .. 3 V4 o
y =asinégsin ¢ tinand cont ca din conditia x = y rezultd @ = Z sau @ = —.

4
z=acosd,pe[0,27],0 €[0, 7]

2 .
x:isme X=—aTSInc9
) av2 . av/2
Rezultd y : y:Tsme sau y:—Tsme
z=aco0sd,0 ][0, x] z=acos0d,0e|0,r]

a2

Deci x = sinf,y= sin 0, z=acos 0, 8 € [0, 2x].

Rezulti J'W/Zy +z2dl —_[ [ﬂsmHJ +(acos0)?
\/— 2 \/— 2
(aTcosej +[aTcoseJ +(-asinf)*do =

27 2
:j\/?-ﬁdezazjdezznaz
0 0

Exercitiul 8.2.7. Si se calculeze f (X+ y+ z)dl unde v este triunghiul cu varfurile in A(1, 0, 0), B(0, 1,
V4

0), C(0, 0, 1).

Solutie. Se observa ca y este reuniunea a trei drumuri:



AZ
C
B g
A
X
X=1—t x=0
AB: Yy =t BC:qy=1-t
z=0,t€[0]] z=t,te[0]]
X=t
CA:1y=0
z=1-t,t[0]]

1
Rezulta | (X+y+2z)dl = [(t+1—1)/(-1)? +1° +0°dt +
J
¥ 0

+ j.(t+1—t)\/02 +(=1)? +12dt+j.(t+1—t)\/12 +0% +(=1)%dt
= 3jﬁdt=3ﬁ.

Exercitiul 8.2.8. Sa se calculeze lungimea curbei y definitd prin reprezentarea parametrica: x = a cost, y = a
sint, y = bt, te [0, 2x],a> 0,b> 0
Solutie. Curba este o elice circulard a carei imagine este prezentatd in figura alaturata.

AZ

<V

Lungimea sa este:

IV

I\/(—asint)z +(acost)? +b2dt = zv/a? +b?
0



Exercitiul 8.2.9. Sa se determine masa si coordonatele centrului de greutate al firului material care este
imaginea curbei y : x = 4t%; y = +/15t% z = 2t3 te [-1, 1] daci densitatea in punctul (x, y, z) este p(X, y, z)

= —|z].
2||

Solutie.

1
n= [ 21211 = [2 126 W@ty + @Vist)? + (6t)’ ot -
V4

-1

1 1 '
- J%-2|t3 |t2(20t> +6)dt=2jt5(20t2 +6)dt=£
0

-1

=5+2=7
0

40t8 12t6j
+_

Coordonatele centrului de greutate sunt :

1 ! 1
x-—-|z|dl 5.7.9.1t3| 2 2
! ;12 [4t 21071 4°(20t° + 6t

_ =0
Xg 7 7
jy.1.|z|d| j\/ﬁt“.l.g.m|.t2(20t2+6)dt
R B 2 _ 6815
Yo 7 7 105
1 L 3 1 3 2 2
.[Z.E.|z|d| th .= 2.t | t3(20t* +6)dt
_7 -1 2 =
Zg= - =0

7 7
Exercitiul 8.2.10. Sa se determine momentul de inertie in raport cu axa Oz a primei spirale a elicei x = a

cost, y = a sint, z = bt, avand densitatea constanta p.

2r
Solutie. I, = j(x? +y2)p(x,y, 2)dl = j(az cos?t+a’sin?t)-
/4 0

- prJasin?t+a?cos’t+b%dt =27’ - pya® +b? .
Exercitiul 8.2.11. Sa se determine atractia exercitatd de arcul de astroida
X = a cos’t, y = a sin’t situat in primul cadran, asupra unititii de masuri situati in originea coordonatelor,

daca densitatea n fiecare punct este egald cu cubul distantei de la punct la originea coordonatelor.

Solutie.

x(\/x2+y2+22)3
Fx:k~1~J'( —— 2)3 dl =
y Wx2+yi+z
7l2

=k Iacos3tJ95in2tcos4t+9sin4tcosztdt =
0

”/2 5 ﬂ/2
=k _[ 3asintcos* tdt = —k3a2> t| = 32k .
0

:



