4. FUNCTII DIFERENTIABILE. EXTREME LOCALE

4.3. Exercitii propuse

Exercitiul 4.3.1. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai ale urmatoarelor functii, precizand si
domeniul lor de definitie:
_ 2 _X-y _ X _ 2 2
a)f(x, y) =x*+y* —3axy  b)f(x,y) = Ofix, y) =—— d)f(x, y) =In(x + /X" +y~)
X+y x? +y?

y
o)f(x, y) = x’ Di(x, y)=¢*

1
9)f(x, y) = sin ———
X2 +y?

Exercitiul 4.3.2. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intdi ale urmatoarelor functii; precizand si
domeniul lor de definitie:

x|yl
—l ) OlO
Dty ={xiry? 700

0 ,(x y)=(0,0)

Xy
T o ’ 010
b)f(x,y) =1 X* +y? (x.y)#(00)

h)f(x, y, z) = arctg i
Xy

0 (%, y)=(0,0)
XY 1
sin (x.y) = (0,0
o) f(x,y) =4 X> +y° X2 +y? (x,y) = ( )'
0 ,(x y)=(0,0)
ege . . 2 2 . . az 1 az 7
Exercitiul 4.3.3. Demonstrati ca functia z(x, y) = y*®(x° —y°) verifica ecuatia — — + — — = z

X OX yoy 'y
unde @ este o functie de clasid C' pe R.
. . . y , . oz 0z
Exercitiul 4.3.4.Demonstrati ca functia z(x, y) =xy + x* @| = | verifica ecuatia x'a— + y'a— =x'y+tz
X X y

unde @ este o functie de clasd C' pe R.

Exercitiul 4.3.5. Fie f : R°>R, f(x, y) = 3\/X3 + y3 .

a) Determinati derivatele partiale de ordinul intai ale functiei f si studiati continuitatea lor.
b) Studiati diferentiabilitatea functiei f in (0, 0).

Exercitiul 4.3.6. Si se demonstreze ca functia f : R%>R, f(x, y) =sin(xy?) este diferentiabili pe R? si s se
calculeze diferentiala sa.

Exercitiul 4.3.7. Si se demonstreze ca functia f : R°—>R’,
f(x, y) =(sin xy, sin(xsiny), sin x — cos y) este diferentiabild pe R? si sd se determine df.

Exercitiul 4.3.8. Fie f : R*>5R,
arctgIn(x® +y* +z%),(x,y,z) # (0,0,0)
fx.y,)=1 x

—5 , (X y,2)=(0,0,0)



a) Studiati diferentiabilitatea functiei fin (0, 0, 0)

o (1 1 1)
b) Determinati (grad f)| — E,

2'2' 2
€) Determinati ﬂ (l,l,ij unde v este versorul gradientului functiei f in punctul
ovi222
111
27%)
Exercitiul 4.3.9. Demonstrati ca daca z(x, y) = f(y + ax) + g(y - ax) atunci aZZTZS - gxii =0 oricare ar fi

functiile f si g de clasa C? pe R.

0’z 0%z |
5 s o7 daca

Exercitiul 4.3.10. Sa se calculeze

2(x, y) = fOZ + 2, x> — y2, xy) unde f este o functie de clasa C? pe R®.
Exercitiul 4.3.11. Sa se scrie formula lui Taylor pentru functia

f(x, y) = &”*sin y si punctul (0, 0).

Exercitiul 4.3.12. Si se studieze diferentiabilitatea functiei f : R*—R?,

X3+ 3
i e 2y 2 00)
f=(ff), ik y) = (k- D&, b y) = 1 | X | +] Y|

0 (% y)=(0,0)
in (0, 0).

h1 —h 2
R. f este diferentiabila in (0, 0); dfi, g)(h1, h) = 0 .

Exercitiul 4.3.13. Se dau functiile f, g: R°—R? f = (f, f,), g = (g1, g2) unde fy(x, y) = x° — y*, f2(x, y) =
3XAy + 3xy%, 01X, Y) = X + Y, Ga(X, Y)= X — Y. Si se arate ca functiile £, g, f © g sunt diferentiabile pe R si sa
se scrie df, dg,
fogsid(fog).
3x?h, —3y’h
R. dfy, »(hs, h) = . y N
(6xy +3y?)h, + (3x* +6xy)h,
400 (e 1) h, +h,
Jix, y o) =

(x, ALy 112 hl _ h2

(fo @x, ) = (6% + 2y, 65 — 6xy?)

12xy 6x* +6y° \ h,
d(f X, h , h,) = =
(© &y, ho) [18X2—6y2 12%y ),

_ (12xyh, +(6x* +6y?)h,
(18x* —6y?)h, —12xyh,
Exercitiul 4.3.14. Sa se determine extremele locale ale urmatoarelor functii:

, 1-X 1-x+x?
a)f(x) =x"-3x +2 b)f(x) = arctg —— fx) = ——
1+x 1+

o)) =ve* —1 f)f(x) = %

] pentru orice (x, y), (hy, h,)e R?

Afx) = |x - 1]



R. a) x = -1 punct de maxim local, x =1 punct de minim local; b) nu are;
1
C) x = E punct de minim local; d) x = 1 punct de minim local; e) x = 0 punct de minim local; f) x = e

punct de minim local.
Exercitiul 4.3.15. Sa se determine punctele de extrem local pentru urmatoarele functii:

a)f(x, y) =x* +y* — 3xy b)f(x, y) = x% + 8y° —6xy + 1

Of(x, y) =2x3 — xy? + 52 + y?  d)f(x, y) =xy’e*”

e)f(x, y) = 1 Hi(x, y) = 1+X—_y
Dy HY) T 1 x2 e y?

9)f(x, y) = xy In(* + y?) h)f(x, y) =In (1 + /X% +y?)

1
R. a) (1, 1) punct de minim local; b) (1, Ej punct de minim local;

5
c) (0, 0), (—g,OJ puncte de minim local; d) (-1, 2) punct de maxim local, (o, 0) este punct de minim

local dacéd o > 0, punct de maxim local si nu e punct de extrem daca a = 0; e) (2, 1) punct de maxim local;

1 1 1 1
) (1, 0) punct de maxim local, (1, 1) punct de minim local; g) (— — si , sunt
N 2e \/ZeJ [\/Ze \/ZeJ

1 1 1 1
— , si — sunt puncte de minim local; h) (0, 0)
V2e \/Ze] [\/Ze \/Zej
punct de minim local.

Exercitiul 4.3.16. Sa se determine punctele de extrem local ale urmatoarelor functii:
a) f(x,y,2z)=3x*+y* + 272 — 2xy + 2yz
b) f(X,y,z) = X2+ Y+ 422 —xy +xz + 2yz
¢) f(x,y,2)=x3+y*+ 2+ 12xy + 2z
d) f(x,y,2) = (x-a)°’ + (y-b)* + (z-c)’ +d
e) f(x,y,2) =4’ +y* +97° + 4x -2y + 62— 3
fx,y,2)=xyz -(x+y)lnz+5
R. a) (0, 0, 0) punct de minim local; b) (0, 0, 0) punct de minim local;
c) (24, -114, -1) punct de minim local; d) (a, b, ¢) punct de minim local;

puncte de maxim local, iar [

(1 1) .
e) | —,1,— | punct de minim local.
2 3

Exercitiul 4.3.17. Si se demonstreze ca functia f(x, y) = (1 + e)cos y — xe* (x, y) € R? are o infinitate de
puncte de maxim local si nici un punct de minim local.



