2 SERII DE PUTERI REALE. DEZVOLTARI IN SERIE TAYLOR

2.2. Exercitii rezolvate.

. § . . . 3 . 1 X
Exercitiul 2.2.1. Sa se determine multimea de convergenta si suma seriilor de puteri: a) Z )" —;
n
n>1
2n+1
X
b) » (-1)"
; 2n+1
Solutie.
1 .
a) Raza de convergenta este: r = = lim Q/ﬁ =1
— 1 n—o0
limo/|(-1)"** =
n
: 2n+1 1 1 *
Pentru x = -1 obtinem f(-1) = (-1)™"" —=- —,neN.
n n

Seria generatd de sirul numeric {f,(-1)}, ey are aceeasi natura cu seria armonica, deci este divergenta.
1 .

Pentru x = 1, obtinem f,(1) = (-1)""* =, nEN’. Acest sir genereazi seria armonic alternati care, conform
n

criteriului lui Leibniz, este convergenta. Multimea de convergenta a seriei de puteri considerate este deci (-
1,1].
0 X n
FieS: (-1, I] >R SK) = Y ()" - —
n-1 n
Pentru orice xe (-1, 1), S’(x) = f:(—x)”"1 = 1
o 1+X

n=1

1
Din S’(x) = 1 , X€ (-1, 1) si S(0) = 0 rezultd S(x) = In(1+x) pentru orice x € (-1, 1). Tinand seama de
+ X

- 1
observatia de mai sus, rezulta ca Z(—l)n+1 = =51 = limsx) = lim In (1+x) =In 2.
) n x—1 x—1

Deci, suma seriei armonice alternate este In 2. Acest rezultat permite aproximarea numarului In 2
prin numere rationale si evaluarea erorii facute.

b) Raza de convergenta este datd de : r = ———=—= unde
limy/a,,|
0, daca m = 2n
an =1 (=1"

dacam=2n+1

2n+1
0, daca m =2n

Deci a,, | =

Y e,
1 dacam=2n+1 Deoarece rLILT!O Um =1, sirul (Y] @,, | Jme v are punctele de

Ym

acumulare 0 si 1. Prin urmare lim g/|a | =1, decir=1.

m—o0



. . . 1 < .
Pentru x = -1 se obtine seria numerica Z(—l n care este convergentd (se aplica

=0 2n +1
criteriul lui Leibniz).

o n 1 y
Pentru x = 1 se obtine seria Z (-1 care este de asemenea convergenta.
=0 2n+1
Prin urmare, multimea de convergenta este A = [-1, 1].
© 2n+1
. n X . .
Fie acum S : [-1, 1] —»R S(X) = Z(—l) il Aplicand teorema de derivare termen cu
— n+
n=0

o0 o0 1
termen, deducem ci, pentru orice X € (-1, 1), S’(x) = Z (-)"x*" = Z (-x*)" = i Deci S(x) =
n=0 n=0 + X

arctg x + C. Din S(0) = 0 rezulta S(x) = arctg x pentru orice xe (-1, 1). Deoarece S este continua in 1,

. T . . - . .
deducem acum ca S(1) = lim SKx) = Z, rezultat ce permite aproximarea numarului © prin numere
X—1,x<1

(L
rationale si evaluarea erorii facute. Analog se obtine S(-1) =- —.

4

Exercitiul 2.2.2. Sa se determine multimea de convergenta a seriei:

n+1 x2-2Y 1
-n". e
2D (1—2x2j 2

—~d n+n+1

Solutie.
x2_2 n+1
Daci se noteazi ——— =Y se obtine o serie de puteri cu coeficientii a, = (-1)" n2+4n4+1l-

1-2x2

an+l

an

NEN. Raza de convergentd a acestei serii de puteri este r = 1 deoarece lim =1. Multimea de

n—oo

convergentd a seriei Zany" este [-1, 1]. Multimea de convergentd a seriei date se obtine acum
n>0
2

rezolvand -1 < X— <1, de unde rezulta
1-2x?
X€E (-0, -1] U [1, ).
Exercitiul 2.2.3. Si se arate ci functiile f(x) = sin x, g(x) = cos X si h(x) =" x € R sunt dezvoltabile in serie
de puteri pe R si sd se determine seriile corespunzatoare.
Solutie.

.. . < = £n) . nm
Prin inductie se arati ca f™(x) = sin| X + 7 ,

M) — N 0y —ox - :
g"’(x) =cos| X + > si h™(x) =e” pentru orice XxERsineN .

Deoarece [f(x)| < 1 si |g™(x)| < 1 pentru orice XER si NEN rezulta ca f si g sunt dezvoltabile Tn
serie de puteri pe R.

Pentru orice a >0 si orice x€[-a, a] si neN avem 0 < h®(x) < ¢® deci h este dezvoltabila in
serie de puteri pe orice interval de forma [-a, a] deci este dezvoltabila pe R.

Pentru n = 2m avem f"(0)= sin mz = 0, g™ (0)=cos mx = (-1)", iar pentru n = 2m+1, f(0) = sin

(ma + g> = (-1)"si g™(0) = .

Rezulta dezvoltarile:



3 5 2m+1

_ x> x m X
sinx= ———+——..+ ()" —+..=
n 3 5 2m+1)!
0 0 X2m+1
= Z(_l) AN
o (2m+21)!
2 4 2m
cosx:l—x—+x——...+(—1)m X -
21 4 (2m)!
0 " X2m
=2 (-1
0 (2m)!

pentru orice X € R.
Cum h®™(0) = e” = 1 pentru orice NE N rezulta dezvoltarea
'] n
ex_zx ST I IV
~ n! il 2! n!
pentru orice X € R.
Exercitiul 2.2.4. Sa se dezvolte in serie de puteri functia:
fX)=(1 +x)*cux>-1,0 € R
Solutie.
Prin inductie se demonstreaza ca
%) =a(a-1) ... (a—n+1) (1 +x)*" deci
f%0) =a(a-1)... (a—n+1).
Se obtine dezvoltarea

iloc-(oc—l)-...-(OL—n+1)Xn

L+x)=
n=0 n!

pentru [x| < 1.
Exercitiul 2.2.5. Sa se dezvolte in serie de puteri functia

f(x) =In (x + V1+X? ), XER.

Solutie.
1
f ’(x)=————, XE€R. Pentru |x| < 1avem: f'(x)=(1 +x*y¥2 =
1+x°
1 1.3-5-...-(2n-1

=1-—x*+.. A+ (=D - - ( ) X*" +... de unde, prin integrare, rezulta f(x) = x +

2-1 2" -n!

2n 1 1
Z( n". ( M X" pentru orice x € (-1, 1).
o -n! 2n +1

Exercitiul 2.2.6. Si se calculeze — cCuU sase zecimale exacte.

Je
Solutie.

0 n

- . X . 1 )
In dezvoltarea e* = Z— punand x = E , obtinem

n=0
_ v D"
= ;2”
1

< F , prin incercari se obtine n = 7, deci

- Cum Tintr-o serie alternatad eroarea este inferioard primului termen neglijat, din

|—\o$||'_‘

2"n!



1 1 1 1 1 1

1

—=1- + - + - + =...
Je 2.1 4.2 8.3 16-4 32-51 64-6!

1
Exercitiul 2.2.7. Sa se calculeze cu trei zecimale exacte J.COS x%dx .

0
Solutie.
4n

= X
Di =) (D"
in cos x ;( ) (20!

¢ > 1 7 &2 1 1
cosx?dx = > (D" ——[x*"dx = > (-1)" —-
;[ o nzz(‘j( ) (2n)!-([x X nzz(;( ) (2n)! 4n+1

, XER, obtinem

Calculand suma primilor cinci termeni prin transformarea lor in fractii zecimale, prin lipsa si prin

adaos acolo unde transformarea nu se face exact, cu patru zecimale, obtinem

1 1
0,9035 < J. cos x?dx < 0,9036, deci J. c0S X 2dX este aproximati cu trei zecimale exacte prin 0,903.

0 0



