2 SERII DE PUTERI REALE. DEZVOLTARI IN SERIE TAYLOR

2.1. Notiuni teoretice si rezultate fundamentale
2.1.1. Serii de puteri reale.

Definitia 2.1.1.1. Fie (ay), €y un sir de numere reale. Se numeste serie de puteri reale cu coeficientii a,,
n €N, seria de functii an , unde
n>0
fax) = ax", NEN, XER.
Principalele rezultate privind multimea de convergentd a unei asemenea serii, precum si
proprietatile sumei, (datorate matematicienilor Abel, Cauchy, Hadamard) sunt concentrate in teorema
urmatoare.

Teorema 2.1.1.1. Fie Zanx” , XER o serie de puteri reale, cu coeficientii dati a,, n€ N si » > 0 definit

n>0

prin:

0 ,daca limy/|a | =

1 —
r= __—,daca0< limn a, <o

limy/|a, |

o0 ,daca limz/a, |=0
Atunci:

a) dacdr=0, singurul punct de convergenta al seriei este X = 0;

b) dacar >0, seria este absolut convergenta pe intervalul (-r, r) si este divergenta pentru |X| > r;

€) dacd X = r este punct de convergenta al seriei, atunci suma sa este continua in acest punct; analog
pentru X = -r;

d) dacd r > 0, suma seriei admite derivate de orice ordin in intervalul (-r, r) si aceste derivate se pot
calcula prin derivare termen cu termen;

e) dacdr> 0, seria poate fi integratd termen cu termen pe orice interval [a, b]  (-r, r).

Observatia 2.1.1.1. a) Numarul r se numeste razd de convergentd a seriei de puteri. Formula de calcul
pentru r se numeste formula Cauchy-Hadamard.

. |a .
b) Se poate demonstra ci, daca lim Nl existd, atunci existd si IILm 0| a, | si cele doud limite sunt
00

n—o ‘ an
. 5 aoiatx It an+l -1_' an+l : _ ~1_
egale. Prin urmare, daca exista lim |22, atunci — = lim |—™%| (cu conventia — =oosi — = 0).
n—»m an r n—» an 0 00

2.1.2. Serii Taylor. Dezvoltiri in serie.

Definitia 2.1.2.1. Fie (a,), € y un sir de numere reale si n € N, fixat. Se numeste serie Taylor, cu coeficientii

an, NE N, centratd in x,, seria de functii an , unde f,(X) = a,(Xx—Xo)", NEN, XER.
n>0
Este evident ca orice serie de puteri este o serie Taylor centrata in punctul
Xo = 0. De asemenea, dacd X, €R, Xp # 0, printr-o translatie x—Xo= Y, o serie Taylor centratd in X, Se
transforma intr-o serie de puteri, centratd in origine. Din acest motiv, teorema 2.1.3.1. de la serii de puteri
poate fi extinsa usgor la serii Taylor. Se obtine astfel:

Teorema 2.1.2.1. Fie an o serie Taylor cu coeficientii a,, N € N, centrata in Xg i r > 0 definit prin:
n=0



0 ,daca limy/|a, | =
1 —
r=y=———=,daca0<limya, <o
limy/|a, |
0 ,daca limy/|a, |=0
Atunci:
a) dacar =0, singurul punct de convergenta al seriei este X = Xo;
b) dacar> 0, seria este absolut convergenta pe intervalul (Xo — T, Xp + 1) si divergenta
pentru [X — Xo| > 1;
c) dacdr> 0, seria este uniform convergenta pe orice interval [a, b]< (xo =1, Xo + 1);

d) daca x = X + r este punct de convergenta al seriei, atunci suma sa este continua in acest punct;

analog, pentrux =X, —;

e) daca r> 0, suma seriei admite derivate de orice ordin in intervalul (Xo —r, Xo + ) si aceste derivate

se pot calcula prin derivare termen cu termen;

f) dacd r> 0, seria poate fi integratd termen cu termen pe orice interval [a, b] C (Xo — I, Xo + I);

Rémane valabila observatia referitoare la determinarea razei de convergenta r.

In teorema precedents, fiind dati coeficientii a,, NE€ N si punctul fixat X, € R, se deduc proprietiti ale
sumei seriei. Problema poate fi pusd insd si invers: fiind datd suma seriei si punctul fixat X, €R, sa se
determine coeficientii a,, N€N. Apare, astfel, problema gasirii unei serii Taylor a carei suma s fie o
functie datd, functie care se va numi dezvoltabila in serie Taylor.

Definitia 2.1.2.2. Fie | un interval deschis al axei reale, /-1 — R, X, € |. Functia f se numeste dezvoltabild
n serie Taylor Tn jurul punctului xo, daca exista sirul de numere reale (a,),  y $i € > 0 astfel incat:

o (Xo—¢, X% t¢&) Cl,e<r, unde r este raza de convergenta a seriei Taylor cu coeficientii a,, NE€ N,

centratd in Xo ;

e pentru orice X (Xo — &, Xo + €) avem f(x) = Zan (X—=X%,)" .
n=0

Apar Tn mod natural doua probleme:

e In ce conditii o functie f este dezvoltabila in serie Taylor in jurul unui punct dat?

e Cum se pot calcula coeficientii a, h € N,daca se cunoaste functia f?
Referitor la problema a doua, tindnd seama de teorema 2.1.4.1., €), avem:
Teorema 2.1.2.2. Fie f :] — R, Xo €| fixat. Daca f este dezvoltabila in serie Taylor in jurul punctului Xp,
i f (n)

(Xo) "
nt

atunci f admite derivate de orice ordin in X, si, pentru orice NEN, @, =

Observatia 2.1.2.1. Din aceasta teorema rezultd ca existenta derivatelor de orice ordin intr-o vecinatate a
lui Xy este o conditie necesard pentru ca o functie sa fie dezvoltabild in serie Taylor. Ea nu este insa si
suficienta.

1

Exemplul 2.1.4.1. Functia f: R—R, f(X) = e X, x>0 are derivate de orice ordin pe R, f(o)(”) =0, pentru
0 ,x<0

orice neN. Ea nu este insd dezvoltabild in serie Taylor in jurul punctului X = 0, pentru ci, daci ar fi, ar

rezulta

a, =0, ne N i, prin urmare, f(x) = 0 pentru orice x € (-¢, ¢), ceea ce este fals.

Observatia 2.1.2.2. Din teorema precedenta rezultd ca, daca f este dezvoltabild in serie Taylor in jurul

punctului xo, exista o singura serie Taylor a carei suma sa fie f pe intervalul (xo — &, Xo + €) si anume, seria
1

cu coeficientii a, = —'f ((;:) , NEN. Aceasta serie se mai numeste seria Taylor asociata funcfiei f in jurul

n:

punctului Xo. Prin urmare, referitor la prima problema formulatd anterior, este suficient sd stabilim in ce

conditii o functie indefinit derivabild (are derivate de orice ordin) este suma seriei Taylor asociate pe

intervalul (xo — ¢, Xo + €).



Pentru aceasta, este deosebit de utila urmatoarea:
Teorema 2.1.2.3. Fie f: I —R o functie de n+1 ori derivabild pe intervalul I, X,€ | fixat. Atunci, pentru
orice x € 1, exista cel pu;in un punct & (depinzénd de x) situat intre X, si X, astfel Tncat:

0=+ -0 (x4 00 ey T ey
)
(n+1)l( o)

Aceasta este formula lui Taylor pentru o functie reala, de n+1 ori derivabild pe | cu restul R(x) =

(n+l)
@) LA O

X,)"* in sensul lui Lagrange. Polinomul:
(n+1)!

T(X):f(x0)+f'(])-(o) @(X—XO)ZJF PRRAICS! (n)( X,)

(X=Xg) + (X=X,)"

se numeste polinomul Taylor de gradul n asociat functiei f si punctului fixat Xo.

Observatia 2.1.2.3. Coeficientii a,, N € N obtinuti in teorema 2.1.4.2. coincid cu cei din formula lui Taylor
pentru functia f si punctul X,. Deci, polinomul lui Taylor T,(X) asociat functiei f si punctului Xy este suma
partiala de ordin n a seriei Taylor asociate functiei f Th jurul punctului X, si, prin urmare, referitor la prima
problema, obtinem acum:

Teorema 2.1.2.4. Fie f: >R o functie indefinit derivabila (are derivate de orice ordin) pe o vecinatate a
punctului fixat xo € I. Atunci functia f este dezvoltabila in serie Taylor in jurul punctului Xy, daca si numai

daca, existd o vecinitate V a punctului Xo, Tncat, pentru orice x€ V avem lim R,(x)=0 .

n—o
Cu ajutorul acestei teoreme se obtine usor urmatorul criteriu, utilizat de obicei in practica:
Teorema 2.1.2.5. Fie f:I>R o functie indefinit derivabila pe o vecindtate V a punctului fixat xoe .
Presupunem ca exista M > 0 astfel ca, pentru orice n€N si orice X€ V, sd avem \f(x)(")| <M (functia f are
derivatele egal marginite pe V). Atunci f este dezvoltabila in serie Taylor in jurul punctului X, adica f(x) =
. f((:o)) n .
Z : (X —X,)", pentru orice x€ V.
n=0




