11. INTEGRALA CURBILINIE TN RAPORT CU COORDONATELE. CAMPURI DE
GRADIENTI

11.3. Exercitii propuse
Exercitiul 11.3.1. Sa se determine (grad U)(2, 1) unde
U y)= X2 +y° +4, (y)er’
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Exercitiul 11.3.2. Sa se determine punctele in care norma gradientului campului U(x, y) = (x* + y?)¥? este

egala cu 2.
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Exercitiul 11.3.3. Daca ¢ si y sunt functii reale diferentiabile iar c este o functie constanta, aratafi ca:
a) grad(p +y) = grad ¢ + grad y
b) grad(c+¢)=grad ¢
C) grad(c- ¢) =cgrad ¢
d) grad(py) = grady +y-grad ¢
e) grad@") =n 9" gradp, neN’

Exercitiul 11.3.4. Sa se determine divergenta si rotorul urmdtoarelor campuri vectoriale:
-

a)\7(x,y,z)=x'T +y ]+ z-E

BV (.= 6D T @) ] 400+ K

c) \7 (x, v, 2) =grad(x* + y* + 7%

R.a)div\7 =3, rot\7 =6 b)div\7 =0,

rot\7 =2[(y—z)-T +(z-x) ] +(X-y) -E];c)div\7 =6, rot\7= 6

N
Exercitiul 11.3.5. Demostrati ca daca ¢ este un cdmp scalar, V un cdamp vectorial, ambele de clasa Cl,
atunci

- - -
divip '\ )=¢ divV +V -grad ¢

- -
Exercitiul 11.3.6. Demonstrati cd dacd N este un camp vectorial de clasi C', iar a este un camp
constant, atunci

g'[grad(\7~g)—rot(\7 xg)]:div\7.

N
Exercitiul 11.3.7. Demonstrati ca daca U este un camp scalar, V un camp vectorial, ambele de clasa CZ,
atunci:

N

a) rot(gradU)= 0



b) div(rot\7)=0
o°U oU oU

c) div(grad U) = + +

=AU

Exercitiul 11.3.8. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de al doilea tip, pe curba y parcursa in
sens direct.

dx . pa

a)I—;y:x=acost,y=asmt,te 0,—
2 2

X“+y 2
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b) I(arcsin YA+ x%dy;y:x=-t y= V1-t?  te[1,1]
7

c) J.\/de+\/5dy+\/Wdz;y:x=t,y=t2,Z:t3,t€[O,l]
7

d) jz\/az — X2 dx + xzdy + (x* + y*)dz;
Y

, T
y:x=acost,y=asmt,z=bt,t€[O,E]
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Exercitiul 11.3.9. Calculati urmétoarele integrale curbilinii de al doilea tip.

a) J.(Xz —2xy)dx + (2xy + yz)dy, unde y este arcul de parabold y = x* ce uneste punctele A(1, 1) si
7
B(2, 4) parcurs in sens direct.

mja+ww—a—ww

— unde v este cercul x* + y* = a, parcurs in sensul invers acelor de ceasornic.
X"ty

2 2

X
c) Iyde + dey, unde v este arcul elipsei —- + Z—z =1 aflat deasupra axei Ox si parcurs in sensul
a
7
acelor de ceasornic.

IWWW xdy)

, unde y este bucla lemniscatei X2+ V)2 = a*(x* — V), pentru care x > 0, parcursa in

X"+ y
sens invers acelor de ceasornic.
121
R. ) 3—09 b) — 2w c) —abz;d)o

Exercitiul 11.3.10. Sa se calculeze J.nydX - dey pe urmatoarele curbe ce au extremitatea inifiala in

4

0O(0, 0) si cea finald in A(2, 1).

a) —lx
Y73

b) —\/g
7972



c) linia poligonald OBA cu B(2, 0)
d) linia poligonald OCA cu C(0, 1)
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Exercitiul 11.3.11. Sa se calculeze Inydx + dey in aceleasi ipoteze ca in exercitiul 11.4.20.

7
R. 4 1n toate cele patru cazuri.
Exercitiul 11.3.12. S3 se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de al doilea tip:

a) J.xydx + yzdy + zxdz , unde y este curba de ecuatie X2+ Yy + 272 = 2RX, z = X, y > 0 parcursi in sens

/4

direct,
x2 4 yz — a2
b)i = _[(y —2)dx + (z—x)dy + (X—y)dz, unde y este elipsa < x 7 ! , cu a, h >0, parcursa
— 4 — =
7
a h

n sens invers acelor de ceasornic daca se priveste din partea pozitiva a axei Oz.
C) J.yde + szy +x%dz, unde v este curba lui Viviani, definita de ecuatiile: x* +y? + 22 = a, X2 + y* =

7
ax, 8> 0, z> 0, curba parcursa in sensul acelor de ceasornic, privita din partea pozitiva a axei OX.
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b) Ecuatiile parametrice sunt x =a cos t, y=b sin t, z=h(l — cos t),
te [0, 2x]. [=-2mb(a + h)

Y/
¢) Ecuatiile parametrice ale lui y sunt x =a sin0, y = a sinf cosb, z= a cos, 6 € [— E , —} = —ac
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Exercitiul 11.3.13. Aratati cd urmadtoarele cdmpuri vectoriale sunt campuri de gradienti pe domeniul
maxim de definitie si calculati un potential scalar al lor.
-

a) \7 (x,y) = (2x + 3y) I +(3x —4y) _j>
BV () = 3¢ 2y + ) | - (¢~ 2xy+ 3y |

OV (y) =1+ xby) | +@L-x-yr ]

d) \7 XY, z):eX2+y2+Z2 [yz(1 + 2x?) T +xz(1+2y%) _; +xy(1 +27%) - E]
R.a) U(x, y) = X* + 3xy — 2% b) U(x, y) = X* — X%y + xy? - y%;
0 U(x, y) = (x + )& d) U(x, y, 2) = xyze* "

Exercitiul 11.3.14. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de al doilea tip pe o curba neteda,
orientatd, arbitrara, pentru care se precizeaza doar extremitatile:
(a,0)

a) Iyzexdx +2ye*dy

(0,0)

@1y 1 [x
b) I =.|=dx+=_[—dy, pe o curbi din primul cadran
2\ X 2\y

1.4)



(3,9,5)

c) J- x2dx + ﬁdy - Z\/EdZ , pe o curba cu imaginea aflatad in regiunea y > 0, z > 0.
(0,0,0)
(2,3,4)

d) jexyz (yzdx + xzdy + xydz)

(-1,01)

R.a)—b% b) 1;¢) 27-10~/5: d) e* 1



