
10. INTEGRALA DE SUPRAFAŢĂ DE PRIMUL TIP 

 

10.2. Exerciţii rezolvate  
 

Exerciţiul 10.2.1.  Să se calculeze 
S

dSz 2
, unde S este dată parametric prin: x = u cos v, y = u sin v, z = 

hu, u[0, a], v[0, 2π]. 

Soluţie. Deoarece S este dată parametric se aplică direct formula din teorema 10.1.3.1. Calculăm mai întâi: 
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A2 + B2 +C2 = h2u2 cos2v + h2u2 sin2v + u2 =  

= h2u2 + u2 = (h2 + 1) u2 

 

Deci 12222  huCBA . 

Notând D = [0, a] x [0, 2π], cu formula din teorema 10.1.3.1. obţinem: 
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Exerciţiul 10.2.2. Să se calculeze dSzxyzxy
S

)(  , unde S este porţiunea suprafeţei conice z = 

22 yx   decupată de suprafaţa  

x2 + y2 = 2ax. 

Soluţie. Suprafaţa fiind dată explicit, aplicăm formula din observaţia 10.1.3.2.Notând f(x, y) =
22 yx   

şi DR
2 discul limitat de cercul de ecuaţie x2 + y2 = 2ax, rezultă: 
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Trecând la coordonate polare, integrala devine: 
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Prin urmare,  

dSzxyzxy
S

)(  =   dtdrrtttt

ta

 












2/

2/

cos2

0

3cossincossin2





 

=   dt
r

tttt

ta


 















2/

2/

cos2

0

4

4
cossincossin2





 = 

= 




2/

2/

44 cos)cossincos(sin16
4

2




tdttttta  =  

= 4












 

 

2/

2/

2/

2/

5

2/

2/

454 coscossincossin2













tdtdttttdtta  

= 4  


2/

0

54

2/

2/

54 cos28cos2





tdtadtta  

=  

2/

0

224 cos)sin1(28



tdtta = =  

2/

0

424 ))(sinsinsin21(28



dtttta  = 

= 

2/

0

53
4

5

sin

3

sin
2sin28













tt
ta  = 

= 8
44

15

264

5

1

3

2
12 aa 








 . 

 

Exerciţiul 10.2.3.  Să se calculeze dSzyx
S

)(   unde S este emisfera x2 + y2 + z2 = 4, z ≥ 0. 

Soluţie. Ecuaţiile parametrice ale emisferei S sunt: 
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Calculăm : 
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A2 + B2 + C2 = 16sin4θcos2φ + 16sin4θsin2 φ + 16sin2θcos2θ = 16sin4θ + +16sin2θcos2θ = 16sin2θ 

 

Deci 
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Aplicând acum formula din teorema 10.1.3.1., notând D = 
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Exerciţiul 10.2.4. Să se calculeze aria porţiunii din paraboloidul x2+y2 = 3z mărginită de planul z = 3. 

Soluţie. Deoarece suprafaţa este definită explicit în raport cu variabila z, utilizăm formula: 
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Deoarece f(x, y) = )(
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Trecând la coordonate polare: x = r cos t, y = r sin t, r[0, 3], t [0, 2π], 
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 = r. Notând D* = [0, 3] x [0, 2 π], obţinem: 
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Exerciţiul 10.2.5. Să se determine aria porţiunii din sfera x2 + y2 + z2 = a2, decupată de cilindrul (x2 + y2)2 

= a2(x2 – y2), situată în semispaţiul z ≥ 0. 

Soluţie. Ecuaţia x2 + y2 + z2 = a2 cu condiţia z ≥ 0 se poate explicita  

z = 
222 yxa  . 

Cilindrul are generatoarele paralele cu Oz şi are directoare în planul xOy lemiscata (x2 + y2)2 = a2(x2 – y2), 

prin urmare: 
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unde D este domeniul mărginit de lemniscată. 

 
 

Trecând la coordonate polare şi notând  
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Exerciţiul 10.2.6. Să se determine masa suprafeţei materiale (S) dată prin  

z = 
2

1
(x2 + y2), 0 ≤ z ≤ 1, dacă densitatea în fiecare punct este ρ(x, y, z) = z. 

Soluţie. Proiecţia porţiunii din paraboloidul z = 
2

1
(x2 + y2) corespunzătoare condiţiei z ≤ 1 este: D = {(x, 

y): x2 + y2 ≤ 2}. 
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Aplicăm acum formula 10.1.4.1. obţinem: 
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Trecând la coordonate polare, notând D* = [0, 2 ] x [0, 2π], obţinem: 

m =    
* *

2

0

232322 11
2

1
1

2

1

D D

drrrdrdtrrrdrdtrr   

= π    



2

0

2

0

2

0

2422

2

23

)1()1(
1

)1(
drrrdrrrdr

r

rr
  = 

= π 

  

2

0

2

0

242
2

0

22 1121 rrdrrrrr  

-4 










 34)1(

3

2
321

2

0

2/32

2

0

23 rdrrr   

-4 drr1r4
3

2
34drr1r

2

0

23

2

0

23

 














 = 

= 2π m4
3

1
32 








 . 

Rezultă 5m = )361(
3

2



, deci m = )361(

15

2



. 

 

Exerciţiul 10.2.7.  Să se determine coordonatele centrului de greutate al emisferei materiale S dată prin x2 

+ y2 + z2 = a2, z ≥ 0, ştiind că densitatea în fiecare punct este ρ(x, y, z) = 
22 yx  . 

Soluţie. Vom folosi formulele 10.1.4.2. Determinăm mai întâi masa emisferei m =  
S

dSyx 22
. 

Ecuaţiile parametrice ale emisferei S sunt x = asinθcosφ, y = asinθsinφ,  

z = a cosθ, θ 
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 Determinăm acum coordonatele centrului de greutate: 
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Exerciţiul 10.2.8.  Să se determine momentul de inerţie, în raport cu planul xOy al porţiunii de suprafaţă z 

= 
22 yx   , 0 ≤ z ≤ 1, ştiind că densitatea în fiecare punct este ρ(x, y, z) = 1 + xy. 

Soluţie.  Momentul de inerţie, în raport cu planul xOy este: 
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Trecând la coordonate polare, notând D* = [0, 1] x [0, 2π] obţinem: 
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