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Introducere

ANALIZA MATEMATICA
CALCUL INTEGRAL

INTRODUCERE

Materialul de fatd se adreseaza in primul rand studentilor Facultatii de Inginerie
Electrica sectia Frecventa Redusa dar, prin conginutul ei si prin metodologia de abordare
constituie un suport pentru oricine are nevoie sa foloseasca notiuni fundamentale de analiza
matematica.

Lucrarea are un pronuntat caracter didactic. Materialul este organizat in 8 capitole
numite Unititi de Invitare. Acestea acoperd cunostintele aferente calculului integral:
primitive, integrala simpld (Riemann), integrala improprie, integrala curbilinie, integrala
dubla, integrala tripld si integrala de suprafata, teme care fac obiectul cursului de Analiza
Matematicd — Calcul integral , programat in anul I, semestrul I1.

O atentie deosebita se acorda fiecaruia dintre cele doua obiective principale ale
cursului: a) Tnsusirea de catre studenti a principalelor notiuni teoretice si metode de rezolvare
a problemelor legate de calculul integralelor ; b) folosirea cunostintelor si abilitatilor de calcul
dobandite in cadrul cursului pentru rezolvarea unor probleme concrete (de exemplu calculul
masei unei plici, a centrului ei de greutate, a momentelor ei de inertie etc.) si interpretarea
rezultatelor obtinute.

Fiecare Unitate de Invitare contine un rezumat teoretic, prezinta metodele de rezolvare
a problemelor tipice si le exemplificad prin exercitii rezolvate detaliat. Acolo unde este cazul
sunt propuse teste de auto-evaluare. In finalul fiecirei teme este propusi o lucrare de
verificare §i sunt precizate citeva referinte bibliografice considerate mai importante.

Prima si a doua Unitate de Invatare este dedicati primitivelor. Sunt prezentate
principalele metode generale de calcul ale primitivelor, precum si calculul primitivelor unor
tipuri de functii (functii rationale, binomiale etc.)

In Unitatea a treia se defineste notiunea de integrala simpla (Riemann), proprietiti ale
acesteia, calculul precum si unele aplicatii directe ale acesteia.

Unitatea a patra este dedicata studiului integralei improprii, care reprezinta 0 extensie
a integralei simple pentru functii nemarginite, respectiv domenii nemarginite.

In Unitatea a cincea se studiazi integrala curbilinie si se prezinti principalele ei

aplicatii in mecanica: masa unui fir material, momentele de inertie ale firului material fata de
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Introducere

axe si fatd de planele de coordonate, coordonatele centrului de greutate etc.

Integrala dubla este studiata in Unitatea a sasea. Se prezinta notiunea de integrala
dubla, principalele metode de calcul precum si aplicatiile acesteia cum ar fi: calculul ariei
unui domeniu compact din plan, calculul masei, coordonatelelor centrului de greutate si
momentelor de inertie ale unei placi materiale plane.

Integrala tripla este prezentata in Unitatea a saptea, alaturi de metodele de calcul si de
aplicatiile acesteia cum ar fi: calculul volumului unui domeniu compact din spatiu, calculul
masei, coordonatelor centrului de greutate si al momentelor de inertie ale unui corp material
din spatiu.

In ultima Unitate, a opta, e introduce notiunea de integrald de suprafati, proprietitile
acesteia, precum si calculul integralei de suprafatd. Sunt prezentate si aplicatii ale integralei
de suprafata precum: calculul ariei unei suprafete, calculul masei, coordonatelor centrului de
greutate si al momentelor de inertie ale unei placi curbate neomogene din spatiu. De
asemenea, ca aplicatie se prezintd si atractia exercitata de o placd curba asupra unui punct
material, precum si potentialul newtonian al placii.

Dupa parcurgerea acestor teme studentii trebuie sa fie capabili sa recunoasca tipul unei
integrale si sa foloseascd metodele de rezolvare prezentate.

Materialul este conceput intr-o maniera accesibila si sistematica, astfel incat sa poata fi
parcurs si prin studiu individual, acolo unde numarul de ore afectat unei teme este prea mic in
raport cu cantitatea necesara de informatie transmisa.

Pe parcursul semestrului sunt planificate doua lucrari de verificare, una referitoare la
primitive, integrala simpld si integrala improprie si una referitoare la integrala curbilinie,
dubla. tripla si de suprafata.

Nota finald ia in consideratie notele obtinute la lucrarile de verificare (50%) si
raspunsurile la examen (50%).

Speram ca folosirea acestui material sa trezeasca interesul pentru analiza matematica
si s convinga pe cititor de importanta folosirii matematicii pentru studierea fenomenelor ce

apar in diverse domenii de activitate.
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1. Primitive
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1. Primitive

OBIECTIVELE unititii de invatare nr. 1

Principalele obiective ale Unitatii de invatare nr. 1 sunt:
* Obiectiv 1 : Cunoasterea notiunii de primitivd
* Obiectiv 2 : Cunoasterea si aplicarea metodei de integrare prin
parti pentru calculul primitivelor

* Obiectiv 3 : Cunoasterea si aplicarea metodei de schimbare de

variabila pentru calculul primitivelor

1.1. Primitive. Notiuni generale

Definitia 1.1 Fie f: I—R o functie, | interval.
Spunem ca F : >R e o primitiva a lui f pe | daca F e derivabila pe | daca F e derivabila pe |
siF'=f.

Multimea tuturor primitivelor lui f se poate scrie sub forma {F+c,c € R} si se noteaza :

J flx)dx
si se numeste integrala nedefinita a lui f
Deci [fx)dx={F +clc € R}

sau, mai simplu,
[fx)dx=F+¢, cE R

Exemplu
1) f : R—>R, f(x)=x? are primitive pe R.
3
Intr-adevar, F(x) = P derivabila pe R si F'(x) = x~.
2) Functia lui Heaviside nu are primitive pe R.
0, x=<0

H() = {1, x=0.

Presupunem prin absurd ca H are primitive pe R

0, =<0

— r_ —_ r
=>F =H=F -{1’ x=0"

Conform unei consecinte a teoremei lui Lagrange, rezulta ca

4
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1. Primitive

£y, x=<10
F(X)Z[ €y » x=10
xt+ecy ,x=0

Deoarece F e primitiva rezulta ca e continua in origine =>

- _ not

c, x=10
x+c, x=0"

Dar F,(0) = F; (0).

Deci, F(x) = {

Flx)—F(0) _ £—C _

! x .
F,(0) = limx=o——— = limx=0—=0
x—0
] x<h *
' . Flz)-F(O) _ .. x+C-C
F (0) = limx—so—— = limx—o =1
x—0
=0 x>0 *

rezulta F nu e derivabila in origine.

Se pun doua probleme importante in legatura cu primitivele:
| - existenta primitivei unei functii;
I1 — calculul primitivei unei functii.
In continuare tratam existenta.
| — Existenta — Incepem cu un rezultat fundamental.
Teoremal.l
Orice functie continua pe un interval are primitive.
Reciproca nu este adevarata.
Consideram

f R R, f(x) = {Excosi-l— sini , x#+0

0 . x=10

f nu e continua, dar are primitive pe R.

2. 0el
Fie functia F : R >R ,F(x)={x cosz » x#0
0

. x=10

F e continua pe R \ {0}, fiind compunere de functii elementare.

x—0

"

2 1 . .
Deoarece 0 < x‘cos; =x-—0 => F este continua in 0.

F e derivabila pe R\ {0}, fiind compunere de functii elementare.

Avem

F(x)—F(0) 1
lim ——— = lim xcos— =0 == F ederivabilasiin 0
x—0 x x—0 x

si F'(X) =f(x), VX ER.

5
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Teoremal.2
Daca functia f : I — R are primitive pe I si a.e un numar real nenul , atunci functia of are
primitive pe | si are loc :
Jaf(x)dx=af f(x)dx.
Exemplu
[e™dx=[2(e™) dx== [(e™) dx=-e™ +c.
Teoremal.3
Daca functiile f, g : I — R au primitive pe I, atunci si functia f+ g are primitive pe | si are
loc :
J(F () + g(x))dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx .

Exemplu
Sase calculeze [(x?+ e¥*)dx.

5 ” Fa
Avem [(x? + eax]dx:fx‘dx+_reaxdx:x?+geax +c.

1.2. Calculul primitivelor

Avand in vedere un tablou al derivatelor functiilor elementare , se poate da urmatorul tablou

al primitivelor imediate :

Primitive imediate

1). [odx=c,peR;

2). [1dx=x+c,peR;
3).fx”dx=%+c,peR;neN;
4).fx“dx=ﬁ+c,pelc(0,00);0(611%1,0(:#-1;

5). [Zdx=Inlx|+c,pelcR\{0};

6
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6). [e*dx=¢e*+c,peR;
7). [a*dx=7—+c,peR;a€ (0,1) U (1L,0);

8). fxziﬂzdxzéarctgi+c,pe R,a#0;

1 1

dx=—In

-
rs

9. J 2/t ¢, pelC R\ {-a,a} a#0;

10). [ sinx dx = -cosx + ¢, pe R;

11). [ cosxdx =sinx + ,pe R;

1

12). [ dx =-ctgx+c, pelcR\ {kn | KEZ};

13). [

1

cos x

dx =tgx+c, pelc R\ {(2k+1)= | k€ Z};
14). [ tgxdx = - In|cosx| + ¢, pe c R\ {2k +1)= | k€ Z};

15). [ ctgxdx = In|sinx| + c,pel c R\ {kn |k € Z};

1

WVt ta®

dx=In(x +vVx?+a®)+c,peR,a#0;

16).

17). [ ——=dx = Inx + Vx? —a?|+ ¢, pe | C (-0,-a) sau pe | € (a,0) ; a > 0;

WxT—a®

18). [ ——dx = arcsini +c,pelc(-aa)a>0.

wvat—x©

Remarca

1). In formulele anterioare, trebuie subinteles ca | este interval si ca numarul ¢ parcurge
multimea numerelor reale.

2). Pentru anume valori ale lui a, formula de la pct.4 are loc si pe intervale I c (-0,0).

3). Combinand ultimele doua teoreme din sectiunea anterioara cu primitivele imediate de

;
ANALIZA MATEMATICA




1. Primitive

mai sus, se pot obtine cu usurinta numeroase alte primitive.

Exemplu

3x*42

1). Sa calculam [ dx, atat pe intervalul (-o0,0), cat si pe intervalul (0,00).

x

3x%+2

Avem = 3x + = si ca urmare,
X

T

[E20n = [3ndx + [2dx =

=3 xdx +2f§dx =3% + 2ln|x| +¢, c € R.

Asadar, pe intervalul (-o0,0)

_r 3 g = 31,‘—* +2In(—x) +c,c€eR,

=

iar pe intervalul (0,00),

[ 24y =35 +2Inx +c,cER.

X

2).  Sacalculam [ §/xdx pe R.
Functia f : R — R, f(x) = ¥/, este continua pe R si ca urmare, are primitive pe R.
Avand in vedere formula de la pct. 4 pentru o = ; si Remarca anterioara, o primitiva a functiei

f este

g 2
;xs—i-cL x=<0
F(X) =4 €2 x=10,

&

3 2
Jxetec, x>0

constantele reale ¢y, c;, c3 determinandu-se din conditiile

a). F este continua pe R,

b). F este derivabila pe R,

c). F'(x) = f(x), oricare ar fi x € R.

Din constructia functiei F, aceste conditii se verifica in x # 0.

Conditia de continuitate a lui Fin O ne da ¢; = ¢, = ¢3(= ¢). Astfel, functa F devine
F(x) = %x?—k c,x € R
Se constata cu usurinta ca aceasta functie satisface conditiile b) si ¢) de mai sus pentru fiecare

ceR.

Asadar, aceasta functie F este primitiva generala a functiei f pe R.

8
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1. Primitive

Teorema 1.4 (Integrarea prin parti) Daca functiile f si g sunt de clasa C* pe intervalul | ¢ R,
atunci are loc egalitatea
[ F(x)g" ()dx = f(x)g(x) - J £ (x) g (x)dx

(formula de integrare prin parti).
Remarca
Din punct de vedere practic, pentru a calcula primitiva | h(x)dx pe intervalul I, se
procedeaza astfel: se cauta doua functii f si g astfel incat h = £’ g si primitiva [ ' (x) g(x)dx
sa se poata calcula.
Exemplu
Sa se calculeze [ xe*dx.
Scriem h(x) = xe* = x(e*)". Rezulta :
[xe*dx=xe* - [x'e*dx=xe* — [e¥dx =xe* —e*+c,c € R.
Exemplu
Sa se calculeze [ In*xdx , x € (0,0).
Scriem h(x) = In*x = x'In*x
Atunci avem:
[In*xdx = xln*x — [x- 2Inx- %dx = xIn’x — 2 [ Inxdx.
Aplicand acelasi procedeu lui k4 (x) = Inx = x' - Inx, obtinem :

[In?xdx = xIn*x — 2 [ x'Inxdx = xIn®x — 2xlnx + 2 xidx = xln*x — 2xlnx +
224+ e, € R

Teorema 1.5  (Schimbarea de variabila I). Se considera functiille o : I — J, f : ] - R,
prima fiind derivabila pe intervalul | iar a doua are primtive pe intervalul J.
Atunci, functia (f o @)@ are primitive pe intervalul I. Pentru orice primitiva F a lui f, are loc
egalitatea

[ fle(x))e' (x)dx = F(p(x))+ c,c € R.
(prima formula de schimbare de variabila)
Remarca Din Teorema, se deduce asa-numita prima metoda de schimbare de variabila
pentru calculul primitivelor. Pentru a calcula primitva | h(x)dx pe intervalul I, se procedeaza
astfel: se cauta doua functii f'si ¢ astfel incat h(x) = f(p(x))e'(x), X € | si primitiva
F(t) = | f(t)dt sa se poata calcula. Atunci, conform cu Teorema, [ h(x)dx = F(p(x)) +c, c €

R. Uneori, metoda trebuie aplicata de mai multe ori sau in combinatie cu metoda integrarii

9
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prin parti, pentru a se ajunge la o primitiva cunoscuta. Exemplele urmatoare sunt edificatoare
In acest sens.

Exemplu
1). Sa calculam

a

S

xvl—x?
Scriem
i x 1 —Ix 4 _— L 2y!
wVI=xT  x*VI-xF  1-xf-12Vi-x% ('\.‘1—15}5—1(\' 1—x :]
si atunci,
1 1 —
—dx = J — (W1—x)'dx= F(41—x%),
J-.x‘.fl—:x2 (Vi—=x%)? -1 {
Unde,
F(t J R N . ek ER
= - = —ln——+¢, c .
(®) t?—1 2 14+t
Asadar,
1 1 1—+v1—x?
,:ﬂdx = —lﬂ—,—ﬂ+ c, CE ]E'.J
a1l —x? 2 14 41—x2

pentru x € (0,1).
2).  Sacalculam [e™* x3dx, pe R.

. - 1 _.2 4 - . .
Scrieme™ -x3 = Ze™* x?(x*)'si atunci,

_I"e_xzxarix = %_Ir g% 13 (x?)'dx =F(x*) +c,c € R,
unde

F(t)==[te 'dt = > [t(—e t)'dt =

:1(—te_r+ [ e tdt) = %(—te“r— e ").

[e ™ x3%dx= —2e™* (x241)+¢c ¢ € R

Teorema 1.6 (Schimbarea de variabila II). Se considera functiile ¢ : I — J, f: ] — R, prima
fiind bijectiva, derivabila si cu derivata nenula pe intervalul 1, iar a doua este astfel incat
functia (fo ¢)¢" are primitive pe intervalul | (fie H o primitiva a sa).

Atunci, functia f are primitive pe intervalul J iar F=H o ¢~ * este o primitiva a sa.

(a doua formula de schimbare de variabila)

10
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Remarca Din Teorema, se deduce asa-numita a doua metoda de schimbare de variabila
pentru calculul primitivelor. Pentru a calcula primitiva | f(x)dx pe intervalul J, se
procedeaza astfel: se cauta mai intai o functie ¢ : I — J, cu proprietatile din Teorema si apoi
se calculeaza primitiva H € [ f(¢@(t) )¢’ (t)dt. Ca urmare,

[ flx)dx = H[cp'l[x]) +¢ ¢ € R
Se spune ca in calculul primitivei | f(x)dx, s-a facut schimbarea de variabila x = o(t).
Uneori, de la variabila x se trece la variabila t prin substitutia y(x) = t sau chiar prin
substitutia ®(x,t) = 0. Este clar ca functiile ¢ si y sunt inverse una alteia.
Se vede de aici ca functia ¢ (sau y) este cheia problemei. Alegerea lui ¢ sau y se face dupa
tipul functiei f (vezi Unitatea de invatare ”Calculul primitivelor unor tipuri de functii”).
Uneori, metoda se aplica de mai multe ori sau in combinatie cu metoda integrarii prin parti
sau cu prima metoda de schimbare de variabila, pentru a se ajunge la o integrala cunoscuta.
Exista primitive ce se pot calcula prin diverse schimbari de variabile.
Exemplul urmator este edificator in acest sens.
Exemplu
Sa calculam [ ﬁ dx, x € (0,1).

a). Facem schimbarea de variabila x = sin t, t € (0, ). Asadar, consideram functia
9 :(0,2) — (0,1), p(t) = sin t si calculam H € | f(e(t))@'(t)dt. Avem

[ fle®)e' ()dt =

1 1 101 1
[ ——F===costdt = [—dt = f:m‘:m‘:dt = “rzrgfcosifdt = f(ln tg 5) dt =
1
In (tg ;} +c.
Ca urmare,

[——=dx =H(p ' (x))+c= 1n(tgwc;$]+c,c € R

avl—x*

b). Facem schimbarea de variabila X = cost, t € (03} . Asadar, consideram functia
¢ :(0.5) — (0,1), o(t) = cost si calculam
He [ flol)e' (t)dt. Avem

[flo@)e' (Odt=[— 2 (—sint)dt = — [ = [&md g =

costvl—rcos t costdt gin®t—1

1 1—cint
==ln—— +C.
2 1+eint

11
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Ca urmare,
1 1 1-—sin(arccosx

J-—dx H[:gn_l[x])-l-c——in . ( :]—|-.:=

xV1—x? 2 1+ sin(arccosx)

1 1—+1—x2
= —iﬂ—,—q+ c,c £ R

2 1441 —x?2
c). Facem schimbarea de variabila x = % t € (1,c0). Asadar, consideram functia

¢ : (1,00) — (0,1), @(t) = % cu care calculam H € [ f(e(t))e' (t)dt. Avem
1

| flet)e' (t)dt = |- %{—:—z) dt = — [m=dt =

2

=-In(t+vVt*—1)+c,ceR.

Ca urmare,
— -1 _ I 1 |1
nl_z dx = H(g (xj)+c—-n(;+w|x——1)+c cER.

—
d). Facem substitutia *ﬁ% = t,t €1(0,1). Asadar, consideram functia y : (0,1) — (0,1),

—
1-¢*
y(x) = 'liﬂ Se constata ca functia y este bijectiva. Din y(x) =t rezulta ca x = = o(t).

Aceasta este functia cu care aplicam a doua metoda de schimbare de variabila pentru calculul

primitivei considerate. Avem

Jfle@)e' (Bt =] 1_1|_ﬂcp (t)dt =

T
dt—iﬂ1+t+c,c E R

Ca urmare,
[i-x
[e=dx =H(¢7*(x)) +c= 1n1+“|: tc cER
Ni+x
Remarca Cele patru rezultate obtinute pentru fﬁ dx pe intervalul (0,1) sunt doar

aparent diferite. Calcule simple ne conduc de la o primitva la alta. Oricare doua dintre ele
difera prin cate o constanta pe intervalul (0,1).

Corolar (Schimbarea de variabila) Se considera functiile ¢ : [ —» J, f: J — R, prima
fiind bijectiva, derivabila si cu derivata continua si nenula pe intervalul I, iar a doua este

continua pe intervalul J. Atunci, are loc echivalenta

12
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1. Primitive

F este primitiva a lui f <=>F o ¢ este primitiva a lui (f o ¢)g".

Deci in conditiile corolarului, cele doua metode de schimbare de variabila sunt echivalente.

Test de autoevaluare 1.

Sa se calculeze primitivele urmatoarelor functii :

). J.-?x"+2x+1dx .

b). [x*sinxdx;
c). Je¥cosxdx;

d. [gdx;
o). [o—=dx;
. S
0. [odx

NG

Lucrare de verificare la Unitatea de invatare 1
a). [xe¥dx;

b). [xV1—xdx;
C). [In(x+x)dx.

13
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1. Primitive

Raspunsuri si comentarii la intrebarile din testele de
autoevaluare

a). Calculul integralei se face direct folosind Teorema 1.2 si Teorema 1.3 si se obtine
primitiva :

£x4+2x+inx+1+c,c E R;
b). Se foloseste Teorema de integrare prin parti si obtinem primitiva :

—x%cosx + 2xsinx + 2cosx +¢c,c € R;

c). Lafel calab).:
?[cosx—l—sinx]-l—c,c e R;

d). Se face schimbarea de variabila. Rezulta :
In(i1+e*)+c c € K;

e). ém‘csingx +ec E R
2 5
f). ;(inx]z +ecc € R;

Q). 2sin(y/x)+c,c € R

Concluzii

Pentru calculul primitivelor unor functii se aplica fie teorema de
integrare prin parti, fie una din metodele de schimbare de variabila. In
cazul in care functia de integrat e elementara, se foloseste direct tabelul

prezentat, cu primitivele functiilor elementare.
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1. Primitive
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2. Calculul primitivelor unor tipuri de functii

OBIECTIVELE unititii de invatare nr. 2

Principalele obiective ale Unitatii de invatare nr. 2 sunt:
* Obiectiv 1 : Cunoasterea calculului primitivelor functiilor

ragionale, rationale in sinx si cosx, ragionale in e*, rationale

in X SIE (ax + b)/(cx + d}, rationale in x si Jax®+bx 4

* Obiectiv 2 : Cunoasterea calculului primitivelor functiilor

binomiale

2.1 Calculul primitivelor functiilot rationale

Reamintim faptul ca o functie rationala este o functie de forma :
P ix)

R:1—> R, R(X):Q.'x;.’

unde | c R este interval iar P si Q sunt functii polinominale cu coeficienti reali si Q(x) #
0, pentrux € L.

Se poate demonstra :

Teorema 2.1 Functia rationala Z'%;;", cu grad P < grad Q, se poate scrie intr-un singur
[z

mod ca o suma de fractii simple

g
PG o A7 a2 A
@(xj‘ZL—aj(x_anjﬁ +(x—af“]+

n

+i Bl'x + CT" Bx+Cr . BRx+ G ]
L x4+ M,x + N, (x* 4+ M, x + N,)* T (x4 M x + N, Fm
daca descompunerea polinomului Q in factori primi este
Qi = (x —ay)™(x—a;) .. (x— a, )%
C(x% 4+ Myx 4+ NP (P + Myx+ NP L (k24 Mx+ NP,
cua,, M, ,N_,A™, B™,C™ constante reale si M7, - 4N,, < 0.
Acum, avem :
Teorema 2.2

Primitivele oricarei functii rationale R(x) = % definita pe un interval I sunt functii

elementare care se pot efectiv determina daca se cunosc radacinile numitorului Q(x).

17
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2. Calculul primitivelor unor tipuri de functii

Deci, calculul primitivelor unei functii rationale se reduce la calculul primitivelor fractiilor

simple:

1 Bx + C
J-x”dx,J—dx, > dx,
(x —a)™ (x*+Mx+ N)"

undea,B,C,M,N€R si M?*-4N<0,iarn € N.

Primele doua primitive sunt imediate si sunt din clasa functiilor elementare. Pentru

calculul ultimei primitive, se procedeaza astfel: cu schimbarea de variabila x + — =u,
primitiva se reduce la calculul primitivelor de forma
|
P ————
(u®+ k=)
si

|
@+ ko)

Prima se calculeaza usor (cu substitutia #“= v) si este functie elementara. Pentru

calculul lui

1
F=| ——du,
n J. (uﬂ _|_ k:]n u
se stabileste formula de recurenta

-1 _1 u -
Fn = k* 2(n-1) [(u=+ i R +(2n EJF”‘l]’ nz2

(plecand de la F,, _; si integrand prin parti), cu F; = iarctg%.

Este clar ca fiecare F, este functie elementara.

Exemplu Sa calculam

4
ds, x € (—1,0)
J-(x+1]9(x2+1]9 % x€ (1)

Mai intai, cautam o descompunere in fractii simple de forma

4 A B | Cx+D  Ex+F

(x+1)%(x241)%  x+1  (x41)%  22+1 (234102

Aducand in membrul drept la acelasi numitor si punand conditia ca numaratorul fractiei
obtinute sa coincida cu numaratorul fractiei din membrul stang, se obtine un sistem liniar cu
necunoscutele A, B, C, D, E, F. Rezolvand acest sistem, se obtine:
A=2,B=1,C=-2,D=1,E=-2,F=0.

Primitivele primelor trei fractii simple sunt imediate:

J.Adx—.-ﬂli(+1]f 5= -F%
PET LA Gr12 " Tx+it

18
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2. Calculul primitivelor unor tipuri de functii

fC“+Ddx—Cf 2 rix—I—DJ- L o x=Sma2+n+D
X2+1°7 3 )i+ Zr1 =7k +1)+ Darctgx

Apol,

J’Ex+Fdx_EJ 2x cix—i—Ff 1 g
(x%+ 1)° 2 ) (x*+1)? (x?+1)7

E 1 L F 1
2x%+1 (x*+1)7

si ramane sa calculam ultima primitiva. Pentru aceasta, avem

1 x x

2x 2
tg x = de = —— T A= —
aregx Jx2+1 x2+1+f(x2+1]2 x2+1+

x*4+1-1 x 1 1
————dx = —; -I-EU- - dx — J-de]
(x=+1)° x+1 x<+1 (x=+ 1)°

de unde rezulta

1 x

1 1
—— dx = —arct —
f[x2+1]2 Qe Xt 5

+ec,ce R
Inlocuind constantele A, B, ...F in cele stabilite mai sus, se obtine primitiva dorita:

=2In(x+1)—In(x*+1) +

4
J. (x+1)*(x% + 1)? dx

1 1
+arctgx — + — +eocER,
g x+1 x-+1

pe intervalul (-1, o).

2.2 Calculul primitivelor functiilor rationale in sinx si cosx

O astfel de primitiva este de forma

P(u,v)
Qw,v)
este o functie rationala in doua variabile.

J- R(sinx,cosx)dx, unde R(u,v) =

variabile. Primitiva se calculeaza pe un interval | ¢ (=, ™) pe care Q(sinx, cosx) # 0.

Cu substitutiat = tg ’;—r si cu a doua metoda de schimbare de variabila, calculul
primitivei
J R(sinx, cosx)dx

se reduce la calculul primitivei unei functii rationale.

Sunt utile formulele trigonometrice:
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2. Calculul primitivelor unor tipuri de functii

i = = cosx—l_rzt x =t
sinx = —, =T Br=—_
Exemplu
1
Sa calculam . dx, pe (—mm).
sinx + cosx+ 2

Cu substitutia t = tg i—‘, adica cu schimbarea de variabila x =2arctgt, aplicam a doua

metoda de schimbare de variabila. Avem:

H(rj—J. ! 2 dt—J. 2 dt =
— ) T2t 1— t2 1+¢t2 0 J 242t 43

i+e2 T15 212

= EJ.—,,r:it = 2 arctgt-l_ -
(t+1)°+2 vV 2
Si ca urmare,
1 — tg 5 + 1
J. pr—— dx = “Earcth + ¢, c € R, pe (—mm).
Remarca In cazuri particulare ale functiei rationale R(u,v), se pot face

substitutii mai convenabile pentru calculul primitivei J R(sinx, cosx)dx.

In acest sens, avem situatiile:

a) Daca R(u,v) este functie impara in u, se face substitutia cosx =t

b) Daca R(u,v) este functie impara in v, se face substitutia sinx = t

c) Daca R(u,v) este functie impara in u si v, se face substitutiatg x =t
Exemplele urmatoare sunt edificatoare in acest sens.

Exemplu
, T
Sa calculam[siﬂax cos<xdx, pe [IJ,E).

Suntem in cazul particular a) de mai sus. Cu substitutia cos x = t, calculam
—_ 5 tE

3 -+ t
H(t) = J-(ﬁﬂ—r ) r* ———dt = —j (1—t)t7dt = —— —
1—¢2 5 3

A doua metoda de schimbare de variabila ne da

CGSEX CGSHI

5+3

+eo,cE R pe (G,E).

J- sin®xcos®xdx = >

20
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2. Calculul primitivelor unor tipuri de functii

Exemplu
. T
Sa calculam J sinxcos? xdx, pe [IJ,E).

Suntem in cazul particular b) de mai sus. Cu substitutia sin x = t, calculam

5 tH

L ——i 1 2
H(t) = | 2 (J1—-t?) ———dt= | (1-t)tPdt= —— + —
® f (Vi) = f( ) —+ 2

A doua metoda de schimbare de variabila ne da
5 : 3

f‘giﬂ xcos xdx l c,c ER De (ﬂ —)
5 ! : ’2 )

Sa calculamJ- dx, pe (D,g).

.S'Lﬂ .'?CCG..S' X

Suntem in cazul particular c) de mai sus. Cu substitutia tg x = t, calculam

1 1 1+1t%)? 2 1
H[tj:f — ﬂdt:f!dt:t____
( t )“( 1 ) 1+ t? t4 t  3t3
Vit t2/ W14 2
si ca urmare,
1 1 3 T
—— 5 _dx = tgx —2ctgx — Zctg'x+c,c € R, pe (D,—).
sin*x coscx 3 2

2.3 Calculul primitivelor functiilor rationale in e*
0 astfel de primitiva este de fcrrmaj R(e*)dx,unde R (u)este o functie rationala in u.

Primitiva se calculeaza pe un interval | pe care R(e¥) are sens.

Cu substitutia e = t si cu a doua metoda de schimbare de variabila,
calculul primitivei f R(e*)dx se reduce la calculul primitivei unei functii rationale.

Exemplu

dx,pe (—o,0).

Sa calculam f
W1 — e2®

—dt = arcsint =i ca urmare,
V1 —t?

Cu substitutia e* = t, calculam H(t) = J.

EI
J.':"dx = arcsine® + c,c € R, pe (—w0,0).
1“.'1_ e;x

Remarca
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2. Calculul primitivelor unor tipuri de functii

a). In cazul unei primitive de forma J R(e®™)dx,unde a € R,a # 0, este dat,

este clar ca se face substitutia e=* = t.

b). Incazul mai general al unei primitive de forma J- R (%%, e%)dx, unde

R(u,v) este o functie rationala in doua variabile iar a si b sunt numere rationale date, se face
substitutia e™ = t, unde r este numar rational convenabil ales.

Exemplu
Sa calculam :

P
J. mdx, penn"u =x = 0.

Cu substitutia e* = t, calculam

t71 1 1 1
H(t) = ——dt = | ——=dt = —— —arctg t,pentru t>> 1.
1+ttt t2(1+t%) t

A doua metoda de schimbare de variabila ne da

e_.'-t'
J. 1o dx = —e ™ —arctg e* +c,c € R,pe (0,00).
22

2.4 Calculul primitivelor functiilor rationale in x si ¥(ex +5)/(ex +4d)

O astfel de primitiva este de forma

I |
m|rax + b\F onlrax + b*
N cx +d N cx +d

Unde R(x,u,v) este o functie rationala in trei variabile. Primitiva se calculeaza pe un interval I.

—
. . T + 5 . . . . . . .
Cu substitutia ' = — = t, unde r este cmmmec al indicilor radicalilor m si n si cu a doua
‘N cx

metoda de schimbare de variabila, calculul primitivei de mai sus se reduce la calculul

primitivei unei functii rationale.

Exemplu

V41
Sa calculam | -

————dx,pentrux = 0.
Vvr+1-—-1

Facem substitutia ¥Vx + 1 = ¢t si calculam

g

. 1
H[t]=6J- dt=6j(t5+t4+t‘+1+t2_1)dt

t2—1

(L4l er it 1

= —t+—+—+t+—-in——| ,pentrut > 1.
7 5 3 2 t+1 P
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2. Calculul primitivelor unor tipuri de functii

A doua metoda de schimbare de variabila ne da

/ 1 6 6
fﬁ‘*de = (Vrr D) + (Ve ) +2(Var D) +
W

x+1—1

[

[x +
Vx +

=

—1
+c,c € R,pe (0,00).
+1

+6Vx+1+3n

=

Remarca Uneori, primitiva de calculat poate contine mai mult de doi radicali.

Exemplu

n'x—|— le
Sa calculam —dx,penh*ux:: 1.
Vr—1
Facem substitutia §/x = tsicalculam H(t) = 6 _I"t +e t%dt. In final, se obtine,
pentru x > 1:
x+ ix 3, — 12, 12, C—
- = —_SiyE L7 ¥ oy f f {2
J- l_:“E_lr:ix 41,x+?1,x +2x+ ﬁ,x +3~.,,x +4~.,,x +63x2+

+123x+ 12In (§x— 1) +c,c€ R

2.5 Calculul primitivelor functiilor rationale in x si vex*+bx +¢
O astfel de primitiva este de forma
.
J- R (x,ﬁ,,faqx‘ + bx + c)dx,
unde R(x,u) este o functie rationala in doua variabile iar a,b,c e R, a # 0
si A = b* — 4ac # 0. Primitiva se calculeaza pe un interval deschis I € R pe care
R(x, Vax?® + bx + ¢) are sens.
Primitiva se calculeaza folosind substitutiile lui Euler.

a). daca A < 0, se face substitutia Vax? + bx + ¢ =x\/a + t;

e
b). daca & > 0, se face substitutia ||a,z j" = t,unde x, si x, sunt radacinile trinomului
N Tz

ax® +bx +c.
In fiecare caz, prin ridicare la patrat, se obtine x = @(t), functie cu care aplicam metoda a
doua de schimbare de variabila.

Exemplu

x
Sa calculamj dx,pe R.

Vx? 4+ 4x +5

Suntem in cazul a) de mai sus. Facem substitutia vx% + 4x + 5 = x 4 t. De aici rezulta x
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2. Calculul primitivelor unor tipuri de functii

z —
=== = @(t), funtie cu care aplicam metoda a doua de schimbare de variabila. Pentru

2(2—¢)

t > 2, calculam

_ [ e® [ tt=5 1 4 1 _
H[f:]— mfp (tjdt_fmdt_if(1+t—2_[t—2]2)dr_

t
= +2n(t—2)+—
PR G v

Caurmare, pentrux € K, avem

x 1 —_— —_—

J-q,:dx=—(w,,.fxz—|-4x+5—x)+21n(1,,-'x2+4x+5—x—2)+

Vx?+4x+5 2

1

= —— +eo,cE R
2(Vx2+4x+5—x—2)
Exemplu

1
Sa calculamj — dx,pe (—1,5).
V—x* + 4x + 5

N
Suntem in cazul b) de mai sus. Facem substitutia ‘Hll_ % = t, de unde rezulta

s—t*

=lia @(t), functie cu care aplicam metoda a doua de schimbare de variabila. Pentru t

X

> 0, calculam

H(t) = f : : ! @' (t)dt = J. 1;2]:2 dt = —2arctg t.
(@) +20() +5

Caurmare, pentrux € (-1, 5), avem

1 [ x— 5
———————dx = —2arctg |——+ c,c e R
V—x2+4x+5 J *t1
Remarca Se observa ca, pentrux € (-1,5), avem

J-x2+4x+5=—(x+1(x-5) =

|| ( +1:]2x—5_ t1 | x—05
q * i1 & ]NI x+1'

Ceea ce justifica substitutia facuta.
Remarca Daca A = 0, atunci trinomul ax?+bx+c este un patrat perfect si ca urmare,
radicalul nu mai este prezent. Apare in schimb functia modul si primitiva se calculeaza

avand in vedere acest aspect.

Exemplu
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2. Calculul primitivelor unor tipuri de functii

T
Sa calculam J- VES+4x+ 4dx, pe R

Avem Vx2 + 4x +4 = /(x + 2)? = |x + 2| siatunci,

F(x) = J-ﬁ,,fx: + 4x + 4dx = Jlx + 2|ldx =

x + 2)?
_+2)r
2
(x + 2)°

c, dacax < —2

¥

+¢, dacax= —2
constantele ¢, si c; determinandu-se din conditia ca F sa fie primitiva pe K a functiei f(x)
=|x+4+ 2| Seconstatacac; = ¢, = ¢ € R, astfel caavem
(x +2)?
2

(x+ 2)?
2

+c dacax< —2
J-fxz-l-dlx-i-d}dx:

+c¢ dacax= -2

2.6 Calculul primitivelor functiilor binomiale

0 astfel de primitiva este de forma
J_ x™(ax™ + b)Pdx,

unde a # 0 si ax™ + b > 0 pe intervalul I pe care se calculeaza primitiva, iar m, n, p sunt
numere rationale date.

Primitiva se calculeaza folosind substitutiile [ui Cebisev.

1). daca p € Z, se face substitutia x = t", unde r este numitorul comun al lui m si r;

2). daca mTﬂ € Z, se face substitutia ax™ + b = t”, unde r este numitorul lui p;

ax" +h

+1 . . . .
3).daca mT + p € Z, se face substitutia = t", unde r este numitorul lui p.

P

Exemplu

(Vx— 1)
Sa calculam | —————dx, pentru x = 0.
VI

1,1 2
Primitiva se mai scrie J. x 4 (xi - 1) dx. Se constata ca suntem in cazul 1) de mai

sus. Ca urmare, se impune substitutia x = t12 Pentru t > 0, calculam
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2. Calculul primitivelor unor tipuri de functii

17 13 g
H(t) = 12[::‘3 (t*—1)*tdt = 12 J'L——2—+r
17 13 9

Asadar, pentru x > 0 avem

—
277 — — YxB¥ +=-Yx¥+teceE R

J’[m‘x—l) 12— 24, 4,
17 13 3

Exemplu
e —
Sa calculam J x3x? + 1dx,pentrux > 0.
Se constata ca suntem in cazul 2) de mai sus. Ca urmare, se impune substitutia

x4+ 1=1t%t>1,deunderezultax=vVtZ—1 .

Calculam

H(t) = j (qtf - 1)3 t —

Asadar, pentru x > 0 avem

(V22 + 1h5 Vi +1
5

ts 3
dt—f{r*—l)r dt = T 3

Vii—1

J.xaﬁ,,fxz—kldx: 3 +c,ceE R
Exemplu

vx-+1
Sa calculam f—dx pentru x = 0.

. aas . . -2 I a . .
Primitiva se mai scrlejx 4/ x*+ 1dx. Se constata ca suntem in cazul 3) de mai sus.

. ! 2 1
Ca urmare, se impune substitutia - —— =1, t>1,deunderezultax = = w@(t).

Calculam
H(t) = J[ [:.‘])_2 '[ [:r])2 1+ 1 (t)dt = J r dt = —t 11 £t
I\ A @ B 2 t+1
Asadar, pentru x > 0 avem
——
P . Ix —|- 1
Vx +1 x2+1 1 g7 %2
—,,dx= —l—,,— lnr+c,ce .
x= N X 2 |x _|_ 1
+1
N %2
Remarca In calculul unor primitive, se pot folosi diverse schimbari de variabile,

fiecare urmarind simplificarea calculelor. Alegerea celei mai potrivite schimbari de

variabile depinde de experienta. De exemplu,
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2. Calculul primitivelor unor tipuri de functii

a).in calculul primitivei J R(x,+/ a* — x*) dx, se poate folosi oricare din schimbarile

— P —
de variabile || = t,x = asint sau x = acost si,uneori, Va* — x> =1t;
ye

b).in calculul primitivei f R(x,+/ x% — a?)dx, se poate folosi oricare din schimbarile

—
de variabile [~ = ¢ sau x= acht(urmata de schimbarea de variabila e* = w) si,
N

uneori, Vx? —a? =t;
x x agn x f = =¥ x x x x x
c).in calculul primitivei f R(x,+/x* + a*)dx, se poate folosi oricare din schimbarile

de variabile Vx? + a® = x + t,x = atgt sau x = asht (urmata de schimbarea de

variabila e® = u) si, uneori, Vx2 + a? = t.

Test de autoevaluare 2

Sa se calculeze primitivele:
5x—3
a). rix ;
x%—2x—
CO5X
b). f
1+ r:osx

e*
CjJ. dx ;
e* +1

dx
). :
. fv’(x— 1)%(x— 2)

dx
e). —_—
x+vx—x+1

fj.fxs(xﬂ — 1]_%
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2. Calculul primitivelor unor tipuri de functii

Lucrare de verificare la Unitatea de inviatare nr.2

dx
bj.ff :
1+ sin“x

K10
c]J ——dx ;
v

.'xﬂ_l

dx
d].J- ——
xvx=+2x +5

l Raspunsuri si comentarii la intrebarile din testele de
X \ autoevaluare

Se observa ca fiecare primitiva de calculat corespunde unuia din tipurile de primitiva

prezentate. Mai exact primitiva de la punctul a) corespunde tipului 2.1., b) corespunde
tipului 2.2. s.a.m.d.

a).2Inlx + 1| +3In|x — 3| +¢;

b). x-tg §+ €]

c). In(e*+1)+c;

d). (22 + e,

e). 2Inlt] — —ln |2t — 1] —

3 —————
+e t=vVxi—x+1+x;;

2(2t+1)
2z fe5 | &t N - e
f). - (5 ; )—i—c,t—wx 1.
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2. Calculul primitivelor unor tipuri de functii

Concluzii

Este importanta cunoasterea calculului unei primitive. Asa cum vom vedea, in celelalte unitati
de invatare, calculul integralelor curbilinii, duble, triple (care au aplicatii in tehnica) etc. , se
vor reduce la calculul unor integrale definite, care la randul lor se reduc la calculul

primitivelor.
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3. Integrala Riemann
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3. Integrala Riemann

OBIECTIVELE unitatii de invatare nr. 3
Principalele obiective ale Unitatii de invatare nr. 3 sunt:
« Obiectiv 1 : Insusirea notiunii de integrali Riemann si a
principalelor proprietdti ale acesteia
« Obiectiv 2 : Insusirea teoremei fundamentale a calculului

integral si aplicarea acesteia in calculul integralei Riemann

3.1 Integrala Riemann. Definitie

In continuare vom analiza notiunea de arie, care ne va conduce la notiunea de integrala.
Pentru multimile plane care au frontiera formata din reuniune de drepte este cunoscuta

notiunea de arie ( adica pentru poligoane ).

De exemplu :

L'
2z

A=Ay +A, +A; +A, + A4

Vom defini si calcula aria subgraficului unei functii continue, positive. Mai precis vom
calcula aria trapezului curbiliniu abBA, marginit de graficul functiei continue si pozitive f :

[a,b] — R, de axa Ox si dreptele x = a si x = b (vezi fig.1).
Definitia 3.1 Se numeste diviziune a intervalului [a,b] € R o submultime finita de puncte
A ={xy,x,,..,x,}astfel incat :

a=xp<x; <x,<...<x, =h
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3. Integrala Riemann

Se numeste norma diviziunii A, numarul
Al= max (x.,—x:).
|I |I I}d:’ﬁn—l( i+1 zj
Pentru o diviziune data vom construi n dreptunghiuri avand bazele [x;,x;;4] si inaltimile

corespunzatoare f(£;), unde &; este un punct arbitrar din [x;,x;.4]. Aria &,, a poligonului

obtinut prin reuniunea acestor dreptunghiuri este :

0 = F(&) (xy —xp) + F(ED (e —x )+ +F (G ), — 2, 9) =

= zf@fj (%41 — ).

N
y/

<V

0 adyxy Xy §i%4q b

Cu cat numarul intervalelor partiale [x;.x;44 ] este mai mare si cu cat lungimea fiecaruia este

mai mica, cu atat mai bine poligonul construit aproximeaza trapezul curbiliniu (vezi fig.2).

y

=f(x) eroare veche

=f(X) eroare noua

X (fig.2)

Fig.2 Folosind mai multe dreptunghiuri, obtinem o aproximare mai buna a ariei.
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3. Integrala Riemann

Definitie 3.2 Suma g, (f.£) definita prin

n—1
Ty (f.&) = Z f(e}-i:](xi+1 —Iz-:]

i=0
se numeste suma Riemann (suma integrala) a functiei f corespunzatoare diviziunii A si
punctelor intermediare £;.
Definitie 3.3 Se spune ca functia f este integrabila Riemann pe [a,b] , daca pentru orice sir
de diviziuni (4,) ale intervalului [a,b] cu lim [|4,]| = 0

si pentru orice alegere a punctelor intermediare &;, sirurile sumelor (a,_, (f,£)) sunt

convergente si au aceeasi limita, adica

J.ﬂn(frfj =I

lim
lagll—-o

indiferent de alegerea punctelor intermediare &;.

Numarul I se numeste integrala functiei f pe [a,b] si se noteaza

| = [7 f(x)dx.
Remarca

Din interpretarea geometrica a integralei definite rezulta ca aria suprafetei plane, marginita de

graficul functiei continue f , axa Ox si dreptele de ecuatii x =a si x = b, este :

4 = fwxm

N:f(xj
a \¥ b X

(fig.3)
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3. Integrala Riemann

3.2 Proprietati

Teorema 3.1 (Proprietati ale integralei Riemann)
a). Proprietatea de liniaritate.
Daca functiile f; si f, sunt integrabile Riemann pe [a,b], atunci, pentru orice a, B € R, functia

af; + Bf; este integrabila pe [a,b] si

f[ﬂfl + B (x)dx= Otf fi (x)d=+p ff: (x)dx.

(liniaritatea integralei Riemann).

b). Proprietatea de ereditate.

Daca functia f este integrabila Riemann pe [a,b], atunci functia f este integrabila Riemann pe
orice interval [c,d] c [a,b].

Reciproc, daca functia f este marginita pe [a,b] si este integrabila pe orice interval [c,d] c
(a,b), atunci f este integrabila pe [a,b].

c). Proprietatea de aditivitate.

Fie f:[a,b] — R si c € (a,b). Functia f este integrabila Riemann pe [a,b] daca si numai daca f
este integrabila Riemann pe [a,c] si [c,b].

In fiecare caz, are loc egalitatea

ff(ﬂdx = ff(ﬂdx+ ff(ﬂrix

(aditivitatea integralei Riemann).
d). Proprietatea de monotonie.

Daca functiile f; si f; sunt integrabile Riemann pe intervalul [a,b] si daca f; = f5, atunci

ffl[x]dx = ffz (x)dx.

e). Proprietatea de medie.
Daca functiile f si g sunt integrabile Riemann pe [a,b] si daca functia g este cu semn constant,

atunci exista A cuprins intre marginile m si M ale lui f astfel incat
b

f FOedx= 1 [ g@ax.

L r}
(prima formula de medie pentru integrala Riemann).
In consecinta, daca f este continua, atunci exista c € [a,b] astfel incat
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3. Integrala Riemann

ff(:'-’]g(«"f)dx = f(e) fﬂ(«"r]rix-

Daca functia f este integrabila si are primitive pe [a,b] iar functia g este monotona pe [a,b],
atunci

exista & € (a,b) astfel incat :

B £ b
| f@sear= g@ [ gtdx +g(d) [ ferax
a a £

(a doua formula de medie pentru integrala Riemann).

3.3 Existenta si calculul integralei Riemann. Aplicatii

I. Existenta
Teorema 3.2 Daca f e continua pe [a,b] atunci f e integrabila pe [a,b].

Teorema 3.3 fe integrabila pe [a,b] <=> e marginita si are un numar finit de puncte de

discontinuitate.

1
z e 10,1

Exemplu Fief:[0,5] - R, f(x) = {1+x*’ x €[0,1) .
2, x € (1,5]

Sa se arate ca f e integrabila Riemann pe [0,5].

Deoarece f e marginita pe [0,5] si are un singur punct de discontinuitate, rezulta conform
Teoremei 3.3, ca este integrabila.

I1. Calculul

Teorema 3.4 (teorema fundamentala a calculului integral)

Fie f: T — R continuasi a € I, | interval.
Definim F(x) = J- f(t)dt.
[l

Atunci

i). Federivabilape Isi F'=f pel, i.e.
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3. Integrala Riemann

i(fﬂam)=ﬂ@.

ii). Daca G e o primitiva a lui f (6" = f pe I} si b € | arbitrar, atunci

fﬂ@ﬁ=ﬂ@—ﬂ@ﬂsﬁ

Teorema ne spune ca pentru a calcula integralam fara efort,
i.e. fara limite si sume Riemann, daca stim o primitiva.

Exemplu :

S |
J- dx = arctg x |1 =arctg 1— arctg 0 = r
o X+ 1 0 4
Remarca

1).  Exista functii integrabile, dar care nu au primitiva.

Functia f din Exemplul anterior este integrabila Riemann dar nu are primitiva pe intervalul
[0,5]. Intr-adevar, daca F ar fi o primitiva pe intervalul [0,5] a functiei f din Exemplul

anterior, atunci cu necesitate avem
arctgx + ¢, x € [0,1)
F(x) = €5, x=1 .
2x + ¢, x € (1,5]

Continuitatea lui F in punctual X = 1 ne da§+ €, = ¢; =2+ ¢,

Cu aceasta, functia F devine

arctgx + ¢y x €[0,1)

r

F={ ste  x=1
2x+5—2+ey, x €(15]

¢4 fiind o constanta reala arbitrara.

Acum, un calcul simplu ne da F, (1) = %si F;(1) = 2, ceea ce arata ca functia F nu este

derivabila in punctul x = 1 pentru nici o constanta ¢, .-
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3. Integrala Riemann

Aceasta contrazice faptul ca functia F este derivabila pe intervalul [0,5].
2). Exista functii care au primitiva, dar nu sunt integrabile.

Functia

2 1
f:[0,1] - R, f(x) = {; cos—, x € (01]
ﬂr *x=0
are primitiva pe [0,1], dar nu este integrabila pe [0,1].

Intr-adevar, fie functia

25in L
g:[0,1] >R, g(x) = {x sin 3, x € (0,1] .
ﬂ, x = ﬂ

Se constata cu usurinta ca aceasta functie este derivabila si

L. 1z 1
g'(x) = {Exsmx—:—;ms = X € (0,1] .
0, x=20

Fie acum functia

Exsini:, x €(0,1]
= .

h:[0,1] — R, h(x)={
0, x=0

Se constata cu usurinta ca aceasta functie este continua. Fie H o primitiva a sa pe [0,1]. Din

egalitatea g'(x) = H'(x) — f(x), adevarata pentru x € [0,1], rezulta ca functia f are primitive
pe intervalul [0,1]. Pe de alta parte, din f(%} = 2+/2nm — oo rezulta ca functia f este

nemarginita pe [0,1].
Ca urmare, functia f nu este integrabila pe [0,1].
3). Exista functii care verifica conditiile din teorema Leibniz-Newton si nu sunt continue.

Intr-adevar, functia

1
f:[0,1] — R, f(x) = {""Szf x € (0,1]
0, x=10

satisface aceste cerinte.

Pentru aceasta, se constata cu usurinta ca functia f este integrabila pe [0,1] (este continua pe
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3. Integrala Riemann

(0,1], discontinua in x = 0, marginita pe [0,1] si are ca primitiva pe F = H — g, unde H este 0

primitiva a functiei continue

Exsini, x €(0,1]

h:[0,1] — R, h(x) :{
0, x=0

iar g este functia derivabila

2ginl
g:[0,1] > R, g(x) = {x S

Aplicatii ale integralei Riemann

Consideram multimea plana, marginita de axa Ox, dreptele x = a, x = b si arcul de curba 'y =

f(x), unde f e o functie pozitiva, continua pe [a,b).

Corpul generat prin rotatia trapezului curbiliniu abBA (fig.1) in jurul axei Ox are volumul

vV = ﬂfbfg[x]dx.

Volumul sferei de raza a

Sfera se obtine prin rotatia semidiscului de raza a (fig.4).

(fig.4)
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3. Integrala Riemann

Deci
x

Il o 3 a
V=TTJ- (w’ﬂz—xzjzdx=2?rj (az—x:jdx=2ﬂ(a2x—?) , =
—a 0

ama®
3

- Volumul unui con circular cu raza bazei r si inaltimea h.

Conul se obtine prin rotirea unui triunghi cu varfurile in punctele (0,0), (h,0) si (h,r).

(h.n)

(0,0 (h,0 X

Scriem ecuatia dreptei ce uneste punctele (0,0) si (h,r) : y :i - X

Deci
3 3

_ h:r"xz B o, X _12
¥ —-ﬂ'J; f};j dx —-TI(E? “E; o ETIT h.
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3. Integrala Riemann

Test de autoevaluare 3

Sa se arate ca sunt indeplinite conditiile din Teorema fundamentala pentru f: [0,1] — R,

fx) = 7y

Apoi sa se calculeze

J‘l e¥dx
o ,.v.'ezx -1

Lucrare de verificare la Unitatea de invitare 3

Sa se calculeze

ln(1
J’ n( -I-itjdx
p 1+ x°

Réaspunsuri si comentarii la intrebarile din testele de
autoevaluare

‘ /! \ I =In(e+ w’ﬁ)_
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3. Integrala Riemann

Concluzii

Pentru a calcula f: f(x)dx se determina o primitive F a functiei f pe
intervalul [a,b].

Se aplica apoi teorema fundamentala a analizei :

J f(x)dx =F(b)— F(a).
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4. Integrala improprie
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4. Integrala improprie

OBIECTIVELE unitatii de invatare nr. 4
Principalele obiective ale Unitatii de invatare nr. 4 sunt:
« Obiectiv 1 : Insusirea notiunii de integrald improprie

« Obiectiv 2 : Insusirea si aplicarea principalelor criterii de

convergenta pentru integralele improprii

4.1 Integrala improprie. Definitie

Pana acum am considerat numai integrale pentru care :

1. domeniul de integrare era [a,b], un interval de lungime finita ;
2. f marginita pe [a,b].

Aceste integrale se mai numesc proprii.
VVom da o extensie a integralei pentru intervale nemarginite, respectiv functii nemarginite.

Din punct de vedere geometric, aceasta extindere ne ofera posibilitatea de a da sens notiunii
de arie pentru multimi plane, nemarginite.

Pentru 0 mai buna intelegere a notiunilor, vom indica cateva exemple.

Exemplu (cazul intervalului nemarginit)

Vrem sa calculam aria A a domeniului marginit de graficul functiei f(x) = % (x = 1), axa Ox

x

si dreapta x = 1.

Alegem b > 1.
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4. Integrala improprie

Pe intervalul [1,b), f(x) = xi e continua, deci e integrabila (vezi existenta integralei Riemann,

Unitatea de invatare 3).

Evident ca aria subgraficului lui f (x), I <x <beste:

J-bldx_( 1) 1’_1 1
13{2 N x) 1 b

Pentru a calcula aria A e natural sa facem b — oo.

¥ dx 1
== A = lim ,,=lim(1——)=1.
h—oo 1 xe« h—oo b

Exemplu (cazul functiei nemarginite)

Vrem sa calculam aria A a domeniului marginit de graficul functiei f(x) = xi (0<x<1), axa Ox

si dreptele x =0 si x = 1.

Pentru aceasta alegem ¢ > 0.
Pe intervalul [g,1], f(x) = xi e continua , deci e integrabila.

Evident ca aria subgraficului lui f, e <x <1, este :

14 1y |11
Y (e Y
Ex‘ x = £

Pentru a calcula aria A e natural sa facem € — 0
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4. Integrala improprie

1

1
== A4 = lim ,,cix=lim(——1)=m.
g—+0 R g0 =
g0 F =0

Fieae Rsib e R U {+w}, f:[a,c] = R, f integrabila pentru toti ¢, cua <c <b.

Definitia 4.1

Daca limq»3|f ()| = +w (cazul functiei nemarginite) sau b = +co (cazul intervalului

c<h

nemarginit), atunci numim
b
J- flx)dx — integrala improprie (in limita superioara).
il

La fel se defineste notiunea de integrala improprie in limita inferioara.

Exemplu

=1
1) J x—:dx e improprie in limita superioara.
1

1
1
2) J —dx e improprie in limita inferioara.
x -
0

Definitia 4.2

b
Daca 11_1}]1;1 J f(x)dx exista si e finita atunci spunem ca J f(x)dx converge (sau f e

c<h "2
integrabila pe [a,b] ).
In acest caz definim
b c
f f(x)dx=£i_13%f f(x)dx.
a e Ja

Daca limita nu exista sau e infinita spunem ca integrala e divergenta( f nu e integrabila pe

[a,b] ).

Observatie

Daca f:" f(x)dx e improprie in ambele limite atunci integrala se descompune in 2 improprii

numai intr-o limita.

Se alegeunc,a<c <bsispunemca:
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4. Integrala improprie

ff(x]dx converge <=:x J:f(x]dx si ff(xjdx converg.

In acest caz definim :

b e v
J;f(x]dx=£1_1;"éf f(x]r:ix+%1§%£f(x]dx

urFa v

Exemple :

Sa se studieze natura urmatoarelor integrale, folosind definitia.

1}. J cosxdx ;
o

1
2). J Inxdx ;
o

b odx
3:] . —
1Vl —x*
Integrala este improprie in limita inferioara ( cazul intervalului nemarginit ).

1). Conform definitiei avem :

== (rd
J- cosxdx = lim cosxdx = lim (sina).
o o= oo 0 E—+oo

Deoarece aceasta limita nu exista, rezulta ca integrala e divergenta.

2). Conform definitiei avem (mentionam ca integrala e improprie in limita inferioara,

cazul functiei nemarginite) :

1 1
J_ Inxdx = Li_%f Inxdx.
0

a=0"C
Functia f(x) = Inx e integrabila pe [a,1] => conform teoremei de integrare prin parti pentru
integralele proprii, obtinem :

1 1
J- Inxdx = xlnx — x =—-1—a-lna+a.

2

In consecinta :
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4. Integrala improprie

1 Ina
J- iﬂxr:ix=—1+Li_%(a—a-lﬂa]=—1—|—1Ei_13%T=—1—|—l]=—1.
0

0 =0 —
) ] a

Deci integrala e convergenta si are valoarea -1.
3). Observam ca integrala e improprie in ambele limite.

Conform celor discutate anterior (vezi observatia) vom descompune integrala in 2 integrale

improprii, alegand c=0.

L dx 0 dx b
f ——=lm | —=+Im .
aV1—x? 0T e N1—x? DRy Vi1 x?

Functia arcsinx este o primitiva pentru f(x)= 1%, pe orice compact [a,b] < (-1,1). Rezulta ca:

+

1 dx
J- ———— = lim (+arcsin 0 — arcsin a) + lim(arcsinb — arcsin 0).
_ \."1—:1’2 a——1 b=l
1 aF—1 bl
Deoarece
lim arcsina = —— si limarcsindb = —,
a—+—1 2 b1 2
ar—1 b=l
obtinem
J’l dx T N T
——=-+-=m.
V1 — x?2 2 2

Deci integrala e convergenta si are valoarea .

& De retinut !
-~ — Adjectivul  ,,impropriu” se atribuie, deci, numai acelor integrale
¥ pentru care una din limitele de integrare sau ambele sunt infinite, sau

daca functia de ingrat este nemarginita pe intervalul considerat.

Proprietatile integralelor improprii se transpun fara dificultate de la integralele simple.

De asemenea se pot transpune teoremele de schimbare de variabila si integrare prin parti.
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4. Integrala improprie

4.2 Criterii de convergenta pentru integrala improprie

Deoarece nu intotdeauna putem calcula o integrala improprie, e util sa cunoastem criterii de

convergenta cu care putem stabili natura unei integrale improprii.

I. Criterii de comparatie

Fieae R, be RU {400}, f,g:[a, b) = R, integrabile pe fiecare compact [a,c], a2 <c <b.

1. Criteriul de majorare

Presupunem ca |f(x)| < g(x),¥ x € [a,b),sica [ g(x)dx converge.

Atunci f: f(t)dt converge.

2. Criteriul de minorare

Presupunem ca 0 = f(x) = g(x),¥V x € [a, b), si daca diverge integrala f:’f(rjdt,

atunci [ g(£)dt diverge.

3. Criteriul raportului

Fie f,g>0in [a,b) si presupunem ca exista

- b , b .
Atunci [ f si [ g au aceeasi natura.

Pentru a putea aplica criteriile, e nevoie de ,,integrale de comparatie”, adica trebuiesc
cunoscute integrale convergente sau divergente, cu care integralele de studiat sa fie
comparate.

In multe cazuri se folosesc urmatoarele :

a). Pentru a > 0 se considera
[
—dx
[ird x.p
Conform definitiei avem :
1 1-p 1-p
= q = 4 T[b —a'F], p#1
J. —dx=1lm | —dx=lim p =
xP h—+on xF h— oo b
“ “ In—, p=1
(vl
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p=1

0o, p=1l

Asadar, integrala improprie f dx e convergenta pentru p > 1 si divergenta pentru p < 1.

b). O alta integrala utila este (a > 0)
21

pe
ﬂx

Pentru a > 0, avem, conform cu definitia

1
a7 —e'P), p=1
J. rix—hmJ. r:ix—hm a,p =
&0 :}u In—, p=1
£
al™?
R =<1
= p_l p .
oo, p=1

Asadar, integrala _Ir; xl—p dx e convergenta pentru p < 1 si divergenta pentru p > 1.

Mai general, pentru a < b avem ca integralele

b
1

—dx si ——dx sunt convergente pentrup < 1
J; (x —a)? J (b—x)? gentep P

si divergente pentrup > /.

Exemple Sa se studieze, folosind criteriile de comparatie, natura urmatoarelor integrale :

"arctg x
1). rzf 9% dx ;
1

e

T arctg x
2). J= dx ;
x
1

3 K—jb dx = h
> G a-n

1). Pentru orice x € [1,0) avem inegalitatea
T T
— = — £
;= arctg x < - (*)

Rezulta ca
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arctg x T

< —, ¥Yx €[1,c)

z

x* 2x

arctg x

Folosind criteriul de majorare cu f,g :[1,0) — R, f(x)= , g(x):ﬂz—: si faptul ca

P

oo
1
J. —dx converge,abtinem ca I este convergenta.
1

x
2). Din relatia (*) rezulta
T = arctg x
4x x
Folosind criteriul de minorare cu f,g:[1,0) — R, f(x):i, glx)= ”‘;ﬂ si faptul ca
fl':'c fdx diverge, obtinem ca J e divergenta.
3).  Sedescompune K = f: % in doua integrale :
s dx o dx
K=J- - —|-j f =K, +K, a<c=<bhb
a 4/ (x—a)(b—x) ¢ 4/ (x—a)(b—x)

Convergenta integralei K, improprie in limita inferioara, rezulta imediat folosind criteriul

raportului, alegand f, g : (a,c] — R

1
flx) = , glx) =— : :
Vi—a Vi—a-vVb—x
Deoarece
lim—=limvVb—x=vVb—a =0
x—a x—a

xFa g x=a

obtinem convergenta lui K;.

La fel pentru K, (care e improprie in limita superioara).

I1. Alte criterii

Criteriul lui Abel
Fie f continuasi g derivabila cu derivata continua pe [a,b). Daca

i). [” f(x)dx e convergenta ;
ii). g:[ab) — R monotona si marginita.

Atunci [ f(x)g(x)dx e convergenta.

Criteriul lui Dirichlet

Fie f,g:[ab) — R, fcontinuasi g monotona € C*([a,b)).
Daca
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i). F(x)= j:f(rjdt e marginita in [a,b) ;

x—+h

ii). g(x) — 0.
Atunci [ £ (x) g (x)dx converge.

Criteriul integral

Fie f continua, f > 0 si descrescatoare pe [kq,02) , kg € M . Atunci

Y s RECE 3 0.

k=k+1

Cu alte cuvinte :

a). J- f(x)dx converge <=:= Z f(k) converge ;
ko k=l

n

b). mf[xjrix diverge <=> Z f(k) diverge .

ko K=k,

Exemplu
1). Sa se studieze convergenta integralei improprii

“ginx
- [
s X

Observam ca

lsinx " sinx
I=f dx+f de=1,+1,.
o 1

x x

Deoarece

. sinx
lim =1,
==0 X

integrala I, nu este improprie.

Finx

Functia f(x) ={ = *E€ (0.1]
1, x=10

integrala proprie.

este continua pe [0,1), deci integrabila => I, este

Pentru studiul convergentei lui I, aplicam criteriul lui Dirichlet cu f,g : [1,00) — R,

f(x) = sinx, g(x) = = .

Evident f are o primitiva marginita pe (-cos x) pe [1,00) sig — 0 cand x — b = .
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Deci integrala e convergenta.

2). Sa se studieze natura seriei

i 1
£k In(ink)

Fie f : [, ) — R,
1

x +In(lnx)

flx) =

Avem
[=2] dx oo 1

J. - = J. — cu substitutio lnx = t.
o2 X In(In x) 5 Int

Deoarece In t < t pe [2,00) =>
1 1

t lnt’

. . . R . oo 1 . oo 1 .
Folosind criteriul de minorare si faptul ca [,” - dt e divergenta => [,” -—adt e divergenta.

In final, folosind criteriul integral rezulta ca seria data e divergenta.

Test de autoevaluare 4

I. Sase studieze, folosind definitia, convergenta urmatoarelor integrale :

11
1). I=J- dx ;
o

1—x

1
11 1
2). I,=| —sin—dx ;
0 X° x
3) I —J.z ,—1 dx
- : 0 V2x— x? .

1. Folosind un criteriu de comparatie stabiliti natura integralei :
J- e dx .
o

I11. Folosind criteriul lui Dirichlet stabiliti natura integralei :

" cosx
I= — dx
0 X
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IVV. Folosind criteriul integral stabiliti natura seriei (armonice) in functie de p :

= 1
N2
k=1

Lucrare de verificare la Unitatea de invatare 4

Sa se stabileasca convergenta integralelor :

3 dx
D fw’ta—x)(x—lj

< dx
2]. E"— ;
4 vVx+1
= dx
3). — , =1
g X-ta

" Inx
4). J. dx
1 x+1

Rispunsuri si comentarii la intrebarile din testele de
autoevaluare

. 1). Se aplica definitia rezultand :

b
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Deci I, e divergenta.
2). Lafel obtinemcal, = i , deci e convergenta.

3). I; =m.

1. Descompunem pe | astfel :

1 e
I=J e dx —|—J e dx .
) 1

Evident fﬁi e dx e convergenta, fiind proprie.
Deoarece x <x” pe[l,0) =>
-x% < x pe [1,).
Rezultaca 0 <e ™ <e™® pentru x > /.
Deoarece ff e ¥dx = f e convergenta, rezulta conform criteriului de majorare,

convergenta lui I.
I11.  Convergenta.
IV. p>1=>convergenta;

P <1 =>divergenta.

Concluzii

1). Daca se cere sa se studieze natura integralei improprii f: fx)dx si sa se determine

valoarea sa in caz de convergenta.
In problemele din aceasta categorie se poate determina o primitiva a functiei f cu metode
elementare si se poate studia efectiv existenta limitei cu definitia.
Pentru rezolvare, se procedeaza astfel :
e se verifica daca functia f este integrabila pe orice interval compact inclus in [a,b) ;
e se determina o primitiva F a functiei f pe intervalul [a,b) ;

e se studiaza existenta limitei lim_ _,, F(x) ;

e daca aceasta limita este finita, se obtine valoarea integralei.
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2). Se cere sa se studieze natura integralei improprii _I“f f(x)dx.

O asemenea problema apare in situatia in care nu este posibil sa se determine o primitiva
pentru f si, prin urmare, aplicarea directa a definitiei nu este posibila.

Intr-o asemenea situatie nu se mai pretinde a se gasi valoarea integralei in caz de convergenta.
Pentru a preciza natura integralei, se incearca aplicarea unui criteriu de convergenta
convenabil.

De exemplu criteriul de minorare / majorare sau raportului pentru a compara integrala cu una

cunoscuta.

Utile sunt aici si integralele de comparatie _I’; xl—,, dx , f: xl—pdx , discutate in cadrul unitatii de

invatare de fata.
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5. Integrala curbilinie

OBIECTIVELE unititii de invatare nr. 5

Principalele obiective ale Unitatii de invatare nr. 5 sunt:

« Obiectiv 1 : Insusirea notiunii de integrala curbilinie si
aprincipalelor proprietdti ale acesteia

« Obiectiv 2 : Insusirea modului de calcul al integralei

curbilinii si al aplicatiilor acesteia.

5.1 Integrala curbilinie. Definitie

Fie I un interval.
Definitia 5.1. Numim curba plana multimea punctelor (x, y) € B* a.i.

x=f(t
C: L _ gE% , t€L,I=interval, f g continue pe L (1)

Un interval | si o pereche (f,g) care genereaza punctele curbei C e numita parametrizare.
Este util sa introducem si notatia vectoriala a unei curbe.

c:r=rt LteEl,

unde ¥ : I = R* e o functie vectoriala continua, definita prin

r(t)=f()r +g(t)] tel

In acest caz, 7 (t) = OM, reprezinta vectorul de pozitie al punctului curent M(x,y).
Exemple :

1).  Cercul centrat in origine de raza 1, x* + y* = 1.

Prezentam trei parametrizari:

a) x=cost,y=sint,0=t =2m,

Vectorial

r(t) =cost1 +sint] ,te€][0,2m]

b) x = sins?, y=coss?, 0< s <27

) x=1—-ty= tV2t2, -2 <t <2

2). Fief : I — K continua. Graficul ei este o curba plana, parametrizata astfel:

x=t
{}f=f(t)’ cel
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Definitia 5.2 Spunem ca C este neteda daca f si g sunt derivabile pe I , au derivatele continue
siinplus f' # 0 peIsau g' # 0 pe I, adica vrem ca vectorul viteza

dr  dx_, dy_

& @ T a

sa fie continuu si diferit de vectorul nul.

Exemplu Curba planar = ¢ + ¢} nu este neteda in origine, caci
dr

— = 5t* 4+ 3t%; = 0 in origine.
d ! ¢

Vom determina masa unui fir material neomogen, de grosime neglijabila, care are forma unei
curbe C din plan, considerata neteda. Aceasta ne va conduce la notiunea de integrala
curbilinie. Presupunem cunoscuta densitate a firului in fiecare punct P € C notata f(P).
Pentru a calcula masa firului, vom diviza curba C (avand punct initial pe A si punct terminal
B) in n parti prin alegerea punctelor

A=P, P,..,P =8B.
In fiecare divizare P, P, ., consideram densitatea constanta si egala cu densitatea intr-un punct
intermediar notat P,, .
Deoarece masa firului omogen este produsul dintre densitate si lungime, rezulta ca o valoare
aproximativa a masei firului P, F, ;4 este :

(masa), = f (Py) - Asy,

unde As,, e lungimea firului P, Py ., .

Deci suma

n—1
Z f(Py)As,
k=0

reprezinta o aproximare a masei firului.
In consecinta suntem condusi la definitia .
Definitia 5.3

n—1
Fieo = Z f(P)As, .
k=0

Daca exista si e finita limita sumei o, cand n — +oo si

As= max As, — 0,
O=k=n—1

indiferent de alegerea punctelor intermediare Py , spunem caf este integrabila de-a lungul

curbei C.

58
ANALIZA MATEMATICA




5. Integrala curbilinie

Limita se numeste integrala curbilinie a functiei f de-a lungul curbei C si se noteaza :

| reonas.

5.2 Proprietatile, calculul si aplicatiile integralei curbilinii
Urmatoarea teorema ne indica modul de calcul.

Teorema5.1

Presupunem ca functia f e continua intr-un domeniu D c R* care contine curba neteda C

definita prin ecuatiile (1) .

Atunci integrala curbilinie fl_, f(x,v)ds exista si

ffmﬁ¢=[ﬂﬂ&wwyﬂwwf+wﬁwm-

¥ De retinut !
\ /

Teorema ne spune ca pentru a calcula integrala curbilinie _I“C f(x,v)ds, avem nevoie de 0

parametrizare a lui C.
Proprietatile integralei curbilnii rezulta din cele ale integralei definite.
Toate rezultatele prezentate se adapteaza usor la curbele din spatiu.

De exemplu, daca avem o reprezentare parametrica a unei curbe netede din spatiu

x = (1)
C:iy=1(t) , te[ab],
z=A(t)

atunci integrala curbilinie
ff@%ﬂﬁ

c

se calculeaza astfel :
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f flx,y,z)ds = f Fle(®, (0, x (D (@' (D)2 + @' (D)2 + (' (1)) dt .

Exemplu Sa se calculeze _I’I_, xyds unde C este data de y = x* (parabola),
unde x € [-1,1] .

t
"
2
»

.. . . X
Ecuatiile parametrice ale lui C sunt {v

t e[-11]

Conform teoremei avem :

1
J. xyds = J.ra ytE+(20)2dt =0
C -1
(deoarece se integreaza o functie impara pe un interval simetric fata de 0).

Exemplu Sa calculam integrala curbilinie

| @ +yas,

curba C fiind linia franta OAB, unde A(1,0), B(2,1).
Integrala se descompune astfel :

J.(x+}’jds= f(x+}’:]r:is+ J.(x+}='jds.

[@A] [4F]
Reprezentarea parametrica a segmentului [OA] este
[OA]:x=t,y=0,t€[0,1].

60

ANALIZA MATEMATICA



5. Integrala curbilinie

Asadar, conform teoremei de calcul

1
1
J-[x—I-}’]ris:ftdt:E.
o

[o4]
Reprezentarea parametrica a segmentului [AB] este
[AB] :x=t,y=t-1,t€[1,2].

Asadar,
J. (x +y)ds = f[zt — 1]»“5::!:: =2v2.
[45] 1

In concluzie,

1 —
J-[x+}’]cis=£+2m“2.
c

Aplicatii ale integralei curbilinii de speta intai

Fie un fir material C de grosime neglijabila care are forma unei curbe C din spatiu,
considerata neteda. Presupunem ca firul material C are in fiecare punct (X,y,z) al sau

densitatea 2(x,y,z), presupusa a fi functie continua. In aceste conditii, se pot calcula:

1). Masa firului material C,

M= f p(xy, z)ds.
c

2). Coordonatele centrului de greutate G al firului material C,

( 1
Xz ZEL xp(x,y,z)ds
1Ye =lj ve(x,y,z)ds .
M
1
Zp = E[— zp(x,y,z)ds

\
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3). Momentele de inertie ale firului material C fata de planele de coordonate ale

sistemului de coordonate carteziene ortogonale considerat,

'{xD}' = J; ZEP(I,}T,Z:]dS,IIOE = J; }rzp[:x’}r’zj ds, '{}'Clz = J; IEP(I,}’,Zde.

4). Momentele de inertie ale firului material C fata de axele de coordonate si originea

sistemului de coordonate si originea sistemului de coordonate carteziene ortogonale

considerat,

'{D.‘:‘ = J [:}rz + zz:]p[:x,}r,zjds, ID_‘; = J [:-7':2 -|-zz:]p(x,}=,z]ds,
c C

loz = J (x*+¥?) plx,y,z)ds, I, = f (x* +y* +2%) p(x,y,2)ds.
c c

5). Atractia exercitata asupra unui punct material de catre un fir material

Punctul material M(x,, ¥, 2,), avand masa ,, este atras de firul material C cu

densitatea p(x, v, z) in punctul (x, v, z), cu o forta ale carei componente sunt:

[:x - xl}]p(xr 'L’,Z:]
F, = kmg- : T 573z 4si
x T j[(x—xu)‘+i}=—}’gj‘+(z—zgj‘]3“ S
¥
(v —vplel(x, v, z)
F. = k " - . - - - - i d ;
T f[(x—xujéw—yﬁw(z—zﬁﬂﬂf* )
¥
[Z - z[!l]p[xr 1’,2]
F, =kmg- 5 > 5733 ds.
=T f[(x—xujsw—}ruw(z—z[,)‘]ﬂf* )

¥

Aici k este o constanta ce depinde de alegerea unitatilor de masura.
Remarca

Se observa legaturile

'{Ox = '{:rﬂ}' + I:rﬂz’ IIS'_}' = '{_}'Oz + le‘J_}" '{03 = [_}'03 + '{xﬂz
1
'{O = [xﬂ_}' + '{:rﬂz + I_}'GE = E ['{G:r + '{0}' + '{03)’

care reduc calculul momentelor de inertie ale firului material C fata de axele de coordonate si
originea sistemului de coordonate la calculul momentelor de inertie ale firului material C fata

de planele de coordonate.
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Remarca
Daca firul material C este omogen, atunci in formulele de mai sus trebuie luat g (x,y,z) =

pp = constant, Apare necesar calculul lungimii firului material C cu

formula I. = J. ds siatunci M = p,l.. In formulele ce dau coordonatele centrului

C

de greutate G al firului material C se poate lua p, = 1.
Remarca
Daca firul material C are forma unei curbe plane C (din planul xQOy) si are densitatea p(X,y)

presupusa a fi functie continua, atunci, cu aceleasi semnificatii ca mai sus,

1 1
M= [ b vo =3 [ xoends.ve = 3 [ votu s

Ipe = f vip(x,y)ds, Iy, = f x*plx,y)ds, I, = f (x* +y?)p(x, y)ds

C c
Exemplu
Sa se determine coordonatele centrului de greutate al firului material omogen de forma unui
semicerc de raza R.
Fie deci reprezentarea parametrica

x = Rcost,
¥

: _ . ,t € [0,7] a curbei C,ce da forma firului material C considerat.
v =HRsint,

Cumds = 1‘||I [x’(t:])z + [}r' [t])zdt = Rdt,

formulele de mai sus ne dau

T m
1 1 2R
= — | R%costdt =0, Ve =— Zgintdt = —.
TR TR T
o o

Asadar, centrul de greutate G al firului material C este G(D, ?R)
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Test de autoevaluare 5

1). Sa se calculeze urmatoarea Integrala

vtdsunde 6 {0700 T oz, as o

2). Sa se calculeze masa si coordonatele centrului de greutate ale firului material care are

reprezentarile si densitatea urmatoare

X = acost, yv=asint, z=Int, ab=0, tE [027], p=1.

Lucrare de verificare la Unitatea de invitare 5

Sa se calculeze :
x2 -
fr:is, C:—+y:=1.
4
c

Indicatie: C este o elipsa, care are reprezentarea parametrica
x =2cost

, , t €[0,2m].
¥ =sint

Raspunsuri si comentarii la intrebarile din testele de
autoevaluare

,, 160
3
c
2) M = 2mva? + b?
x,=0
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Concluzii

Pentru a calcula f fx,y,z)ds
c

x = ¢(t)
* se scriu ecuatiile parametrice ale lui C:4 v = ¢(t)
z=x(t).t € [a,b]

Daca C este o curba din R?, data prin ecuatia implicita F(x,y)=0, se poate incerca folosirea
coordonatelor polare astfel: inlocuind x =r-cos 8,y =r -sin & in ecuatia F(x,y) = 0, se

obtine o relatie ce evidentiaza legatura intre raza polara r si unghiul polar &.

r(6)
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Rezolvand ecuatia obtinuta se obtine r = r(#), cu & € [a, k] = [0, 27] si deci

{x =r(f)- cosh
v=r(f)-sinf ,8 € [a,b]

care reprezinta ecuatiile parametrice ale curbei.
In unele probleme se precizeaza direct legatura dintre r si & si de aici se obtin, ca mai inainte,
ecuatiile parametrice.

* se transforma integrala curbilinie in integrala definita prin formula

f F(x,y,2)ds = f F(o®, 90, 2(0) Vo' OF + [0’ OF + [r (O1°d.

* se calculeaza integrala definita.

Daca se cere sa se determine masa firului material care este curba de ecuatii ...., cu densitatea
in fiecare punct p(x, v,.z) = .....

* se scriu ecuatiile parametrice ale curbei;

* se aplica formula pentru calculul masei,

* se calculeaza integrala curbilinie rezultata.

Daca se cere sa se determine coordonatele centrului de greutate al firului material care este
imaginea curbei de ecuatii ...., cu densitatea sa in fiecare punct p(x, v,z) = .....

* se scriu scriu ecuatiile parametrice ale curbei;

* se aplica formula pentru calculul coordonatelor;

* se calculeaza integralele curbilinii rezultate.

Daca se cere sa se determine momentul de inertie in raport cu axa Ox (sau Oy sau Oz) al
firului material care este imaginea curbei de ecuatii ...., cu densitatea sa in fiecare punct
plx,v,z) = ...

* se scriu ecuatiile parametrice ale curbei;

* se aplica formula pentru calculul momentului de inertie;

* se calculeaza integrala curbilinie rezultata.

Daca se cere sa se determine atractia exarcitata asupra punctului material M(x,, v4. Z5) cu
masa 11, de catre firul material, ....., avand densitatea in fiecare punct p(x, v.z) = ... .

* se scriu ecuatiile parametrice ale curbei;

* se aplica formula;

* se calculeaza integrala curbilinie rezultata.
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OBIECTIVELE unititii de invatare nr. 6

Principalele obiective ale Unitatii de invatare nr. 6 sunt:

« Obiectiv 1 : Insusirea notiunii de integrala dubli si a
principalelor proprietai ale acesteia
« Obiectiv 2 : Insusirea modului de calcul al integralei

duble (calculul in cazul domeniului dreptunghiular,

simplu n raport cu o axd si calculul folosind metoda

schimbarii de variabild) si al aplicatiilor acesteia

6.1 Integrala dubla. Definitie. Proprietati

Vom incerca sa determinam volumul solidului S, delimitat inferior de domeniul compact D
din xOy, lateral de suprafata cilindrica a carei generatoare e paralela cu axa Oz si se sprijina
pe frontiera lui D, iar superior de suprafata de ecuatie z = f(x,y), f: D — R, pozitiva si
continua. In plus impunem conditia de regularitate lui D : frontiera lui D e formata dintr-un
numar finit de curbe netede.

In aceasta ipoteza vom lucra in continuare, fara a mai specifica.

Definiti 6.1

Numim diviziune a domeniului D compact, 4 = {Dy, ..., D, }, o familie finita de submultimi
D, , k=12, ..,n,aleluiD, care

a) nuau puncte interioare comune ;

n

b) satisfac D = U D, .
k=1

Numim norma diviziunii A = {Dy,D,, ..., D}, numarul v(A) = max {diam(D}, ... . diam(D )},
unde diam(A) e diametrul domeniului A, care se defineste ca fiind marginea superioara a
distantelor dintre doua puncte oarecare ale lui A.
Obtinem astfel o divizare a solidului S in n solide 5. .... S, avand bazele Dy, respectiv D,, .
Volumul fiecarui solid 5, il vom aproxima cu volumul ¥, al unui cilindru drept cu baza D,
avand inaltimea z, = f(x,¥x), unde (x,,¥v:) e un punct arbitrar din D .

Avem V, = f(xg,v;) - aria(D,) .
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n

Evident ca Z V, aproximeaza volumul solidului S .
k=1

Aproximarea e cu atat mai buna cu cat v(A) e mai mic.

Rezulta :
Vol(S)= 'lei.?q DZ flxgve)-aria(D,) .
) k=1

Cele discutate mai sus ne conduc la urmatoarea :
Definitia 6.2 Fief : D — R, marginita.

n

. — : & =Y, d

Daca y%.lal}]luajtﬂ y.:lé?luzf(x"’}?kj aria(D,) ,
k=1

exista si e finita, oricare ar fi alegerea punctelor intermediare (x,¥5%) , atunci spunemcaf e
integrabila pe D.

Aceasta limita se numeste integrala dubla a lui f pe D si se noteaza

|| raaxay.

Deci

|| rdaxay = pm o).
D

O clasa de functii integrabile pe domeniul D (neted) este clasa functiilor continue.
Teorema Orice functie continua f pe D compact (inchis si marginit) c R? e

integrabila pe D.

Se poate arata ca daca int(D) e interiorul compactului D (e o multime deschisa) si ca daca f e

integrabila pe D, atunci

|| fndzay = || reyiaxay.

o int(D)

Proprietati ale integralei duble

Dacaf si g sunt functii integrabile pe D, atunci :

1) pentru orice a, B € R avem (liniaritate)
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|| at + Boyazay = a || razay +4 || gaxay;

D D D

2) daca f >0 pe D rezulta (pozitivitate)

J]fdxd}?& 0;
D

3) daca D = D,U D, , unde D, si D, sunt domenii compacte fara puncte interioare

comune, avem (aditivitate fata de domeniu)

J-J’fdxd}r= J-J’fdxd}r—l-fffdxd}r;
D D, D,

4) are loc inegalitatea

f Fdxdy gﬂwuxd}r.

FH]

6.2 Calculul integralelor duble

6.2.1. Cazul domeniului dreptunghiular

Consideram in rolul domeniului D un interval D, = [a,b] x [c,d] care reprezinta intr-un plan
raportat la un sistem cartezian ortogonal de coordonate Oxy un dreptunghi cu laturile paralele
cu axele Ox si Oy.

Se stie ca D, este 0 multime compacta avand aria(D,) = (b-a)(d-c) .

Teorema 6.2 Fie f : D, c B* - R.Daca:
a) f este integrabila pe D, = [a,b] x [c,d] ,

b) exista integrala cu parametru F : [a,b] — R,
d
FG) = [ fGnay,
atunci F este integrabila pe [a,b] si are loc egalitatea
b d
|| fandzay = [ ( [ renay ax.
D, g M\

(formula de calcul a integralei duble pe un dreptunghi) .

Remarca De obicei, se scrie
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b

| ey | ax = [ a f Fxy)dy,

il c il

b

integrala numindu-se integrala iterata in ordinea y, X a functiei f pe domeniul considerat.
Asadar, Teorema 6.2 transforma integrala dubla intr-o integrala iterata in ordinea y, X a
functiei f pe domeniul considerat.
In mod asemanator, se demonstreaza
Teorema 6.3 Fief : D, c R* > R. Daca :

a). f este integrabila pe D, = [a,b] x [c,d] ,

b). exista integrala cu parametru G : [c,d] — R, G(y) = _I": flx,v)dx,

atunci G este integrabila pe [c,d] si are loc egalitatea

d

|| reasay = | f f(xy)dx | dy.

I c
( formula de calcul a integralei duble pe un dreptunghi ).

Remarca De obicei, se scrie
d

f ff(xr}’)rix dy = f dy ff(x,}’]rix '

C

el

C

integrala numindu-se integrala iterata in ordinea x, y a functiei f pe domeniul considerat.
Asadar, Teorema 6.3 transforma integrala dubla intr-o integrala iterata in ordinea X,y a
functiei f pe domeniul considerat.

Corolar Daca f : D, c R? — R este continua, atunci

d

ﬂ flx,y)dxdy = j dy f flxy)dx = f dx f fley)dy.

C
Remarca Din cele spuse anterior, rezulta ca in calculul integralei duble pe un domeniu
dreptunghiular a unei functii continue ; nu conteaza ordinea de integrare.
Aceasta are importanta in ceea ce priveste complexitatea calculului.

Exemplu Sa se calculeze
T
x%yy/ x*y? 4+ ldxdy .

[0.1] = [-1.1]
Conform Corolarului de mai sus, avem una din posibilitatile :
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1 1
2y iyt + 1rixdv J-dfjx xty? +1dx.
[0.1] x [-11] -1 o
1

Se constata ca in calculul integralei intericrareJ- 2y xty? + 1dx

0 apar
unele probleme.
b).

1 1
xiyfxtyi 4 1rixdv J-dxjx‘ W xiyi 4+ 1dy.
[01] = [-11] -1 o

1
x x q x x 2 +F
Acum, integrala interioara este imediata : jx‘}rﬁ,-'x“}?‘ +1dy =0
o0

Deci
xiyfx*yi 4+ 1dxdy = 0.
[0.1] 2 [-11]
g De retinut !
-~V — Calculul integralei duble pe un domeniu dreptunghiular al unei functii
; continue se reduce la calculul unei integrale iterate.

6.2.2. Cazul domeniului simplu in raport cu 0 axa

Definitie 6.3 Se spune ca un domeniu compact din R* este simplu in raport cu una din axele
de coordonate daca orice paralela la axa respectiva intersecteaza frontiera sa cel mult in doua
puncte, cu exceptia situatiei in care aceasta contine segmente de dreapta paralele cu axa
respectiva.
Propozitia 6.1 Fie functiile @, v : [a,b] — R astfel incat :

a). sunt continue pe intervalul [a,b] ,

b). sunt derivabile pe intervalul (a,b) ,
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C). ¢(x) < y(x), pentru orice x € [a,b].
Atunci, multimea
D={(x,y) € R®|a =x =b, o(x) <y < ¥(x))
este un domeniu compact care are arie in R* , simplu in raport cu axa Oy.
Teorema 6.4 Fie functia f : D ¢ R* — R, D fiind un domeniu compact, simplu in raport cu
axa Oy, definit ca in Propozitia 6.1. Daca :
a). f este integrabila pe D,

b). exista integrala cu parametru F : [a,b] — R,

ix)
Fe) = [ feay,
@)
atunci F este integrabila pe [a,b] si are loc egalitatea
B g wix)
|| rnasay= [ [ reenay Jax.
D a  \pix)

( formula de calcul a integralei duble pe un domeniu simplu in raport cu axa Oy ) .

Exemplu
Sa se calculeze J] (x + 2y)dxdy,
D

unde D este compactul plan limitat de curbele de ecuatii y = x*, ¥* = x.
Se constata ca
D= {(xy)ER*|0<x<1,x"<y<yx},

adica D este simplu in raport cu axa Oy.

Ca urmare,
1/ =
J. [:x+2}r:]dxd}r=J. J. (x + 2y)dy |dx =
D 0 A=t
1 1
=f(xy+yfjI;'de=f(xﬁ—x3+x—x4jdx=;—n.
o o

Tratam in mod asemanator acum cazul domeniului simplu in raport cu axa Ox .
Propozitia 6.2 Fie functiile u, v : [c,d] — R astfel incat :

a). sunt continue pe intervalul [c,d] ,

b). sunt derivabile pe intervalul (c,d) ,

C). u(y) < v(y), pentru orice y € [c,d] .
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Atunci multimea

D= {(xy) € R* |u(y) <x<v(y),c<y<d}
este un domeniu compact care are arie in B* , simplu in raport cu axa OX.

Teorema 6.5 Fie functia f : D ¢ B* — R, D fiind un domeniu compact, simplu in raport cu
axa Ox, definit ca in Propozitia 6.2. Daca :
a). f este integrabila pe D,
b). exista integrala cu parametru G : [a,b] — R,
v(y)
6= | fGndr,
u (¥}
atunci G este integrabila pe [c,d] si are loc egalitatea
B s ¥
|| fandzay = [( [ ferax Jay.
o a  N\ul(y)
( formula de calcul a integralei duble pe un domeniu simplu in raport cu axa Ox ) .
Exemplu Reluam integrala din exemplul anterior.
Se constataca D = {(x,y) € R* |y* <x <, ¥,0<y<1}, adica D este simplu si in raport cu
axa Ox. Ca urmare,
1 /Y

J. (x+2}rjdxd}r=f J. (x + 2y)dx |dy =
D o Ay
1 1

—“12+z % 4 f H+2 )d =
= zx xy (v—v v[,ﬂv y3) }r—zu.
0 0

Remarca Daca domeniul compact D pe care se cere sa se calculeze
integrala J. f(x,y)dxdy nu este simplu in raport cu nici una

din axele de coordonate, atunci, prin paralele la axele de coordonate, se descompune D intr-un
numar finit de subdomenii compacte masurabile Jordan
D,,D,,...,D,,, avand interioarele disjuncte doua cate doua, fiecare fiind simplu in raport cu

una din axele de coordonate :

Folosind apoi proprietatea de ereditate si aditivitate de domeniu a integralei duble, avem :
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|| renaxay = i || rayraxay .

=1 p;

Exemplu
Sa se calculeze ﬂ’ | xv |dxdy,
D

unde D este domeniul compact din plan limitat de curbele de ecuatii
x*+y*—2x=0,x*+y*—4x=0.

Se constata ca D este discul plan limitat de cercul cu centrul in punctul (2,0) si raza 2 din care

este scos discul plan limitat de cercul cu centrul in punctul (1,0) si raza 1. Se constata ca D nu

este simplu nici in raport cu Ox, nici in raport cu Oy. Ducand dreapta x = 2, domeniul D se

descompune in subdomeniile :

Diz{(x’}?] ER |0 =x ﬂzrw’zx—xzi}riw“}x—x:},
Dzz{(x’}’je R*|0=x 2,— “4x—x2£}’£—ﬁ2x—x2};
DE:{(:I’}F]E Rzlz Ex 541_ "4X—x2£}’£1.-"4x—x2}:

fiecare dintre ele fiind simplu in raport cu axa Ox.

Deci, avem :
J-flxyldxdy = J-f xydxdy — J] xydxdy + fflx}rld_xd}r =
D D, D, D,
2 Vax—xt 2 —Zx —x* 4 Vax—x=
= Jrix J xyd) —de x}rd}r-l-J_dx J |xy|dy =
0 VIt 0 —ar—=T 2 VAt
Ve = (1 vE
= (Ex, - ﬂ,w) dx — (gx}" —«:W) dx +
o o
4 2 4

2|V ) dx = zfxzdx —I—J-x[dlx—x:]dx =20.

o 2
Remarca Daca se doreste o descompunere a lui D in subdomenii simple in raport cu axa
Ox, atunci, ducand dreptele de ecuatii y = -1 si y = 1, domeniul D se descompune in 5

subdomenii simple in raport cu axa Ox .

76

ANALIZA MATEMATICA



6. Integrala dubla

Exemplu Sa se calculeze :

(x%y + 2xv)dxdy .
[0.1]x[-1.2]
Evident, domeniul dreptunghiular D =[0,1] x [-1,2] este simplu in raport cu fiecare din axele
de coordonate. Consideram pe D ca fiind simplu in raport cu axa Oy. Ca urmare, din cele

spuse mai sus, avem :

1

J-J’ (x%v + Zx}r]dxd}r=Jrix J[xZ}F—I- 2xy)dy =

[0.1]x[-1.2] o -1

1 1

1 -~ -3 -~

= (Ex‘}r‘ —|—_x'|,r ;_ x —|-3x

0 o

1 3
_ 3 2V |1
=|-x"+—-x ) =2.

(2 2 k

Exemplu Sa se calculeze integrala :
I= JI e:"sdxd}r, unde D este domeniul delimitata de curbele

y=%Vx,y=1,x=0six =1.
Evident D este simplu in raport cu ambele axe.

Daca consideram D simplu in raport cu Oy obtinem
1 1

I=J- J-e}jd}r dx .

V]

n 5

Functia e* nu admite primitiva exprimabila cu ajutorul unor combinatii finite de functii
elementare . De aceea vom calcula integrala considerand pe D simplu in raport cu Ox, ceea ce
permite schimbarea ordinii de integrare.

Obtinem :
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6.2.3. Calculul integralei duble cu ajutorul schimbarii de variabila

Teorema 6.6 Fie A, D ¢ R* domenii compacte avand frontierele formate din reuniune de
curbe inchise, netede, si fie transformarea regulata :

x = @(u,v)
y = ¥(uv)

Daca T(A) =D iar f: D — R este continua, atunci are loc egalitatea

T:A—D,T(v)=(xy) @

D(g. )

f f £, ) dxdy = f f F o v), w(u, v)) \ \dudv

(formula de schimbare de variabila in integrala dubla ) .

Am notat ~ o w} _iacobianul transformarii T,
1
Bm E'_m-
D IPEI":' Bu A
adica Diwe) oy oy
B o)
Remarca

1). Se poate arata ca este suficient ca iacobianul transformarii sa fie diferit de zero in
interiorul lui A .
2). Se vede analogia dintre formula de mai sus si formula de schimbare de variabila

de laintegrala definita :

@b
| reax= f Flo®- o' (Dt
¢(a)
Aici ,, iacobianul ” este @', p[a,b] = A, [ ¢(a),p(b) ] =D, A 5p.
3). Incazul integralei simple se foloseste schimbarea de variabila cu scopul de a
inlocui functia de integrat printr-o functie mai simpla, careia sa i se poata gasi mai usor o
primitiva.
In cazul integralei duble, scopul principal al schimbarii de variabile este acela de a inlocui
domeniul de integrare printr-un alt domeniu mai simplu, pentru care sa se aplice metodele de
calcul de la cazul domeniului dreptunghiular.
4). Gasirea transformarii T este dictata in general de ecuatiile curbelor care formeaza
frontiera lui D.
5). Unadin cele mai frecvent intalnite transformari ce se folosesc in calculul
integralei duble sunt cele ce permit trecerea de la coordonatele carteziene la cele polare.

Forma ei este :
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(x=pcost

{ D) _
"lyv=psinf

Dip.8)

, p=0,8 [02m),

¥

si permite trecerea de la coordonatele carteziene x si y la coordnatele polare g si 6.

De asemenea, pentru a si b numere pozitive si diferite, se foloseste transformarea regulata in

plan
x = ap cos B Dixy)
: =0, 8 €[02n),—= =abp,
{}?= bpsind ' P [0.27) D(p.) aop
permite trecerea de la coordonatele carteziene x si y la coordonatele polare generalizate p si 9,
blxy) _
pentru care (o8 — abp .
¥ De retinut !
-~V — In calculul unei integrale duble cu formula de schimbare de variabila,
; gasirea lui T constituie problema esentiala. Gasirea transformarii T

urmareste ca integrala dubla pe A sa poata fi calculata cu una din
formulele din teoremele anterioare, adica A trebuie sa fie simplu in

raport cu una din axele de coordonate.

Exemplu Sa se calculeze

[| G+ axay,

D

unde D este domeniul compact din plan limitat de curbele de ecuatii x +y =1, X +y = 3,

y =X,y =5X.

Se constata ca prin fiecare punct al domeniului D trece o singura dreapta de ecuatiex +y =u

cu u € [1,3] si o singura dreapta de ecuatie y = vx, cu v € [1,5]. Ca urmare, transformarea
(xy) = (W), u=x+y,v="=

este bijectivadelaDla A=[1,3]x[1,5].

Transformarea inversa

_ou

X
T:A—>D,Tuv)=(xy) & W

- v+l

. . Dixa
are iacobianul 2&22 — _ %
Diuw) {w+1)=

si ca urmare este regulata pe A .

Folosind aceasta transformare regulata, formula de schimbare de variabila in integrala dubla

ne conduce la
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ﬂ’[x—l- y)dxdy = ﬂ(—] dudy = fdu J(—] dv =
(et

Exemplu Sa se calculeze
f f (x2 + y?)dxdy,
n

unde D este domeniul compact din plan limitat de curbele de ecuatii

—ald _ o2 — g =
y_4x,y—w|1 3

Cele doua curbe sunt un semicerc respectiv o semielipsa. Axa Ox imparte domeniul D in doua
subdomenii compacte, avand interioarele disjuncte, Iy si D, :
D = Di U DE )

unde

D,= {[x,}r:] ER? |xe[-22], 0= y=V4—x?},
z
D, = {(x,}r:] eR? |xe [-22], —N||1—IT —y< IZI}.

Ca urmare, avem

ﬂ’(x: + y*)dxdy = ﬂ (x*+ y*)dxdy + f (x* +y*)dxdy .
D D, o,

Pentru calculul integralei J (x% + y*)dxdy,
D
trecem la coordonate polare, prin formulele

{x =pcosf
v =psinf

Pentru determinarea domeniului de variatie al coordonatelor polare 2 si 6, inlocuim aceste
expresii ale lui x si y in inecuatiile ce definesc domeniul D, :

psind = 0si picos?@+ pisin’f < 4,
de unde rezulta 6 € [0,7], 2 € [0,2] .

Exact vorbind, transformarea
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T,: 4, = [02]x[0,7] = Dy, Ty(p,6) = (x,¥) ® {x = pcosb
y =psinf

Dilxy)
Dip8)

este regulata pe 4, . Avem

Ca urmare,

J_J’[x +y jdxdv—f (p*cos®8 + p?sin*B)pdpdf =

J-dpj 340 = 4m .

Pentru calculul integralei ﬂ’[xz + vy dxdy,

trecem la coordonate polare generalizate, prin formulele

{x = 2pcosh
v =psinf

Pentru determinarea domeniului de variatie al coordonatelor polare generalizate p si 0,

inlocuim aceste expresii ale lui x si y in inecuatiile ce definesc domeniul D, :

, (2o c-:usE}

psing <0 si +(psing)* =1

de unde rezulta 6 € [n,2x], p € [0,1].
Exact vorbind, transformarea
T,: 4, =[0,1]x[xm 2n] = D,,

T,(p.0) = (x,y) ® {x — % C-DSE
- vy = psinf

este regulata pe 4, .

Ca urmare,

ﬂ’(xz + vy dxdy = J. (4p*cos8 + p*sin6)2pdpdf =

1

Zm ﬂ ﬂ -
=2 J dp J p? (4cos20 + sin*8)dB = =

o

In concluzie,
. . Sm 21w
J-J’[x‘ +y)dxdy=4m +—=—.
4 4
D

Exemplu Sa se calculeze aria domeniului compact plan D limitat de curbele de ecuatii
y=x%2y=x% y*=x,¥* =2x.
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Se constata ca prin fiecare punct al domeniului D trece o singura parabola de ecuatie x* = uy

cu u € [1,2] si o singura parabola de ecuatie ¥ = vx, cu v € [1,2]. Ca urmare, transformarea

(x3) = (W), u=5,v=2

x

este bijectivadelaDla A=[1,2]x[1,2].
Transformarea inversa

— 2f..,2
_ x = Vu'v
T:A—D, T@uv)=(xy) & Y s
= WU
D :
are iacobianul j‘: i = si ca urmare este regulata pe A .

Folosind aceasta transformare regulata, formula de schimbare de variabila in integrala dubla
ne conduce la

aria D = f dxdv=ﬂ"§§i :3

6.3 Aplicatii ale integralelei duble

1 1
r=—agriah= —.
3

I. Aria unui domeniu compact din k2

Fie D c R* un domeniu compact a carui frontiera este o curba inchisa, neteda pe portiuni (

sau o reuniune finita de curbe inchise, netede pe portiuni ). Atunci,
aria (D) = J. dxdy .

1. Volumul subgraficului unei functiif: D € B2 > R

Fie functia f : D ¢ B* — R, continua si nenegativa. Multimea
I; ={(x,y.2) € R*| (xy) €D, 0 <z < f(x,5)}
se numeste subgraficul functiei f si reprezinta un domeniu compact din B? , limitat de
suprafata
S:z=f(x,¥), (x,¥) €D, (graficul lui f ), de cilindrul proiectant al suprafetei S pe planul

XxQy ( cu generatoarele paralele cu axa Oz ) si de planul xOy. Atunci,

vol (I}) = ﬂ f(x,v)dxdy .
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I11.Masa, coordonatele centrului de greutate si momentele de inertie

ale unei placi materiale plane

Fie P o placa materiala plana neomogena, de grosime neglijabila, de forma domeniului
compact D c R* . Presupunem ca placa P are in fiecare punct (x,y) al sau densitatea

superficiala p(X,y), presupusa a fi functie continua. In aceste conditii, se pot calcula :

a). masa M a placii materiale P,

M= ﬂp[x,}’]dxd}n
n

b). coordonatele centrului de greutate G al placii materiale P,

(
1
Xg = Eﬂ xp(x,y)dxdy ,
o

1

Ve = — ﬂ vp(x,y)dxdy ,
M

L“ n

c). momentele de inertie ale placii materiale P fata de axele de coordonate Ox si Oy si

fata de originea O a sistemului de referinta,

Iﬂx = J-J’}:-zp (x’}rjdxd}:’ IO_}' = fJ’xzp(x,}Tjdxd}I’
D D

I, = ﬂ(xz + v o(x, y)dxdy .
n

Remarca Daca placa materiala P este omogena, atunci in formulele de mai sus trebuie

luat p(x,y) = 2y = constant.

Ca urmare,
M = p, -ﬂ dxdy = pyaria(P).
D
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In formulele ce dau coordonatele centrului de greutate G al placii materiale P, se poate lua

fp=1.

Exemplu Sa se calculeze masa, coordonatele centrului de greutate si momentele de
inertie ale unei placi plane de forma unui sfert de cerc de raza R si de densitate 1 + p* , unde
o este distanta de la punctul curent al placii la centrul cercului din care provine placa.

Asadar, putem considera ca placa P are forma domeniului
D={(xy) ER*|x>0,y>0, x>+ y* < R},
iar densitatea in punctul (x,y) este p(x,¥) = 1+ x* + ¥~

Utilizand coordonatele polare, obtinem
M= gﬁf(z +RY),

= v _ BR(5+3R%)
& G smiz+r?)”

I = 21y, = 2l,, = -R*(3 + 2R?).

Test de autoevaluare 6.1

Sa se calculeze urmatoarele integrale duble pe domeniile indicate :

ff In(x +v) dxdy, D=[01]x[12];

ff ———dxdy, D={(x,y)|x*+y*<1Lx=0y=0};
-'1—1?‘
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1 , .
, D= ) < <=1},
|| w5 5mg P-4y =y
D

R

1).  Deoarece domeniul de Iintegrare este dreptunghiular se aplica tormula de calcul a

Raspunsuri si comentarii la intrebarile din testele de
autoevaluare

integralei duble pentru domenii dreptunghiulare.

Se obtine :
1 2z
9 3
J.J’ln(x+}r:] dxdy = J- J.ln(x+}r]d}r dx =£1n3— 4ln2 -3
D 0 1
2). Domeniul de integrare este simplu in raport cu ambele axe. El este simplu si in raport

cu axa Oy si se poate scrie :
D={(xy)|0<x<1,0<y<vVi—x7}.

Acum se poate aplica formula de calcul a integralei duble pentru domeniile simple in raport
cu axa Oy si se obtine :

S

[ e -[( [ 7w
—_— = V =—.
11—y -'1—1? 3

D

3). Domeniul D este discul unitate. Este convenabil sa alegem pe T ca fiind

= 2]
T: {x peos (coordonate polare) .

"y =psin#

Pentru determinarea domeniului de variatie al coordonatelor polare p, 6, inlocuim expresiile

lui x si y in inecuatiile ce definesc domeniul :
p*(cos*8 +sin*@) <1,
rezulta 6 € [0,2x], p € [0,1] .
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Dixy) _
Dip.H)

Reamintim ca

Ca urmare, folosind formula de schimbare de variabila avem :

1

ﬂ dxdy J‘ f P\ 1
(1+x2+y%)? (1+p%)?2 o 2
[} o

4). Sa se calculeze masa si coordonatele centrului de greutate a placii omogene de

densitate 1, reprezentata de domeniul
D={(xy)|x*+y*<a’, x*+y* zax, y=0}, a>0.

Forma placii (vezi figura), impune trecerea la coordonate polare .

)/
0a)
i N
D
-a 0 a >

Obtinem, folosind formula de schimbare de variabila :

3ain
M = .

g
x. = ) . l4a
& g 'G T
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6.4 Integrale duble improprii

In subcapitolele anterioare am considerat numai integrale duble pe domenii D marginite. In

plus, am presupus f marginita pe D.

La fel ca in cazul integralei simple, se poate vorbi de integrale improprii, fie in cazul in care D
e nemarginit, fie in cazul in care f e nemarginita in vecinatatea unui punct din D, sau a unui
punct de pe frontiera lui D.

6.4.1. Cazul domeniilor nemarginite

Fie D ¢ R* o multime nemarginita si pentru fiecare r > 0, fie D,. = {x € D |llx|| < r}.
Fie f : D c R* — R, integrabila pe orice sectiune D, a lui D.

Definitia 6.4 Se spune ca functia f este integrabila in sens impropriu ( sau generalizat ) pe

oo

multimea nemarginita D daca limita lim ﬂ’ f(x,v)dxdy exista si este finita .
D,

Valoarea limitei se noteaza f f(x,v)dxdy sise numeste integrala improprie

D

( integrala Riemann generalizata ) a functiei f pe multimea D .
Despre integrala improprie fff(x,}r]dxd}r se spune ca este :
D

- convergenta, cand limita este finita,
- divergenta, cand limita este infinita .
Prin abuz de limbaj, cand limita nu exista se spune tot ca integrala improprie

J- f(x,v)dxdy este divergenta.

D
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Exemplu Sa se stabileasca convergenta integralei improprii

J] e~ &) cos(x2 + y2) dxdy .

R

Pentru fiecare r > 0 consideram sirul de domenii D, = { (x,v) | x*+ ¥* =r}.
Pentru fiecare r > 0, D,. e imaginea prin transformare in coordonate polare a domeniului D;.

Di={(0,p)|0<0<2m,0<p<r}.

oo

J-[ e~ &) cos(x? + y?) dxdy = lim ﬂ’e":xz”'z} cos(x? +y%) dxdy =
Dy

R

ka

7T L

= lim ffe_pz cosp?- pdpdf = J df - lim | e cosp?-pdp =
D,

0o oo
o o

(a
=27-lim | e? cosp®-pdp = 2m-1I.

—roa
o

Calculam ultima integrala facand schimbarea de variabilat= g* . Avem astfel :

I =

[N

rz
. —t 1
« lim e “rost dt =—.
r—ron 4
o

] - - F[3
In consecinta, integrala e convergenta si J:! e~ 7 cos(x? + ¥?) dxdy = 5
R

6.4.2. Cazul functiilor nemarginite

Fie functia f : D ¢ B* — R, nemarginita pe o vecinatate a unui punct x, € D, integrabila pe

orice submultime D,. = D\ S(xp.7) = { x | [lx — =yl <}, r>0, adomeniului compact D.
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Definitia 6.5

Se spune ca functia f este integrabila in sens impropriu ( sau generalizat ) pe

multimea D daca limita lim,_, ffﬂ fx,v)dxdy exista si este finita .

Valoarea limitei se noteaza ffD f(x,v)dxdy sisenumeste integrala improprie
( integrala Riemann generalizata ) a functiei f pe multimea (marginita) D .
Despre integrala improprie fff[x,y]dxd}r se spune ca este :
D

- convergenta, cand limita este finita,

- divergenta, cand limita este infinita .
Prin abuz de limbaj, cand limita nu exista se spune tot ca integrala improprie

J- f(x,v)dxdy este divergenta.

D

Exemplu Sa se calculeze

1
ﬂ —————dxdy, unde D este domeniul compact [—1,1] x [-1,1].
=)

Integrala trebuie inteleasa ca J.f f(x,v)dxdy, unde
D

f:D—-R, f(xy)= ﬁ pentru (x,y) € D, x # y si inrest f ia valori arbitrare .

Fie punctele A(-1,1), B(-1,-1), C(1,-1), D(1,1) . Pentru A € (0,1), dreapta de ecuatic y =x + A
intersecteaza segmentele AD si AB in punctele E(1-A,-1) si respectiv F(-1,A-1), iar dreapta de
ecuatie y = X — A intersecteaza segmentele CB si CD in punctele G(A-1,-1) si respectiv

H(1,1-1).

Luam drept multime M domeniul hexagonal BGHDEF si atunci
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1 1 x—A
=lim j dx f(x—v] Tdy + jdxf (x— ) Edv =
x+A A-1 -1
1-4 1
_,lain"é f —35x—v|x+idx-|- J- 35.-x—v|x Adx| =
-1 A-1

A=0

~ 3lim f(—ir_:l—w) dx + f(—%mar—mx -

= lim |-V -1 12— 2Vae-0+ Y+ 0)* |}1_1] =

= lim —233* + 2V16 - ZE\H(E—JL]] = 932.
oL

1
Asadar,integrala dubla improprie Jf ——— dxdy este convergenta si are

Efr a7
[—1,1]1 1.-'l (.‘?C }T:]

E‘ |
valoarea9v2 .

Test de autoevaluare 6.2

Sa se studieze convergenta integralei

dxdy
J-J’; ,unde
RS

D={(xy)|x*+y*<a}.
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Raspunsuri si comentarii la intrebarile din testele de
autoevaluare

Integrala este convergenta si trecand la coordonate polare, obtinem

valoarea integralei 27ma .

Lucrare de verificare la Unitatea de invatare 6

Sa se calculeze integralele

1
1:]. :Iﬂ’mfixdy, D= [0,3]:12 [2,4] .

2). Jf e¥ dxdy, D fiind compactul din plan delimitat de curbele de ecuatii
D
yi=x,x=0 y=1.

3). _ﬂ[xz—I-}F:]dxd}r, D={(x,v) | x*+ y* < 2x}.
D

4). -ﬂiﬂ(x:+}rz)dxd}r, D={(xy) | x*+y* = 1].
D
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Concluzii

Ve
—

In general, pentru calculul unei integrale duble se urmareste tipul domeniului

(dreptunghiular simplu in raport cu una din axe ) . Apoi se foloseste formula de calcul
corespunzatoare tipului de domeniu.

De asemenea se pot folosi si schimbari de variabile adecvate, pentru inlocuirea domeniului de
integrare printr-un alt domeniu mai simplu.

Forma domeniului D impune alegerea schimbarii de variabile.

Daca domeniul e un disc, coroana circulara, sector de cerc, delimitat de o elipsa, se trece la
coordonate polare ( generalizate ) :

{x = (a)pcosf
T: ,
v =(b)psinf
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OBIECTIVELE unititii de invatare nr. 7

Principalele obiective ale Unitatii de invatare nr. 7 sunt:

« Obiectiv 1 : Insusirea notiunii de integrald tripld si a
principalelor proprietati ale acesteia
« Obiectiv 2 : Insusirea modului de calcul al integralei

triple  (calculul in cazul domeniului paralelipipedic,

simplu in raport cu o axa si calculul folosind metoda

schimbarii de variabild) si al aplicatiilor acesteia

7.1 Integrala tripla. Definitie. Proprietati

Notiunea de integrala tripla se introduce in mod analog celei de integrala dubla.

Consideram f: D © R® — R o functie marginita pe compactul D, a carui frontiera e o
reuniune finita de suprafete netede, inchise. In aceste ipoteze vom lucra in continuare, fara sa
mai specificam.

Notiunea de diviziune a compactului D, de norma a diviziunii sunt absolut identice cu cele
prezentate la integrala dubla, de aceea vor fi omise.

Definitia 7.1

Daca suma

T
a. (f) = Z flxg,vi.ze) -volumul (D,),are limita finita cand v(A) — 0, oricare
k=1
ar fi diviziunea aleasa si oricare ar fi alegerea punctelor intermediare (xz,v:.z5) din D,
spunem ca functia f este integrabila pe D. Aceasta limita se numeste integrala tripla a functiei

f pe D si se noteaza

J-f flx,v z)dxdydz.

La fel ca la integrala dubla o clasa de functii integrabile este clasa functiilor continue pe D.

Proprietatile integralei triple sunt asemanatoare cu cele ale integralei duble si vor fi omise.
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7.2 Calculul integralei triple

7.2.1. Cazul domeniului paralelipipedic

Consideram in rolul domeniului D un interval tridimensional

P, = [a,b] X [c,d] x [h,k] c R®

care reprezinta in spatiul raportat la un sistem cartezian ortogonal de coordonate Oxyz un
paralelipiped cu fetele paralele cu planele de coordonate xOy, xOz, yOz. Se stie ca P5 este 0
multime compacta si vel(P;) = (b —a)(d —c)(k — h).

Teorema 7.1 Fie f: P; c R® — R. Daca:

a). f este integrabila pe P; = [a, b] % [c,d] x [h,k],

b). exista integrala cu parametri
k
F:[a,b] % [c,d] = R, F(x,v) = j flx, v, z)dz,
kR

Atunci F este integrabila pe D, = [a, b] X [c, d] si are loc egaliatea

J-f flx,y z)dxdydz = ﬂ’ ff[x,}r,z]dz dxdy.

(formula de calcul a integralei triple pe un paralelipiped).

Remarca De obicei, se scrie

ﬂ’ fﬂx’}r’z]dz dxd}’:ﬂ dxd}’ff(x,}nz]dz,

integrala numindu-se integrala iterata a functiei f pe domeniul considerat.
Corolar

Daca f: P; = [a, b] ¥ [¢,d] % [h,k] = R este continua, atunci:

y K
Jl’ flx,y z)dxdydz = ! dx!d}r! flx, v z)dz=.

Alte cinci formule analoage sunt valabile. Ele se obtin prin permutarea variabilelor x,y si z.
Schimband pe z cu x si apoi cu y, se pot demonstra alte doua teoreme pentru calculul

integralei triple pe un paralelipied.
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¥ De retinut !
-~ — O integrala tripla pe un domeniu paralelipipedic se poate transforma
; (cazul f continua) intr-o succesiune de integrale simple.

In calculul integralei triple a unei functii continue pe un domeniu
paralelipipedic nu conteaza ordinea de integrare. Aceasta are importanta

in ceea ce priveste complexitatea calculului.

Exemplu
Sa se calculeze

(x + yz)dxdydz.
[0.1]x[2,5] x[1,3]
Conform corolarului,

1 5 3
(x + yz)dxdydz = J dx J- dy f (x + yz)dx.
[0.1]x[2.5] =[1.3] o 2 1
Calculam prima integrala interioara:

3
z%\ |3
J-[x + vz)dz = (xz —|—}=E) ‘1 =2x + 4y
1
Calculam a doua integrala interioara:

X "
2

5
J-[Ex +4y)dy = (2xy+ 2y?)
In sfarsit, calculam integrala exterioara:
1
J-(E:x +42)dx = (3x? + 42x) ‘; = 45,
o
Asadar,

(x + yz)dxdydz = 45.
[0.1]=[2.5]=[1.3]
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Exemplu
Sa se calculeze

% r - 5 e
xy?zxtyizt+ 22 + y? + z3dxdydz.
[-1a]x[1.4]=[-2,2]

Avand in vedere Corolarul, una din cele mai bune iterari a integralei triple (in sensul

simplitatii calculelor) este :

z ! P b P
xvizfJxtyizt+ x2 + y2 + z3dxdydz =
[-1a]x[1.8l=[-2.2
1

2 4
2 ! B - B
fciz J- dy | xyiz*Jxtyiz* +x2 + y2 + z3dx.

1

1

Deoarece
1

- f 5 5 5
J.x}r‘z“ﬁ,,fx“}r“z“—k x24+yi4z3dx=0,

-1

(functia e impara) este clar ca

3 a | = . =
xyizixtyizt + x2 + y2 + z3%dxdydz = 0.

[-11]=[14]=x[-2.2

7.2.2. Cazul domeniului simplu in raport cu axa

Definitia 7.2 Se spune ca un domeniu compact din B? este simplu in raport cu una din axele
de coordonate daca orice paralela la axa respectiva intersecteaza frontiera sa cel mult in doua
puncte, cu exceptia situatiei in care aceasta contine segmente de dreapta paralele cu axa
respectiva.

Propozitia 7.1 Fie functiile ¢,% : D © R* — R astfel incat:

a). sunt continue pe domeniul compact D a carui frontiera este o curba inchisa, neteda pe
portiuni,

b).sunt de clasa C* pe interiorul lui D,

c). @(x, v) = (x, ¥), pentru orice (x,y)€ D.

Atunci, multimea

0= {(x,y,z) € R*|(x,y) € D,@(x,¥) = z = ¥(x,y)}

este un domeniu compact din ®?, simplu in raport cu axa Oz.
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Teorema 7.2 Fie functia f: 0 © R® — R, O fiind un domeniu compact, simplu in raport cu
axa Oz, definit ca in Propozitia 7.1 de mai sus. Daca:
a). f este integrabila pe 12,

b). exista integrala cu parametru F: D — R,
Yy}

F(xy) = j f(x, v, z)dz,
@ (30y)

atunci F este integrabila pe D si are loc egalitatea

R
JI flx,y z)dxdydz = ﬂ’ WI:JL} flx, v, z)dz |dxdy.

(formula de calcul a integralei triple pe un domeniu simplu in raport cu axa Oz).

Exemplu Sa se calculeze integrala tripla

J-J’f xyvzdxdydz,
n

unde Q este domeniul compact din spatiu limitat de suprafetele de ecuatii y = x*, x =y*, z =
Xy, z =0.

Se constata ca

0={(x,v,z) eR?| (x,y) €D,0 <z < xy},

unde D este proiectia lui £ pe planul xOy:

D= {[x,}r:] € R?

0=x<1x*<y=<x}
Se constata ca {1 verifica conditiile din Propozitia 7.1 de mai sus, iar functia f(x,y,z) = xXyz

este continua pe {1.

Conform teoremei, integrala tripla J] xyzdxdydz exista si are loc formula de calcul
n

B

[ [ (] e o - ras

o o

Deoarece D este simplu in raport cu axa Oy, avem :

1 Rk 1
1 , 1
[[eraxay = [ax [ ovray =3 [ 262 - 29 = o
o o x* o
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In concluzie,
1
J.J’f xyzdxdydz = —.
96
n
Remarca Se pot enunta teoreme asemanatoare pentru calculul unei integrale triple pe un

domeniu simplu in raport cu axa Ox sau Oy.

Exemplu Sa se calculeze integrala tripla

f,ﬂ xdxdydz,

unde 1 este domeniul compact din spatiu limitat de suprafetele de ecuatii

}F2+222
x=—— x=2
4

Se constata ca

+ 2
={(x,}r,z] eR?*|(v,z) €D, ngxgz},

unde D este proiectia lui £ pe planul yOz:
D ={(y,z) € R*|y* +2z° < 8}
Se observa ca 1 este un domeniu compact simplu in raport cu axa Ox. Domeniul D este

proiectia lui 22 pe planul yOz si este un domeniu compact limitat de elipsa de ecuatie

& &

LA
8 4

Se constata ca {1 verifica conditii similare cu cele din Propozitia 7.1 de mai sus iar functia

f(x,y,z) = x este continua pe Q. Conform celor spuse mai sus,

([ .

n

exista si are loc formula de calcul

(R [ o
B %ﬂ (4 - (#)z)d}rdz.

D
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Pentru calculul acestei integrale duble, trecem la coordonate polare generalizate prin
formulele

= 23
y = 2v2pcos6 () & [0,1]x [0, 2n] = .

z=2psinf

Integrala dubla este egala cu

1 2 —

— — 3242
lﬁm“Eﬂ’[l—p‘}]pdpdE = lﬁm“EJ-dpJ (1—p*)pdd = ver
A o

3
o

In concluzie,

16+ 27
ﬂ] xdxdydz = 3
L

Remarca Daca domeniul compact 1 pe care se cere sa se calculeze integrala

J.J’f f(x,v,z)dxdydz nu este simplu in raport cu nici una din axele de coordonate, atunci, prin
0

suprafete cilindrice cu generatoarele paralele cu planele de coordonate, se descompune 12
intr-un numar finit de subdomenii compacte 2, 0., ...., 2, avand interioarele disjuncte doua

cate doua,

fiecare fiind simplu in raport cu una din axele de coordonate:

m
n= U 0,.
i=1

Folosind apoi proprietatea de ereditare si aditivitate de domeniu a integralei triple, avem

ﬂff(x’}””"jdx‘i}’dz =iﬂff(x,y,z)dxdydz.

Exemplu Sa se calculeze integrala tripla

ﬂ (x +y + z)dxdydz,

unde

0=1[03]x[0,3]x[03]\(1,2) x(1,2) x (1,2).

Se observa ca 11 nu este simplu in raport cu nici una din axele de coordonate. Daca ducem
prin punctele de coordonate (1,0,0) si (2,0,0) plane paralele la planul yOz, prin punctele de

coordonate (0,1,0) si (0,2,0) plane paralele la planul xOz si prin punctele de coordonate
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(0,0,1) si (0,0,2) plane paralele la planul xOy, domeniul £ se divizeaza in 26 cuburi ce au
fetele paralele cu planele de coordonate.
Cu formula din Teorema 7.1 se calculeaza

ﬂ (x +y + z)dxdydz

pe fiecare dintre aceste 26 de cuburi si se aduna rezultatele, obtinandu-se integrala ceruta.
Mai simplu, fie @ = [1,2] x [1,2] x [1,2]. Are loc egalitatea :
U ew=1[03]x%[03] x[03]

Deoarece {1 si w au interioarele disjuncte, se poate scrie :

_g (x+}r+z]dxd}rdz+gf(x+}r+zjdxd};dz:[!JJH']J;(X_F},_'_ZMX@&J

de unde rezulta

Jl] (x + v + z)dxdydz = [ﬂ;[[x + v + z)dxdydz — gf[x + v + z)dxdydz.

Calculam aceste integrale triple:

Jff (x +y +z)dxdydz = ﬂ] xdxdydz + Jff yvdxdydz + fff zdxdydz =
[0,3]® [0.3]% [0,3]* [0.3]*
3 3 3 3
= ﬂ’ d}rdzfxdx+ J] dxdzJ-}rr:i}r+ ﬂ’ r:ixr:i}rfzdz=3 ﬂ’ rixd}rfzdz=
[2.3]* 0 [0.3]* o [@3]® 0 [@3]® 0

9 243
=3 [[ Sy =22
2 . 2

[0,3]%

si analog,

gf(x+y+zjdxdydz:[J.ff(x+y+z]dxdydz:

1,2]%

= Jff xdxdydz + ﬂ] vdxdydz + ﬂ] zdxdydz =
[1.2]*% [1.2]*% [1.2]°

-
&

2 2 2 o
= J.J’ d}rdzfxdx+ J.f r:ixr:in.}rd}r+ JI dxd}rfzr:iz=3 JI dxd}rfzdz=i.
[1.2]% 1 [1.21* 1 [1.2]* 1 [1.2]® 1
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In concluzie,

J.J’f (x+ v + z)dxdydz = 117.
!

g De retinut !

-~ — Calculul unei integrale triple pe un domeniu £t simplu in raport cu una

¥ din axe se poate reduce la calculul unei integrale simple si la calculul
unei integraleduble pe domeniul D. D este proiectia lui 2 pe planul

xQy in cazul cand £ e simplu in raport cu axa Oz s.a.m.d.

7.2.3. Schimbarea de variabila

Teorema 7.3 Fie 2, si 2 © R? doua domenii compacte avand frontierele suprafete inchise si
netede pe portiuni si fie transformarea regulata
x = @(u,v,w)

T:0,— O,T(uv,w) =(xy.z) =y =9(uvw) .
z = y(u,v,w)

Daca T : 015 = Q2iar f: {1 — R este continua, atunci are loc egalitatea

ﬂ] flx, v z)dxdydz =

ﬂf flo(uv,w), wlu,v,w), x(w.v,w)) ‘D(m&,

o X)‘d dvdw

(formula de schimbare de variabila in integrala tripla).

D ¥ L
Am notat M iacobianul transformarii T,adica
D(u, v, w)

dp de do
Ju dv Jdw
D(e.x) _ |3y ay 8P
D(u,v,w) |du dv aw|
dy dy Odyx
du dv Jdw

102
ANALIZA MATEMATICA




7. Integrala tripla

Remarca

1). In cazul integralei simple se foloseste schimbarea de variabila cu scopul de a inlocui
functia de integrat printr-o functie mai simpla, careia sa i Se poata gasi mai usor o primitiva.
In cazul integralei triple, scopul principal al schimbarii de variabile este acela de a inlocui
domeniul de integrare printr-un alt domeniu mai simplu, pentru care sa se aplice metodele de
calcul de la cazul domeniului paralelipipedic.

2). Gasirea transformarii T e dictata in general de ecuatiile suprafetelor care formeaza
frontiera lui 2. Cele mai frecvente transformari regulate ce se folosesc in calculul integralei
triple sunt cele ce permit trecerea de la coordonatele carteziene la cele sferice (polare in
spatiu), sferice generalizate (polare in spatiu generalizate) sau cilindrice.

Acestea sunt prezentate in continuare.

Transformarea :

x = pcosBsing
T:{v =psinf@sing ,
Z=pcosg

D(x,,z)
D(p.8,¢)
permite trecerea de la coordonatele carteziene X, y si z la coordonatele sferice (polare in

p =0,8 €[0,27),¢ € (0,7), =p’sing

spatiu) p, 8 si .

De asemenea , transformarea regulata in spatiu

x = pcos@ D(x,v,z)
T:yy =psinf, p>=00E¢ [0,2m),z € ]1%'.,—_'5| =p
= D(p.8,z)

permite trecerea de la coordonatele carteziene X, y si z la coordonatele cilindrice p, 8 si z.

In sfarsit, pentru a, b, c numere pozitive si cel putin doua diferite, transformarea regulata in

spatiu
x = apcosfsing D(x,y,z)
T: [}r =bpsinfsing , p=0,68 €[0,2n),@ € (ﬂ,ﬂj,+ = abcp®sing

permite trecerea de la coordonatele carteziene X,y si z la coordonatele sferice generalizate

(polare in spatiu generalizate) p,8 si ¢.

De retinut !
In calculul unei integrale triple cu formula de schimbare de variabila,
\ /
. gasirea lui T constituie problema esentiala. Gasirea lui T urmareste ca
\4 integrala tripla pe ; sa poate fi calculata cu ajutorul rezultatelor

anterior prezentate, (Subcapitolul 7.2.), adica {1, sa fie simplu in raport

cu una din axele de coordonate.
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Exemplu

Sa se calculeze J.J’ (x2+ y?
n
+ z%)dxdydz,

unde {1 este portiunea din corpul sferic cu centrul in origine si raza egala cu R pentru care

0=

V3
—X= y= x
3

Asadar,

h

n= {(x,}r,z] € R®

= P = el "I"IE
x“+y +z<R50= ?xﬂ Ex.}

Trecem la coordonate sferice, adica consideram transformarea punctual
T:[0,00) % [0,27] X [0,7] = R3,

x = pcosfsing
T(p, 8, @)= (x,v,z),unde {}r =psinfsing .
Z = pCcosSg@
Se sti D(x,y, z) .
estieca —————— = p sing.
D(p. 8, ¢)
Pentru a determina domeniul
0, = [0,00) x [0,27] x [0,7]
pentru care T(Q,) = 11, introducem expresiile lui X, y, z in inecuatiile ce definesc pe 1.

Obtinem
, , V3
p°=R50 E?p sinf@sing <T pcosf sing
de unde rezulta p € [0,R],8 € Eﬂfp e [0, ).
Lunand 0, = [0,R] x Eﬂ % [0, ], se constata ca T(2,) = Q si ca T este transformare

regulata pe 11, (de fapt,pe interiorul lui £2;).

Conform formulei de schimbare de variabila in integrala tripla, avem :

J.J’ (x*+ v + z))dxdydz = ﬂ] p*sin pdpdBde =
a a,

T
R ry ™
= J- dpfdﬁfp“sintpdqn =£R5
30
o r o
3
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Exemplu

xZ yI 2
Sa se calculeze ﬂ] (—,. + 1},. + —,,) dxdydz, unde (1 este compactul limitat de
a’ ¢t
n

I I I x& }F‘ z‘
elipsoidul de ecuatie —+-—=+ —
a* b £°

=1.

Asadar,

2 }FE ZE

—+ =+ =1
as  he e

0= {(x,}r,z] € R?

Trecem la coordonate sferice generalizate, adica consideram transformarea punctuala
T:[0,00) % [0,27] X [0,7] = R3,

x = apcosfsing
T(p, 8, @)= (x,v,z),unde {}r = bpsinfsing .
zZ=cpcose

Se stie ca
D(x,y,z)
D(p.8,¢)
Pentru a determina domeniul
0, = [0,00) x [0,27] x [0,7]

= abcp? sin @.

pentru care T(Q) = 2,

introducem expresiile lui x,y,z in inecuatiile ce defines pe Q.

Obtinem p? < 1, de unde rezulta p € [0,1],8 € [0,27],¢ € [0, 7].

Luand f2, = [0,1) x [0,27] % [0, 7], se constata ca T(£2,) = 1 sica T este transformare
regulata pe 11, (de fapt, pe interiorul lui 15).

Conform formulei de schimbare de variabila in integrala tripla, avem :

xZ y@ 2

J.J’f (—ﬂ + 1},. + —,.) dxdydz = J-J’f abcp® sin pdpdfde =
a?  b?  *

n a,

1 I i
4
= ach dpJ- dg J p*sin@de = ?abc.
0 0

V]

Exemplu Sa se calculeze integrala tripla

ﬂ (x*+y* +z8)dxdydz,
n
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unde © este compactul limitat de suprafata cilindrica x* + y* = R* si de planele z = 0,
z=h>0.

Asadar,

0={(xv.z)e R¥x?+y?<=R%L0< z=h)

Trecem la coordonate cilindrice, adica consideram transformarea punctuala

T:[0,00) % [0,27] X R = B3,

x = pcosf
T(p,6,z) = (x,y,z), unde {y = psin @ .
z=7z

Se stie ca
D(x,y,z)
D(p.6, )
Pentru a determina domeniul
0, = [0,00) % [0,27] x [0,7]

= abcp? sin @.

pentru care T(f,) = 1, introducem expresiile lui x,y,z in inecuatiile ce definesc pe 1.
Obtinem p® < R*, 0 = z = h, de unde rezultap € [0,R], 8 € [0,27],z € [0,k].

Luand 0, = [0,R] x [0,2m] x [0,h], se constata ca T(2,) = 0 sica T este transformare
regulata pe 1, (de fapt, pe interiorul lui 2;).

Conform formulei de schimbare de variabila in integrala tripla, avem :

ﬂ] (x?+ y? + z)dxdydz = ﬂ] (p* +z%) pdpdfdz =
n a,

R 2n h
. . . RE hz
=J-dpJ- dEJ-(p‘—I-z‘]pdz:ﬂR‘h(z +?) .
0 0 0

Altfel, integrala se poate calcula direct:
ﬂ (x*+ y* + z%)dxdydz =
n

-l

xz+}' ERE

N

xz+}' zR?

R
d.xd}rf(xz +yvi+z0dz =
o

hﬂ
[(xz + }F:]h+?] dxdy =
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hE
p h+ ?l pdpdf =
[0.R]x [0:2m]

R
—zf 2h+h3dd— R%h R2+h2
—eT) P 3| 2 3 )

o

7.3 Aplicatii ale integralei triple

I.  Volumul unui domeniu compact din B3

Fie 2  R® un domeniu compact a carui frontiera este o suprafata inchisa, neteda pe portiuni

(sau o reuniune finita de suprafete inchise, netede pe portiuni). Atunci,

vel(fl) = Jf dxdydz.

I1. Masa, coordonatele centrului de greutate si momentele de inertie ale unui corp

material C

Fie C un corp material neomogen de forma domeniului compact @ = R*, Presupunem ca C
are in fiecare punct (x,y,z) al sau densitatea p(x, v, z), presupusa a fi functie continua. In
aceste conditii, se pot calcula:

a). masa M a corpului,
M= ﬂ] olx, v, z)dxdydz;
51
b).  coordonatele centrului de greutate G al corpului,
( 1
X =4 J]] xp(x,v,z)dxdydz,
n
1
ey ﬂf ve(x, v, z)dxdydz,
n

1
Zp = — ﬂ’f zp(x,v,z)dxdydz,
L M n

i
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C). momentele de inertie ale corpului

1). fata de axele de coordonate,

'
e = f fft}rf + 22)p(x,y, 2)dxdydz,
n

i

loy = ﬂ (x2+ z%)p(x,y, z)dxdydz,
n

Ip: = ﬂ (x2 + yH)p(x, v, z)dxdydz,
L‘ L]

2). fata de planele de coordonate,

f
[xﬂ_}' = J.J]- Z E.IG| (xr ¥, z]fixd}rdz,
n

i

[xﬂz = IJ]- }sz(x,}r,z]dxd}rdz,
f

I_}'Gs = Jj]- x Zp [xr ¥ z]rixd}rdz,
L 0

3). fata de originea sistemului de referinta,

Ig = ff (x* +v* +z)p(x, v, z)dxdydz.
a

I1l1. Atractia exercitata de un corp asupra unui punct material

In conditiile de mai sus, corpul material C atrage punctul material A(xg, ¥, Z5) de masa m cu
oforta F =F,1 + F,J + F;?(indreptata spre corpul C) ale carei proiectii pe axele de

coordonate sunt date de

il

( X — X,
F, = Km — o(x,y,z)dxdydz,
0

i

T

_ Y=
'F_:; = Km 3 P(x:}rrzjdxd}rdz:
n

F,=Km —p(x,y, z)dxdydz,
\ T

unde = /(x —x,)% + (v — v,)* + (z — z,)?, iar K este constanta atractiei universale.
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1VV. Potentialul newtonian

In conditiile de mai sus, potentialul corpului C asupra punctului A este

w = [[[ 222t

Remarca Daca corpul material C este omogen, atunci in formulele de mai sus trebuie luat
plx,v,z) = p, = constant.

Ca urmare,

M = p, J] dxdydz = p, - vol (11).

In formulele ce dau coordonatele centrului de greutate G ale corpului material C, se poate lua
=L

Exemplu Fie C un corp material omogen de forma unui con circular drept de raza R si
inaltime h, asezat cu varful in origine si cu baza in planul z = h. Sa se calculeze coordonatele
centrului de greutate, atractia exercitata de corp asupra varfului conului precum si potentialul

corpului asupra varfului conului.

H H h f L] L] -
Suprafata conului are ecuatia z = 2VxT astfel ca domeniul compact {2 ce da forma
corpului C este

h ———
n= {(x,}r,z] e R® 2 [x? +y? =z h}.

Fie py densitatea constanta a corpului si G = v R? + h? generatoarea conului.

Caurmare, M = EPDREh si apoi,

1 3
0

h

f dxdy zdz =

x +} =R®

zdxdydz =

R”I +}

3h

2 R f (R — x% — yH)dxdy =
T

x +} =R*
_Ehjmz 2] J _Eh
=7 P )pdp = —.
o
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Din motive de simetrie, x; = ¥z = 0 si ca urmare, centrul de greutate al corpului C este

G(00,2).

Mai departe,

!*"5,=¢"i'*r7f?,J-J]-r = zﬂ — ppdxdydz =
) e

R

s
= Kmp, J- dxdy J. — = —dz =
. a.,f(:rJ‘-l-}F‘-FZ‘:]H
AT —EL T

I h I
x4 7VE +y
1 h
= Kmp, Jf a— h X7+ ~dxdy =
..xZ vﬂ _I_ZZ G T ¥y-
iyt zm? W +_, R

R 1 1 B
E ] - - i = - - I'i'II'.'iJJ—
Jrxc+ys Jx*+y +he

oo ]

::'z+_'; =R

=Km -ﬂ EE ___Pr dodf =
o Gp 1.,-"—,02 s pap
[0.R]=[0.2m]

R
R o 2Kmpymh(G — k)
= 2Kmp ﬁj(———,—)dp= .
’ G Jp*+h? G

In mod asemanator, se calculeaza

F_;=1“f*r7f?,J-J]-r = xﬂ — pydxdydz =0,
J Jx2 4yt 422)8

-
F;_=1"(’.r7f?,J.J]r —— — ppdxdydz =0
J Jx2 4y 4 22)8

si ca urmare,
— — 2Kmp.mth{(G—h) =
F =Fk = PoTh( e

G
In sfarsit, potentialul corpului asupra varfului conului este :

1
W:pl}fff rﬁdxd}rdz =
w{x¢+}r¢+z;
n
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1
f dxdv ﬁd‘z:
fx‘+}r‘—|-z‘
x+_', =R*

Rﬂ|,:4.* +_‘,

R(hty ?+y*+h?)

(h+ G)xZ + 7

x+_‘, =R"

R(h++p®+h?)
(h+G)p

=P pdpdf =

[1
[0.R]=[0.2x]

R(h+p?+h? —I-h*}
(h+6G)p

E

o
R

TPy J
0
R
arctg n

R e f 97t
= I — - =
Po 2 1+ cost

In

P —pldp =
Jp2+hE(h+p*+ h?)

V]

=nwp,h(G — h).

Test de autoevaluare 7.1

1).  Sase calculeze urmatoarele integrale triple:

dxdydz
JJ’J-(].‘F + v+ :]3’ ﬂ={[x,}r,z]|x +}T+z£1,xED,}rE D,ZEI:I}.
x+v+z

= . " .
c). ﬂ] Jxt+ v+ z8dxdydz, O={(xyvz)|lx"+y"+z* <z}
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2). Sa se calculeze masa si centrul de greutate al corpului limitat de semisfera
x*+ y*+z? = R? z = 0si acarui densitate in fiecare punct variaza proportional cu

distanta de la acel punct la centrul sferei.

K

1.a) 1 este un domeniu paralelipipedic. Pentru calculul integralei se aplica formula de

Raspunsuri si comentarii la intrebarile din testele de
autoevaluare

calcul in cazul domeniului paralelipipedic. Obtinem

T 3 1
J.J’f sin xdxdydz = J. J. J. sin xdxdydz = 4.
n 02 -1

b). & este limitat de planele x+y+z= 1, z=0, x=0, y=0 si este simplu in raport cu alte trei axe
de coordonate. Considerand 12 simplu in raport cu Oz si notand cu D proiectia lui xOy avem
D={(xy)x+y=1Lx=0y=0}.

Deci

1-x—y

Jﬂ[lgid::djzjﬁ :JD.J’ J. [1+xf},+z]3 dxdy

V]

Se obtine in final valoarea
5 1
~1e + > In 2.
¢). Trecem la coordonate sferice

K[
Obtinem 0, = {(p,ﬁ,fpj|ﬂ Zp=cosg, 0=6=2m 0=¢@ = E}
Aplicam formula de schimbare la integrala tripla si avem

ﬂ] Vxi+yi 4 zidxdydz = Jff p?sin pdpdfde = g .

n 1,
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2). Densitatea corpului este p(x, v, z) = K4/x* 4+ y2 + z* iar masa M este

M= ﬂ]p[x,y,z]dxdydz = Kjff Vx?+ vy + z%dxdydz
n a

Trecem la coordonate sferice si obtinem
ﬂu.:{[P,E,fP]‘DEpER, 0<86<2m, ugfpgg}_
Obtinem in final

M= K%R“.

Evident, datorita simetriei xz =y =0

1 2R
ey zf(x,}r,z]dxd}rriz=?.
o

7.4 Integrale triple improprii

In subcapitolele anterioare am considerat numai integrale triple pe domenii D marginite. In
plus, am presupus f marginita pe D.

La fel ca in cazul integralei simple si duble, se poate vorbi de integrale improprii fie in cazul
in care D e nemarginit fie in cazul in care f e nemarginita in vecinatatea unui punct din D, sau

a unui punct de pe frontiera lui D.

7.4.1. Cazul domeniilor nemarginite
Fie D € R® o multime nemarginita si pentru fiecarer >0 fie D, = {x € D | [Ix|| < r} .

Fie f: D © R® - R, integrabila pe orice sectiune D,. a lui D.

Definitia7.3 Se spune ca functia f este integrabila in sens impropriu (sau generalizat) pe

multimea nemarginita D daca limita lim fff f(x, v, z)dxdydz exista =i este finita.
r—+oo
D

r

Valoarea limitei se noteaza ﬂ’ f(x,y,z)dxdydz si se numeste integrala improprie (integrala
D

Riemann generalizata) a functiei f pe multimea D.
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Despre integrala improprie Jff f(x,v,z)dxdydz se spune ca este:

-convergenta, cand limita este finita,
-divergenta, cand limita este infinita.

Prin abuz de limbaj, cand limita nu exista se spune tot ca integrala improprie
J-J’ f(x,y, z)dxdydz este divergenta.

Exemplu

FieQ={(x,y,2) ER¥x*+ y* + 2 = R?} =i
1

(1+x24y2 422"

Sa se studieze integrabilitatea in sens impropriu a functiei f.

Pentrur >R, fie 0, = {(x,v,2z) € R*|R* = x* 4+ y* = z? = r?} si f este continua pe Q,..

f:ﬂ—>R,f[x,y,z]= ,ﬂf:}“ﬂ.

Trecand la coordonate sferice, avem :

ﬂf ! dxdydz ﬂf psing PP oded

ﬂ — vdz = =
A+x2+y24z0) 0 1+ p)" ¢
ﬂ."

[Bar] w0 2m] x[0.r]

: . plsing
= fipJ- df | ———d _4TIJ
J- (1+p%)® (1+p° ]‘“
R o o

Se constata ca

1 2
lim ﬂf . dxdydz = amf _ P 4
r— oo (1+x;+},;+z;jﬂ: (1+p;jrx
n, R

si aceasta ultima integrala improprie este convergenta daca si numai daca & =

b | o

Asadar, functia f este integrabila in sens impropriu daca si numai daca @« = =. In acest caz,

r-.'||r.|.1

1 ot
— — — dxdydz = 4 —d
ﬂ][l-l-x‘-l-}r‘—l-z‘j“‘ Y TIJ-(l—l-,ﬂ‘]“‘ P
L] R

p’ . ,
Facem precizarea ca integrala improprie J- m dp se poate calcula in cazul particular

R

oM a=2

Pentru aceasta se stabileste mai intai o relatie de recuenta pentru
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1
=] ———dxn=1.
" J-[l—l—x*j”
K

7.4.2. Cazul functiilor nemarginite
Fie functia f: D © R® — R, nemarginita pe o vecinatate a unui punct x, € D integrabila pe
orice submultime D,. = D \ S(xp,7) = {x | [lx— x4ll < r, r = 0, a domeniului compact D.

Definitia7.4 Se spune ca functia f este integrabila in sens impropriu (sau generalizat) pe

multimea D daca limita ling ﬂ]- f(x,v, z)dxdydz exista si este finita.
D,

Valoarea limitei se noteaza ﬂ’ f(x,v, z)dxdydz si se numeste integrala improprie ( integrala
D

Riemann generalizata) a functiei f pe multimea (marginita) D.

Despre integrala improprie J]I f(x,v,z)dxdydz se spune ca este
D

-convergenta, cand limita este finita,
-divergenta, cand limita este infinita.

Prin abuz de limbaj, cand limita nu exista se spune tot ca integrala improprie
ﬂ’ fl(x,y, z)dxdydz este divergenta.

D

Exemplu Sa se studieze integrala tripla improprie

1
ﬂf —  __ dxdydz,
[x¢+}r¢+zL:]ﬂC
n

0 fiind compactul limitat de sfera x* + y* + z* = Ljara = 0.

Integrala trebuie inteleasa ca ff f(x,v,z)dxdydz, unde
n

1
0= Rif(xyz) ={(x2+y2+ 23"
e, daca (x,y,z) = (0,0,0)

. daca (x,¥,z) # (0,0,0)

a fiind o constanta reala (oarecare).
Se constata ca 2 = {(x,¥,z) € R*|x* + y? 4+ z% = 1} este un domeniu compact, iar f este

continua pe 2\{(0,0,0)} si nemarginita pe o vecinatate a originii.
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Pentrur € (0,1), 2, = {(x,v.2) € R¥|r* < x? + y* + z? < 1} si ca urmare,

1 1
ﬂf — — dxdydz =lim ﬂf _ —  dxdydz=
(x.n_|_}:|-.r._|_z.r.jﬂf — (x.r. _|_}:|-.r. _|_Z.L]E
n 2y

= lim
r—=+0

Z5in 4 3
P TR9 ipdode = a<> .
3—2x 2

[?".ll] o [D_. 2 .‘T] b [l}_. Z'T]

Asadar, integrala tripla improprie data este convergenta numai pentru

o < > si are valoarea

4

—2a

De retinut !
Adjectivul ,,impropriu” se atribuie numai acelor integrale pentru care
domeniul de integrare e nemarginit, sau pentru care functia e nemarginita

pe 0 vecinatate a unui punct din D.

Test de autoevaluare 7.2

Sa se studieze convergenta integralei improprii

&+
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=
_1

|z|dxdydz, a>=0.

Lucrare de verificare la Unitatea de invatare 7

Sa se studieze convergenta integralei improprii

ﬂ] In(x%+ v? + z%)dxdydz, 0={(xy z)lx*+y*+z* <1},
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Raspunsuri si comentarii la intrebarile din testele de

autoevaluare
Convergenta .
3 &(/ N
Q/&
Concluzii

Ve
=

In general, pentru calculul unei integrale triple se urmareste tipul domeniului (paralelipipedic,
simplu in raport cu una din axe). Apoi se aplica formula de calcul corespunzatoare tipului
domeniului.

De asemenea se pot folosi si schimbari de variabile adecvate, pentru inlocuirea domeniului de
integrare printr-un alt domeniu mai simplu.
Forma domeniului D impune alegerea schimbarii de variabile.

Cele mai frecvent intalnite sunt:

x = pcosBsing
T:qy =psinfsing ,
Z =pcosg

D(x, v,z ,
P = D,E = [':'_,ETT:]_,(P € [:':'JJ-."-'!'-:]Jg = P“ Sin‘;‘-‘l
D(p.8,¢)
permite trecerea de la coordonatele carteziene X, y si z la coordonatele sferice (polare in

spatiu) p, & si @, si transformarea

x = pcosf D(x,v,2)
T:iy =psinf, p=00¢ [0,2r),zER,———— =p
= - D(p.8,z)

permite trecerea de la coordonatele carteziene x, y si z la coordonatele cilindrice p., 8 si z.
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OBIECTIVELE unititii de invatare nr. 8
Principalele obiective ale Unitatii de invatare nr. 8 sunt:

« Obiectiv 1 : Insusirea notiunii de suprafatd si de arie a
unei suprafage. Calculul ariei unei suprafete
« Obiectiv 2 : Insusirea notiunii de integrald de suprafati si

a principalelor proprietati ale acesteia

« Obiectiv 3 : Insusirea modului de calcul al integralei de

suprafata si al aplicatiilor acesteia

8.1 Notiunile de suprafata, arie a unei suprafete si calculul ei
Inainte de a calcula aria unei suprafete, definim notiunea de suprafata.
Definitia 8.1 O suprafata S in spatiu este multimea punctelor M(x,y,z) ale caror coordonate
verifica una din conditiile :

1) z=f(xy), f:AcR*-Rcontinua;

2) F(xy,z)=0, F:Dc RE?® - R continua;

3) x=f(uyVv), y=9g(u,v),z=h(uy), f, g, h:AcR*— R continue.

In primul caz spunem ca suprafata e data explicit, in al doilea caz implicit, iar in al treilea caz
parametric.

Notam ca in cazul al treilea se mai foloseste o notare echivalenta (vectoriala) :

r=rluv), (Wv)eE A,

unde 7: A4 — R? e o functie vectoriala continua definita prin :

Flwv) = Fu,v)T + g(uv)] + h(uwv)k .

In acest caz, #(u,v) = OM reprezinta vectorul de pozitie al punctului curent M(x,y,z) € S,
coordonatele x, y si z fiind date de x = f(w.v),y = glw,v), z = h(u,v) .

Definitia 8.2 Suprafata S este neteda daca functiile f, F, respectiv X, y, z au derivatele
partiale continue, derivate partiale ce nu se anuleaza simultan in nici un punct din domeniile

lor de definitie, adica :

a. f;:+ﬂfz #+=0;
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b. FP+F*+FE*#0;

c. A°4+B*+c?+0.

unde A, B, C, sunt (in cazul reprezentarii parametrice) determinantii functionali :

A= Diy=) _ Dizx) _ Dixy)
Diua)’ Blua)’ Plua)’
dy By

Diy.=) — |Bu  Bw
Diu) E 5_3

du dv

unde

, etc.

Exemple :
1). Sfera de raza 1, centrata in origine, x> + ¥* + z% = 1 are reprezentarea parametrica :
7(8, @) = singpcosf1 + singsinf ] + cas:;JE ,
0<0<2m,0<¢<m.
Sfera este o suprafata neteda .
2). Conul z = g’m , 0 <z <1 are reprezentarea parametrica :
7(p,8) = pcosBi+ psinfj + pk,
0<r<2m,0<0<L2x.
Conul este o suprafata neteda, cu exceptia punctului (0,0,0) .
3. Cilindrulx*+ (y—1)*=10 <z =1.
Pentru a determina o parametrizare a cilindrului folosim coordonate cilindrice .

Un punct (x,y,z) va avea coordonatele :

¥ = rcosd
v = rsinf
z=z

Deci pentru punctele de pe cilindrul x* + (y — 1)* = 1, avem
i+ yi-2y+1=1<=>r?—2rsinf+1=1.
Rezultar = 2sinf, 0= 8 =m.

Obtinem astfel coordonatele :

x =cosf -+ 2ginf = 2sin 26
y = sinf - 2sin @ = 2sin’f
Z==z

Obtinem parametrizarea :
7(8,2) = (25in26)7 + 2s5in20j + zk,

0<6<m,0<z<I.
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Fie S o suprafata avand ecuatiile parametrice :

x = f(u,v)
S:iv=guv) ,(UVv) EA
z=h{uv)

sau echivalent, ecuatia vectoriala :
F=Fwv) = fluv)i+g@vi+hrvk,(wv) €4,
unde A c R este un domeniu compact neted.

Presupunem ca functiile f, g, h admit derivate partiale pe A .

Fie vectorii :
2 _9% _3 3,98 5 B8R -
T‘u=£=ﬁ(u!vjl+£(u’v]j+E(u!v]k1
= _8r _ af +, 8g s, 8 =
=5 = 5 Wi+ 2w v)j + oo (w o)k

Definitia 8.3 Se spune ca suprafata S are arie daca integrala dubla

J- Iz, x 7, |l dudv
A

exista si este finita .
In acest caz, valoarea integralei duble reprezinta aria suprafetei S .

Aici am notat cu u x v produsul vectorial a doi vectori

ﬂ=u1;_r:—|- uJ—i—uaE;
5 =v,14v,] + v,k .
Ux v = (upvy — ugvy)i— (wyvy —ugvy)j + (uyv; — u:”l]E

sau mai concis

o j  k
uxwvr= ul uz ua
vy Vo 1y

Pentru calculul ariei avem urmatoarele rezultate.
Teorema 8.1 Orice suprafata neteda sau neteda pe portiuni (formata dintr-un numar finit de
suprafete netede) are arie.

In plus, daca suprafata are reprezentarea parametrica

x = fu,v)
S:4yv=g(uv) ,(uv)€eD,
z=h(uv)

are loc formula de calcul :
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Aria(S) = ff VA2 (u,v) + B2 (u,v) + C2(w,v) dudv ,
D

unde

_ Dig.k) _ D(hf) _ Dif.g)
Diur)’ Plua)” Dluw)

Definitia 8.4 Expresia diferentiala

do = /A% (u,v) + BY(u,v) + C*(u, v)dudv
se numeste element de arie al suprafetei S (suprafata data prin ecuatii parametrice) .
Exemplu Sa se determine aria portiunii din emisfera de ecuatie x* + y* + z* = R*,
z >0, cuprinsa in interiorul cilindrului de ecuatie x* + y* = Ry .
O reprezentare parametrica a emisferei date este :

x = ReosBsing
v = Rsinfsing , (0,0) € [0,2w] x [OEJ :
z = Rrosgp )

Pentru a determina domeniul de variatie A pentru 0 si @ corespunzator interiorului cilindrului,
punem conditia :
(Reos@sing)* + (Rsinfsing)* < R*sinfsing ,
de unde obtinem sing < sin@ si ca urmare,
A= {(6.0) ER?[0<@<Z-|

S|

— 01,0 €0, .

Calcule simple ne conduc la :

_Dl?g,h:l - e

= —— = —Rcosfs=in°
D(8.2) ¢
Dik.f) r . 7

=—< = —R*sinfsin”
D(6.0) ¢
Dif.g) 2,

= ——— = —R singcosgp .
D(6.2) peose

Ca urmare, elementul de arie pentru emisfera considerata, in coordonate sferice, este

do = ,/A*(8,¢) + B2(6.¢) + C*(6, ¢)dfde = R’sinpdfdgp .

Acestea fiind zise, aria ceruta este :

A= J-f Risingdfde =

A
g

=R2J- fsimpdg: df +
0

1]

m—8
J- singde |df| =
0

[SELS 5
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= R? J-[l— cos6)df + J (1+ cos8)df| = R *(mw —2).
] I

=

Remarca In formula care da aria suprafetei S, determinantii functionali A, B, C depind in

mod evident de functiile f, g, h, adica de reprezentarea parametrica a suprafetei S . In legatura

cu aria unei suprafete netede, se poate arata ca este independenta de reprezentarea

parametrica.

Remarca Daca se introduc notatiile :

== = — a_f}z (a_af (a_hf
E Tu Ty |IT‘*|I (ﬂu T fu T ful '

— — af & dgd dk Ak
F=7 -T _9fdf | dgdg | dridk

v T Ay aw | Audw Budv '

G=1,7, =zl (ay + av + aut

si se foloseste identitatea lui Lagrange
(ay - xb)* + (bz - yc)* +(cx - za)* =
=(a@®*+ b + A (x* +y? +2%) — (ax + by + cz)?,

atunci se obtin egalitatile

7, x 7|l = VA2 + B2 + c2 =+EG — F?

si ca urmare, pentru aria unei suprafete netede mai avem si formula
Aria(5) = ﬂ’ W EG — F2dudv .
A

Propozitia 8.1 O suprafata proiectabila pe planul xOy,
Y:z=f(xy),f:DcR* >R, f € C}(D),

D fiind un domeniu compact, are arie, data de formula :

Aria(Z) = ﬂ V1+p2(xy) +q2(x,y) dxdy,
n

unde

p=2 q= 2L (notatiile lui Monge )

Definitia 8.5 Expresia diferentiala

do = 1+ p2(xy) + q2(x, y)dxdy

se numeste element de arie al suprafetei X (suprafata proiectabila pe planul xOy) .
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Exemplu Reluam Exemplul de mai sus . Portiunea din emisfera x* + y* + z* = R?,
z >0, cuprinsa in interiorul cilindrului de ecuatie x* + ¥* = Ry este suprafata proiectabila pe
planul xOy
I Z=wfm,(x,}r] €D,
unde D ={(x,y) € R* | x*+ v* < Ry}.
Avem

_ A=z _ x _ o= _ »
p= e (x’}:fj - = wl.m P 0= g (x,}r] - -,I,'I-RE—IE_}'E

si ca urmare, aria suprafetei X este

Aria(Z) = f f V1+02(xy) +q2(x,y) dxdy =

E
= ﬁdxd}? .
M RT—xt -y

Pentru calculul acestei integrale duble, se trece la coordonate polare, adica se considera

transformarea

. B __ [x = pcosb
T:A—D,T(p,h) = (x,y) <=> {}r = psinf

Pentru determinarea domeniului A, inlocuim pe x si y cu expresiile lor in functie de p si 0 in
inecuatia ce defineste pe D ; se obtine astfel p* = Rpsin® . Rezulta de aici ca sinf = 0 si
0 < p < Rsinb . Asadar,

A= {(p,0) |0 €[0,n],0 <p <Rsinb} .

Ca urmare
R
| === || et -
D fR —x?—y? fR — p?
T Reinf T

=Jd9 J- Rp dﬁ'z_RJfRE_PZ [;Rsinﬂdgz
o VR = p?

2
= R? J.[l —| cos@ |)df = (w — 2)R*.

Asadar, Aria(Z) = (wr — 2)R%
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8.2 Integrala de suprafata. Proprietati, calculul si aplicatiile

integralei de suprafata

Fie S o suprafata neteda cu reprezentarea parametrica

x = f(u,v)
S:iyv=gluvwv) , (W) EA,
z=h(u,v)

A c R? fiind un domeniu compact neted .

Fie 6 = {4, .4, ,..,4,,} o diviziune a lui A. Fie 5; portiunea din suprafata S corespunzatoarea
subdomeniului compact 4;. Astfel, diviziunea  a lui A induce diviziunead = {5; ,5; ,....5,,}
a lui S. Fiecare suprafata 5; este continuta intr-o sfera cu raza minim posibila; cel mai mare
dintre diametrele acestor sfere se numeste norma diviziunii d, notata | 2|l.

Este clar ca lldll — 0 <=> |I8ll — 0. In fiecare suprafata S; consideram punctele oarecare
(€:,m;,¢;) multimea lor o notam (&,1,¢) si 0 numim sistem de puncte intermediare asociat
diviziunii d.

Fie o functie F : G ¢ R* — R, G fiind o multime deschisa ce contine suprafata S.

Definitia 8.6

Numarul

™"

O (F,&m,¢) = Z F(fﬁrﬂz‘r ‘?z‘jaﬁﬂ{sij

i=1
se numeste suma integral Riemann asociata functiei F, diviziunii d si sistemului de puncte
intermediare (&,n,g) asociat diviziunii d.
Definitia 8.7 Se spune ca functia F este integrabila pe suprafata S daca exista un numar real |
(care depinde de F) cu proprietatea ca pentru orice sir de diviziuni (d,,) ale suprafetei S cu
lld,.Il — 0 si pentru orice alegere a unui sistem de puncte intermediare (£,,,1,.¢,) asociat

diviziunii d,, saavem lim o, (F,§,.7n,.¢,) =1 Numarul I se noteaza:

1= J] F(x,y,z)do
3

si se numeste integrala de suprafata de speta intai (sau integrala de suprafata in raport cu aria)
a functiei F pe suprafata S.

Pentru calculul integralei de speta intai avem urmatoarele rezultate.

Teorema 8.2 Orice functie continua F : G ¢ R? — R este integrabila pe orice suprafata

neteda S c G. Daca S este data prin reprezentarea parametrica de mai sus, are loc egalitatea\
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J-f F(x,v,z)do = Jf F(f(u,v), g(u,v),h(u,v) ) A + B? + C2dudv.

Exemplu Sa se calculeze

J][xz +vi+zYdo ,
5

unde S are reprezentarea parametrica :

y = Rsinfising , (0,9) € [02n] x [02]=A .

x = RcosBsing
S: {
z = Rcosg

Aplicand formula din Teorema 8.2 si tinand cont ca do = R*sinpdfdg,

ﬂ’(xz +vi+zY)do= JI R*singpdfde = 2mR* .
5 A

Remarca In formula de calcul a integralei de suprafata din teorema de mai sus, functia
care apare in integrala dubla depinde in mod evident de functiile f, g, h, adica de reprezentarea
parametrica a suprafetei S. In legatura cu aceasta, se poate arata ca integrala de suprafata a
unei functii continue pe o suprafata neteda e independenta de reprezentarea parametrica.
Teorema 8.3 Fie o suprafata proiectabila pe planul xOy,

Y:z=f(xy),f:DcR* >R, f e C}(D),
D fiind un domeniu compact .
Orice functie continua F : G ¢ R® — R este integrabila pe suprafata neteda £ c G si are loc

egalitatea :

|| Fev2rdo = || Py o TF ) + P ddy

Exemplu Reluam calculul integralei din Exemplul de mai inainte.

Suprafata S are ecuatia :

——— 2, 2 2 2
z=4/R? —x?—y? (x,y) €D, D ={(xy) ER" |x~+ ¥~ = R},

Avem :

_ = - x . _9= - ¥
P=3 (x,¥) TRt q= 3y (x,v) JRE-y7
Si ca urmare

2, 2y 2 R®
J-J’(x‘+}r‘+2‘]da= ﬂ’ ————dxdy = 2nR*.
% w.lR.r._x.r._}:r.r.

k)
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Remarca Mai simplu,

J.J’[:x2 +yi+z¥do= J.J’ R’do =R%aria(S) = 2nR*.
5 5

In ceea ce priveste proprietatile integralei de suprafata, precizam ca ele sunt asemanatoare cu
cele ale integralei duble.

De exemplu, Proprietatea de ereditate si aditivitate de domeniu a integralei de suprafata poate
fi formulata astfel :

Fie suprafata S care admite descompunerea S = S5; U 5,, 5; si 5, fiind suprafete netede
avand in comun cel mult puncte ale bordurilor lor. Atunci, functia F : G ¢ R* — R este
integrabila pe suprafata S ¢ G daca si numai daca ea este integrabila pe fiecare din suprafetele
5, si 5,.

In fiecare caz, are loc egalitatea :

ﬂ F(x,y,z)do = ﬂ F(x,}r,zjdchrﬂ F(x,y,z)do.

Exemplu Sa se calculeze

J-f xyzdo ,

k)

unde S este frontiera tetraedrului OABC, A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) .
Suprafata S este formata din patru suprafete netede - fetele tetraedrului.

Ca urmare,ff xvzdag este egala cu suma a patru integrale de suprafata .
s

Dintre acestea, trei integrale sunt nule, deoarece integrantul f =Xxyz se anuleaza pe trei fete

ale tetraedrului. Asadar ,

J.J’ X}’Zdﬂ' = J.f x}:’zdg = J.f X}T(l —Xx—Y ‘l,‘.'Ided}r = \I_’
120

Ly {ABC) (0AB)

dupa cum usor se poate constata .
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Aplicatii ale integralei de suprafata de speta intai

I. Aria unei suprafete S, neteda sau neteda pe portiuni este

aria (§) = -ﬂ do .

I1. Masa, coordonatele centrului de greutate si momentele de inertie ale unei placi

materiale curbe

Fie P o placa materiala curba neomogena, de grosime neglijabila, de forma unei suprafete S,

neteda sau neteda pe portiuni. Presupunem ca placa 2 are in fiecare punct (x,y,z) al sau

densitatea superficiala p(x,y,z), presupusa a fi functie continua.

In aceste conditii, se pot calcula :

a). masa M a placii,

M= ﬂp(x,y,zjda ;

b). coordonatele centrului de greutate G al placii,

( 1
= r ¥ d
X Mﬂ’xp[xy z)do
s

i

1
Ve = Eﬂ ve(xy.z)do ;
LY

1
Zp = EJ] zp(x,y, z)do
g

C). momentele de inertie ale placii

|

1). fata de axele de coordonate,

[
lox = [[ 67 + 203, 2)d0
£

i

Ip, = -ﬂ(x: +z8)p(xy. 2)do ;
3

loz = ﬂ(x: +y9)e(y z)do
L‘ o
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2). fata de planele de coordonate,
f
Loy = J] z?p(x,y, z)do
k)

1 [xﬂz = jf }TEP(X:-F; Z:]dﬂ' i
k)

[}'G‘z = ff x7 p(!'i-}i’, Z:] do
L 5

3). fata de origine,

I, = ff(x: +y? +z2)p(xy.2)do .
3

I11.  Atractia exercitata de o placa curba asupra unui punct material

In conditiile de mai sus, placa materiala P atrage punctul material A(xg, ¥y, Z5) de masa m cu

o forta F = Fi+ F}.}+ F;E (indreptata spre placa ) ale carei proiectii pe axele de

coordonate sunt date de :

T

F.=Km s P(xy z)do
s

\E, =K ﬂ}r_}r“‘ (x,y,2)d

.= nim LV, ZlaTF

! e CY
3

z — ZD
'F;r =Km 3 P(K,F, Zjdﬂ'
L T
g

unde r=/(x—x,)*+ (¥ — )% + (z — z,)? , iar K este constanta atractiei universale.

V. Potentialul newtonian

In conditiile de mai sus, potentialul placii 2P asupra punctului A este :

W= J-J’ptx;ﬂda.

Remarca Daca placa materiala P este omogena, atunci in formulele de mai sus trebuie luat

p(xy.z) = p, = constant .

Ca urmare,M = J-f ppdo = p, -aria(P) .
5
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In formulele ce dau coordonatele centrului de greutate G ale placii materiale 2, se poate

lua py = 1.

Exemplu Se da o placa materiala 2P de forma suprafetei conice z = g’m :

x? + % < 1siavand densitatea superficiala p(x,y,z) = /x2 + 2 + z2.

Sa se determine coordonatele centrului de greutate, momentele de inertie fata de axe, fata de
planele de coordonate si fata de origine precum si potentialul placii asupra varfului si atractia

suferita de varf din partea placii (varful se considera de masa m) .

Se aplica formulele de mai sus. Pentru suprafata conica data, elementul de arie este
do = \/2dxdy , pentru ca suprafata se proiecteaza in domeniul compact

D ={(x,y) € R* | x* + ¥* = 1} pe planul xOy.

Obtinem :

—_— — 47
M= Jfﬁ.."x‘ +y* +zdo = EJ-J’y'x‘ + vidxdy = 3
5 D
1 ST ra— 2 s
Xe=— || Wx*+y +zodo=— || xi/x"+ydxdy =0,
M M
3 D
1 > 2 —
Ve = — || ¥Wx*+y  +zido =— || yWx*+y dxdy =0,
M M
5 D
L[ ey = 2 [ s iy =
Z.=— || z/x* + y*+ z%do = — x4 4t v =—,
Ay Y b T, ( ¥) Y =3
3 D
I T ST S— . .- 4
Loy = || ZNx*+y* +z%do =2 || (x" + y*)2dxdy =—,
3 D
o T 3 P 2m
leow = || vV T3 F a0 = 2 [ T aray =
£ D
s 3 . T = N TR 2m
I}-Qg = J.J’xtﬁ.."x‘ +v:+zido = Effx‘ﬁ.,-'x‘ + yv? dxdy :?,
g D
q 9 3 5 T 3 6
lox = || " +2Wat +y* +2%do = Loy + Loz = —
3

. N o
loy = ﬂ’(x‘ Tz xT Ty +z27do = Loy Lo, "5 ¢
s
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¥

J (P HyWxt +yi +z3do = Ly, + L,

n ” 4 5 3
I, = J. (x*+y" +z"Wx*+y* +zdo = Loy T Loz + Lz =

In sfarsit, potentialul placii asupra varfului este :

Y xT4yT 422
W= J] Ty z ria:ffdﬂ =mRG,
NES X2 +y2 +22 .

iar atractia suferita de varf din partea placii este data de :

-5

= Fi+Fj+FEk,

=
unde » =, x? 4+ y2 4+ =22,

X
F;=Km ﬁﬁ,,fx‘+}"+z‘dr:r=ljl,

Y Y
F,=Km || 5Vx*+y+z%do=10,

T

NEs xZ +y2

F,=Km J'—ﬁjx + ¥y + 22 dr:r—Kmff do =

x2+y% 422
K’mJJ’ 1 J K >
= — g = ATTY 4.
2 - Mﬂxz—l—}!:

& De retinut !
Iculul integralei raf intai se r I Iculul unei
v Calculul integralei de suprafata de speta intai se reduce la calculul une

' integrale duble in cazul in care cunoastem reprezentarea parametrica a

suprafetei (suprafata proiectabila) .
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Test de autoevaluare 8

1). Sa se calculeze aria regiunii de pe suprafata Pamantului (identificat cu o sfera de raza
R = 6400 km) situata intre longitudinile ¢ = 30° , ¢ = 60 | latitudinile A = 45° , A = 60" .

2). Sa se calculeze

J- (x+vy+z)do,

£

unde S este portiunea planului = + "Ei + E =1, situat in primul octant .

3). Calculati

J- (x+ z)do,
k)
unde S este portiunea situata in primul octant a cilindrului ¥* +z* =9, intrex=0six =4.

4). Sa se determine momentul de inertie, in raport cu planul xQOy, al portiunii de suprafata

z=4/x*+y?,0<z<1,stind ca densitatea in fiecare punct este p(x.y.z) = 1 + xy.

Lucrare de verificare la Unitatea de invitare 8

1). Sa se calculeze ariile urmatoarelor suprafete :
a) z=x>+y*, z € [0O,R];

b) (xP+y?+z)=xy.
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2).

a)

b)

d)

3).

Sa se calculeze urmatoarele integrale de suprafata :

J][x + vy +z)do,

unde S este suprafata cubului [0,1]* ;

s
fJ’*’x‘+}"+Z‘dﬂ,

5

unde S este portiunea din suprafata de ecuatie x* + ¥* = z*, cuprinsa intre planele z =
Osiz=1;

1
da ,
1+=z
5

unde S este portiunea din suprafata paraboloidului 2z = x* 4+ y* | cuprinsa in

interiorul cilindrului x% + y* =1 ;

-ﬂz:r:ir:r,
L3

unde S e definita de ecuatiile parametrice x = ucoswv, y = usinw, z = hu, u € [0,1],
VvV € [0,2m] .

Se da o placa materiala 2 de forma suprafetei cilindrice x* + ¥* =1, z € [0,1] si

avand densitatea superficiala p(x,y,z) = 1 + z. Sa se determine coordonatele centrului de

greutate, momentele de inertie fata de axe, fata de planele de coordonate si fata de origine

precum si potentialul placii asupra centrelor bazelor si atractia suferita de fiecare din aceste

puncte (presupuse de masa m) din partea placii.
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Raspunsuri si comentarii la intrebarile din testele de
autoevaluare

1). Consideram Pamantul reprezentat geometric de sfera de ecuatie x* + y* + z* =R

care admite parametrizarea :

y=Rsinfising, 0<f<2n, 0<p<m.

[x = Reos B sing
z = Rcos g

Considerand planul Oxz ca fiind planul meridianal ce trece prin meridianul Greenwich
(corespunzator longitudinii de O grade), iar planul Oxy ca planul ecuatorial, regiunea

geografica a carei arie se cere, corespunde domeniului :

T

s

D={00) ;0= c0=7}.

A
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Aplicand formula de calcul a ariei in cazul in care suprafata e data parametric, avem :

A= ﬂ VEG — Fdfde = ﬂ R’singdfde =

D o

—

T T
/3 ) _
, R(\3—+2) ,
=R~ singdp |df = ——— % 1 092 300 km~ .
T T
& B

12

2). Avem de calculat integrala de suprafata ABC, care are reprezentarea explicita

unde D este proiectia suprafetei ABC pe planul xOy, adica triunghiul AOC .

C(0,0,4)

B(0,3,0)

A(2,0,0)
X

Aplicand formula de calcul a integralei de suprafata in cazul in care suprafata e reprezentata
explicit, obtinem, folosind faptul ca

|| Az 2 dz Vel
do = |1-|-(—) —|—( ) dxdy = —dxdy ,
dx 3
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N\ VBT
xt+y+2do= || [x+y+a(1-2-2)) " dudy.
( )d 2 3 3
E

AQFB
In final, avem valoarea 3v/61 .

3). Suprafata are reprezentarea parametrica :

Fis

7(x,8) = xI+ 3cosf] + 3sin Ok O=Zx=40=6 < >

Se foloseste formula de calcul a integralei in cazul in care suprafata e reprezentata parametric

Si se obtine valoarea 12n + 36 .

4). Momentul de inertie, in raport cu planul xOy este
Loy = [ v, do = [[ 2+ ¥ + 23 VZ dndy
k) D

unde D = {(x,y) | x*+y* = 1}.

Se trece apoi la coordonate polare si se obtine :

x

= 2 2 . 2
Loy =V2 || T (1+7 smﬁ'cnsﬁjrdrdlﬂ:T .
i

unde D* = [0,1] x [0,2x] .

Concluzii

7,
-

Daca se cere sa se calculeze

|| fav2ds

se procedeaza astfel :

e Daca S este data parametric, se aplica formula corespunzatoare pentru calculul in
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cazul cand suprafata e data parametric si se calculeaza integrala dubla obtinuta.

e Daca S este data explicit, se aplica formula corespunzatoare pentru calculul in cazul
cand suprafata e data explicit si se calculeaza integrala dubla obtinuta.

e Daca S este data implicit, se cauta o parametrizare, dupa care se aplica cele discutate
mai sus, sau se incearca o descompunere a suprafetei (S) intr-un numar finit de parti
fara puncte interioare comune, explicitabile in raport cu cate o variabila, apoi se

calculeaza integralele duble obtinute si se aduna rezultatele.
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