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Prefata

Aceasté lucrare trateaza teme referitoare la capitole importante
din Analiza matematica

Spatii normate (problemele 1 - 5),

Functii continue (problemele 6 - 11)

Functii diferentiabile (problemele 12 - 22)

Functii integrabile (problemele 23 - 41)

Teoria campurilor (problemele 42 - 46)

Metoda folosita: fiecare problema este complet rezolvata, indicandu-
se aspectele teoretice folosite. Unele rezolvari sunt insotite de comen-
tarii.

orinta autorului este ca lucrarea si fie de un real ajutor stu-
dentilor Facultatii de electromecanicd, anul I (F.R) in straduintele
lor de intelegere si insugire a unor cunostinte de Analizd matema-
ticd. Trimiterile de forma “vezi Teorema 7.2.5” se referd la Cursul de
Analizd matematicd, vol. I, II, Ed. Universitaria, Craiova, 2005, al
autorului. Aceasta teorema este Teorema 5 din capitolul 7, paragraful
2. Volumul I al acestui Curs contine capitolele 1 - 6, iar volumul II,
capitolele 7 - 12. Consultarea acestei carti apare astfel absolut nece-
sara.
Mentiondm c& sfarsitul rezolvirii unei probleme este marcat cu sem-
nul W
Autorul precizeazd faptul cd aceastd lucrare este o parte dintr-o lu-
crare mai ampla ce va apare in curand la Editura Universitaria din
Craiova.

Craiova, Februarie 2006 Dr. Aurel Diamandescu



Problema 1

S4 se arate ci pe spatiul vectorial real R?, fiecare din aplicatiile
a). [ flet R? = R, [|(x1,x2)]le = v/XF + %3
(norma euclidiani),
b). - lls : R? = R, fI(xax2)lls = [ %1 [ + [ x2 |
(sum — norma),
o). |- 1I: R? — R, [[(x1,%2)|| = max {| x1 [, x2 [}
(sup — norma),
este o norma. S& se arate cd aceste norme sunt echivalente doud cate
doud. S& se arate cd numai una dintre ele este indusd de un pro-
dus scalar. S& se precizeze sferele corespunzitoare. S& se precizeze
topologiile acestor norme. Si se dea exemple concrete de multimi
deschise, inchise, compacte, necompacte, conexe, neconexe, margi-
nite, nemarginite, convexe, neconvexe, in topologia indusa de aceste
norme.
Rezolvare. Verificim ci fiecare aplicatie satisface axiomele
normei din Definitia 2.3.2.
a). 1. Pentru orice x = (x1,x2) € R?, avem [|x|. = /x5 + x3 > 0;
apol, [[x]le =0 <= /x3 + x3 =04<=x; =x2 = 0 < x = 0;
2. Pentru orice x = (x1,x2) € R? i a € R avem (Propozitia 2.3.2)
ax = (ax1,axz) gl atunci,
I axlle = v/(ax1)? + (ax2)? = Va2 (& + x0) = | a [[x]e:
3. Pentru orice x = (x1,x2) si y = (y1,y2) din R?, avem (Propozitia
2.3.2) x + y = (x1 + y1,X2 + y2) si ca urmare,
[x +y[7 = (1 +y1)? + (x2 +y2)* =
=xi +x3 +yi + 3+ 2(xay1 + x2y2) <
<X +B+yi4+yi4+2y + X3y i =
(1l + 11y Jl)?-
De aici rezulta

Asadar, aplicatia de la pc. a) este o normi pe R?.
b). 1. Pentru x = (x1,%2) € R? avem ||x||s = | x1 | + | x2 | > 0; apoi,
Ix[s =0<=|x1|+|x2|=0<=x1 =x2 =0<=x = (0,0) = 6;
2. Pentru orice x = (x1,%2) € R? i @ € R avem
[axlls = [oxy [+ axa [ = [a| (|21 [+ ][22 |) = [ a[]x]s
3. Pentru orice x = (x1,x2) si y = (y1,y2) din R?, avem
[x +ylls=Ix1+y1 [+ [x2+y2| <

[ + ylle < lIxlle + iyl -



S xal+ Iyl 4+ Ixe |+ Tya [ =lIxlls + [lylls -
Asgadar, aplicatia de la pc. b) este o norma pe R2.
¢). 1. Pentru orice x = (x1,X2) € R?, avem in mod evident, || x || =

max {| x1 || x [} = 0; apoi, | x [| = 0
|x1|=|x|=0<=x1 =x2 =0<= x=(0,0) =0,
2. Pentru orice x = (x1,X2) € R? gi @ € R, avem

| ax || = max {| axy [, axa [} =

=[amax {[x; || x2 [} = [a ] x [;

3. Pentru orice x = (x1,x2) si y = (y1,y2) din R?, avem
[ x4yl =max{[x1 +y1 [[x2+y2 [} <

Smax{[xi [+ |y [l x|+ ]y2 [} <=+ 1yl
pentru ca, in mod evident,

[ xi [+ vyl <=+ lylisilxe|+ly2l <lxl+yl-
Asadar, aplicatia de la pc. ¢) este o norma pe R2.
Se constatd cu usurintd ci pentru fiecare x € R? au loc inegalititile

Ixl<lxle<lxlls<v2lxfe<2|x],

ceea ce arata ca cele trei norme sunt echivalente doua cate doua.
Aplicand Teorema 2.3.6, se constatd cu usurintd ci norma euclidiani
I - lle este indusd de un produs scalar, si anume de produsul scalar
euclidian (sau canonic) definit prin (x,y) = x1y1 + Xoy2. Aceasta
inseamnd ci || x [|o = /(x,X).
Celelalte doud norme de mai sus nu satisfac conditia din Teorema
2.3.6 (se pot avea in vedere vectorii x = (-1,2) ¢ y = (2,1)) si ca
urmare, ele nu sunt induse de un produs scalar
Avand in vedere Teorema 2.3.1, sfera deschisd cu centrul in punctul
a = (aj,a2) € R? i de razd r > 0, corespunzitoare unei norme | - ||
este S(a,;r) = {x € R? | | x —a || < r}. Concret,
e corespunzator normei euclidiene, avem

S(a,;r) = {x = (x1,x2) € R? |(x1 —a1)? + (x2 — ap)? < 1%}
si este formatad din toate punctele planului situate in interiorul cer-
cului de de razd r cu centrul in punctul A(a,as);
e corespunzator sum — normei, avem

S(a;r) = {x = (x1,x2) €ER? | | xy —a; | + | x2 —ay | <1}
si este formatd din toate punctele planului situate in interiorul pa-
tratului cu centrul in punctul A(ag,az) si care are diagonalele paralele
cu axele de coordonate, lungimea lor fiind 2r;
e corespunzator sup — normei, avem

S(a,I)Z{XZ(Xl,X2)€R2 ‘ |x1—a1 ‘ <I,|X2—32 | <I‘}




si este formatd din toate punctele planului situate in interiorul pa-
tratului cu centrul in punctul A(aj,as) si care are laturile paralele cu
axele de coordonate, lungimea lor fiind 2r; cu alte cuvinte,

S(a,r) = (a1 —r,a; + 1) X (ag — r,ag + ).
Conform cu Teorema 2.3.1, Definitia 2.3.3 i Teorema 2.3.2, cele trei
norme de mai sus definesc topologia euclidiang a spatiului R2.
Se poate demonstra c& orice doud norme pe R? sunt echivalente (Teo-
rema 2.3.7). Ca urmare, orice normi pe R? genereazi topologia
euclidiani a spatiului R?.
Avand in vedere Definitiile 2.1.1, 2.1.6, 2.1.8, 2.2.6 si 3.1.11, dam
urmatoarele exemple:
e multimi deschise: sfere deschise, (a,b) x (c,d), (0,00) x (0,00),
(0,00) x (c,d), (a,b) x (0,00);
e multimi inchise: orice sferd inchisg, [a,b] x [c,d], (o0, ¢] X [d,00),
orice dreaptd, orice segment inchis [AB];
e multimi compacte : orice sferd inchisa, [a,b] x [c,d], [1,3] x [2,4] U
[5,7] x [1,2], orice poligon (plin sau gol);
e multimi necompacte: (a,b] x [c,d], [d,00) X [a,b];
e multimi conexe: orice sferd, orice poligon (plin);
e multimi neconexe: (1,3) x [2,4) U [5,7] x (1,2); {(1,2), (3,1)}; {2}
x [1,3] U [4,10] x (0,8);
e multimi compacte gi conexe: orice sferd inchisa, orice segment inchis
[AB]; [a,b] x [c,d];
e multimi compacte gi neconexe: ([1,3] x [2,4]) U ([5,7] x [1,2]);
({2} x [1,3]) U ([4,10] x [0.8));
e multimi necompacte si conexe: orice sferd deschisé; orice dreapti;
(0,3] x [0,00); (0,3) x (2,5); (0,2) x {5}
e multimi necompacte gi neconexe: doud drepte paralele; (0,2) x
{5,7}; (2,3) x (5,71 U{(1,1)}, R x ([1,2] U [5,7])
e multimi marginite: orice sferd, orice segment sau poligon;
e multimi nemarginite: orice semiplan; orice dreaptd; R?; (0,00) x
(0,00); [0,3] x [0,00);
e multimi convexe: orice sferd, orice poligon (plin) convex;
e multimi neconvexe: orice poligon (plin) concav, orice contur poli-
gonal simplu, {(-1,-2), (3,5), (2,4)}, doud drepte paralele. B
Observatie. Interpretarea geometrici a normelor echivalente: doua
norme sunt echivalente dacé si numai dacd in fiecare sferd corespun-
zidtoare fiecireia dintre norme se poate introduce o sferd de acelasi
centru si eventual alta raza corespunzatoare celeilalte norme.



Problema 2

S4 se arate cd in R2? avem

1). lim (731“;11, B 1) = (2,1);

2). lim (5“ + QM) = (5,1);

n2 + 2
3). lim (n +1,3" ) nu exista;
Rezolvare. 1. Conform Propozitiei 3.1.6, pentru a ardta ci

lim (%, 2 1) = (2,1), este necesar si suficient si ardtdm ci se

verificd conditia
ve>03n eNmeNn2n — | (&4 2) -1 <=

n+1’ n
Alegem drept norma in R? sup-norma. Ca urmare, avem

(2t e) -l =) (2t -2 —1) | =

= | (nm) | = max{Giy. 1} = .
Punem condlyla T <esi rezolvam aceasta mecua;le cu necunoscuta
n e N. Avemm<€<:>n+1> 2 “—n>?3 i
Fie acum n. un numar natural mai mare decit % —1. De exemplu,
folosind functia parte intreagéd, putem alege n. = [2 —1] + 1 = [2].
Ca urmare, pentru fiecare n € N, n > n, avem n > [g] > % —1sica
urmare, 24 < ¢, adicd || (2§+’11, e 1) -2, | <e
Asadar, conditia de mai sus se verificd, ceea ce aratd ci in R? avem

lim (24, 251) = (2,1).
2. Se poate proceda ca mai sus. Altfel, conform Teoremei 3.1.7,

pentru a ardta cd lim (“‘“ nt2 n*4ntl
n? + 2

suficient sd ardtam ca se verlﬁca conditiile
. S5n 4+ 2 n2 +n+ 1 _
. lim o= 5, lim *—51=— = 1. .
Ori, aceste egalitati sunt adevarate, conform regulilor uzuale de calcul

a limitelor de giruri de numere reale.

Asadar, in R? avem lim (5nni+2’ %) = (5,1).

= (5,1), este necesar si

3. Rationim prin reducere la absurd. Presupunem ci in R? exist#
limita lim (n + 1, 37n) = (a, B) € R%. Conform Teoremei 3.1.7, vom
avea lim (n + 1) = a € R, ceea ce este contradictoriu. Aceasta
contradictie aratd cd presupunerea ficutd este falsd. Asadar, limita
lim (n + 1, 3_“) nu exista.



Observatie. Daci in rezolvarea punctului 1 se alege altd norms, se
constata ca conditia se verificd. Deosebirea care apare este aceea cé
rangul n. se modificd odatd cu norma. Acest fapt nu este esential
in conditia mentionatd. Sirul dat este convergent la vectorul (2,1)
indiferent de norma considerats in R? deoarece orice dous norme pe
R? sunt echivalente (si deci genereazi aceeasi topologie - topologia
euclidiand a spatiului R?).

Problema 3

Sa se determine punctele de acumulare pentru sirurile cu ter-
menii generali

1. x, = (2 + (-1)",sin 257) ;
2) Yn = (n(—l)" N 1a 14 2(_1)n7 n :1— ltg%> .
Rezolvare. 1. Prezenta lui (-1)" in expresia lui x, sugereaza
sd consideram pe n par si apoi impar. Pe de altd parte, functia
2nm 2

f(n) = sin %5T este periodicd de perioada principala T = 25 = 3.

Combinand, avem
Xok = (2 + (1), sin —123”) = (3,

1 6k+4 si 12k+8 )

0)

= (2 ) -
Xekoo = (2 41 6k+2 o 12k+4 w) ( £)7

(2 )=

(2 L) =

)
)
71)6k+3 (12k+6 ™
)
)

k+5 . (12k+10 7r> f

pentru fiecare k € N. Se constata ca sirul (Xn) este periodic de pe-
rioadd T = 6. De aici rezultd cd sirul (x,,) are sase subsiruri constante,
convergente la unul din vectorii

(370)a (L @) ) (37 7?) ) (170)7 (37 @) ) <177§) .
Se mai constatd ci orice alt subsgir al girului (x;,) ori este convergent
la unul din acesti vectori, ori contine subsiruri convergente la unul
din acegti vectori.
Din toate acestea si din Propozitia 3.1.5, rezulta cad multimea punctelor
de acumulare a girului (x,) este
formata din cei gase vectori de mai sus.



2. Procedénd ca mai sus, avem, dupa usoare calcule,
Y6k = (17370) y Y6k+1 = ((6k+1) -1, (g(kilg 3) )

Yok+2 = (1 3 _G(Lkng 3) y Y6k+3 = (ma_170)7

Yék+4 = (1737 6(1;(1(145 3) ) Y6k+5 = (m7 -1, _661(1{156 \/g) )
pentru fiecare k € N. De aici rezultd c4 sirul (x,) are sase subgiruri
convergente la unul din vectorii

(1,3,0), (0,—-1,+v3), (1,3,+V3), (0,-1,0).
Se mai constatd c& orice alt subsir al sirului (x,) ori este convergent
la unul din acegti vectori, ori contine subgiruri convergente la unul
din acegti vectori.
Din toate acestea gi din Propozitia 3.1.5, rezulta ca multimea punctelor
de acumulare a girului (x,) este formata din cei sase vectori de mai
Sus.

Problema 4

Folosind Criteriul lui Cauchy, s& se arate c8 sirul (x,) de vectori
din R? cu termenul general

2 sin k! (—1)k
Z ( Kk + 1) K2 )

este convergent.

Rezolvare. Criteriul lui Cauchy (vezi Teorema 3.1.6) spune ca
un sir de vectori din R? este convergent dac# si numai daci el este
gir fundamental. Conform Definitiei 3.1.7, girul de vectori (x;,) este
sir fundamental daca verifica conditia

Ve>0,9n.eN:VmneNmn>n =[x, —xn || <&
Alegem drept norma in R? sup-norma. Ca urmare, pentru n > m
avem

X m
I = = 1 3 (s, G2 121 (s, &) I =
n

= || §+1 (k(bll(n+k‘ ) || _

k=

= in k! = —1)*
= <k_§+lk(sk+l)’ ) (2k) ) I'=

k=m+1
n i k!
_ sin k!
= max > Kk + 1)
k=m+1




sin_ k!

< max Kk + D)

k +1

b
k=
n 1 n 1
<m k(k + 1) > ok (T
k=m+1 k=m+1

+

n

> (b-ek). <1—2mn>}=

k= m+1

IN

max <ﬁ“—g),2%(l—2m n)} <L

Punem conditia — +1 < esl rezolvam aceastd inecuatie cu necunos-
cutam € N. Obtinem m > 1 —1.

Fie acum n. un numéar natural mai mare decit * = —1. De exemplu,
putem alege n. = [1 —1] + 1 = [7] Ca urmare, pentru fiecare m, n
€N, n>m>nsavemn>[]> —1 si ca urmare < ¢, adicd
[ xn —xm [| <e.

’ m+1

n . k
Agadar, sirul cu termenul general x, = > (ka‘{“ +k!1), (112) ) este sir
k=1

fundamental si deci convergent in R2.

Observatie. Daci se alege altd normi, se constatd ci conditia se
verificad. Deosebirea care apare este aceea ca rangul n. se modificd
odatd cu norma. Acest fapt nu este esential in conditia mentionata.
Sirul dat este fundamental indiferent de norma considerats in R2
deoarece orice dousl norme pe R? sunt echivalente (si deci genereaz
aceeasi topologie - topologia euclidiand a spatiului R?).

Problema 5
S4 se arate ci pe spatiul vectorial real R?, aplicatia

(xy) = (xy) = 3x1y1 — X1y2 — X2y1 + 2X2yo2,

unde x = (x1,X2), ¥ = (y1,¥2), este un produs scalar.
S& se precizeze norma indusd precum si topologia corespunzitoare.
Rezolvare. Verificim cd aplicatia satisface axiomele produsului
scalar (vezi Definitia 2.3.5):
1. Pentru orice x = (x1,x2) € R2, avem

(x,x) = 3x3 — 2x1%2 + 2x3 = 2x7 + (x1 — x2)? + x5 > 0.
Apoi, (xx) =0<=x3 =0,x1 —x2 =0, x2 =0 < x = (0,0) = 6;
2. Pentru orice x = (x1,X2) si y = (y1,y2) din R?, avem



(xy) = (y,x) = 3xay1 — x1y2 — Xoy1 + 2Xaya;

3. Pentru orice x = (x1,x2) §i y = (y1,y2) din R? gi & € R avem ax
= (ax1,aX2) $i ca urmare,

(ax,y) = 3ax1y1 — ax1y2 — aXay1 + 2axays =

= a(3x1y1 — X1y2 — X2y1 + 2X2y2) = a(x,y);
4. Pentru orice x = (x1,X2), ¥y = (y1,y2) si z = (21,22) din R?, avem
X +y = (x1 + y1,X2 + y2) si ca urmare,

(x +yz) = 3(x1 +y1)z1 — (X1 + y1)z2 — (x2 + y2)z1 +

+ 2(X2 + yQ)ZQ = (3X1Z1 — X1Z2 — X271 + 2X2Z2) +

+ (3y121 — y122 — yoz1 + 2y222) = (X,2) + (y.2).
Asadar, aplicatia dat este un produs scalar pe R?. Ca urmare,

-1 R =R, [ x || = v/(xx) = V3% — 2x1%0 + 2x5
este norma indusa de produsul scalar (Teorema 2.3.4, Remarca 2.3.3).
Conform cu Teorema 2.3.7, aceastd normé este echivalentd cu norma
euclidians pe R?. Ca urmare, norma de mai sus genereazi pe R?
topologia euclidiana.
Ca un améanunt, sfera S(,r) corespunzitoare este discul eliptic

3x3 — 2x1x2 + 2x3 < 12

Adus la forma canonicé, acesta este (vezi [D.A.2]) % + Y—Z;g <1,

(pr
unde \ = /2 10‘6 sip= \/5450‘/5.I

Problema 6

Folosind definitia € — § a limitei unei functii intr-un punct, s se

arate ca
1.lin%(3x+2yf5) =7 2. lim (2x 4+ 3y —z) = 5;

x—1

y—3 v—>§
P
3. lim ¥ = — o0; 4. lim Y = — o0
Jm e ’ RN ’
y—t1 e
5. lim 215 = co; 6. lim =Y = oo
=0 (y - 1)? ’ =0 (z - 3)2 )

y—1

1
v 7—3

Rezolvare. Definitia ¢ — ¢ a limitei unei functii reale de mai
multe variabile reale intr-un punct este Definitia 4.1.4.
1. Limita lim (3x 4 2y — 5) = 7 se incadreaza in cazul particular b)

y—3
al Definitiei 4.1.4. Ca urmare, avem c& lim (3x + 2y — 5) = 7 daci si
y—3

numai dacd se verifica conditia

10



Ve > 0,35(e) > 0: V(x,y) € R?, (x,y) # (2,3),
{ [x-2] < 0

ly-3] < 4
Fie un § > 0 si fie un punct oarecare (x,y) € R? astfel incat (x,y) #
(2,3)si|x —2| <0,y — 3] <d. Atunci, | (Bx + 2y —5) -7 | =
=13(x-2)+2(y-3)| <3|x—2] + 2|y — 3| <506.
Pentru a se verifica conditia de mai sus, este suficient s& luam, pentru
e > 0 dat, d(¢) = £ (sau, orice d(¢) € (0,%) )
2. Limita lim (2x 4+ 3y — z) = 5 se incadreazi in cazul particular c)

y—2
7—3

= | Bx+2y-5)-7|<e.

al Definitiei 4.1.4. Ca urmare, avem ca lim (2x + 3y — z) = 5 daca

y—2
z—3

si numai daca

Ve > 0,36(e) > 0: Y(x,y,2) € R2, (x,y,2) # (1,2,3),

[x-1] < 4§
ly-2] < = |(2x+3y—-2)-5|<e.
|z-3] < ¢

Fie un § > 0 si fie un punct oarecare (x,y,z) € R? astfel incat (x,y,z)
#(1,2,3), x - 1] < d,|y — 2| < d,|z — 3| < ¢ Atunci,
| 2x+3y—2) -5 |=|2x-1)+3(y-2)-(z-3) [ <

<2lx-1]|43ly-2|4+]2z-3]<25+30+d=60.
Pentru a se verifica conditia de mai sus, este suficient s& ludm, pentru
e > 0 dat, 6(e) = £ (sau, orice d(¢) € (0,5) )

6
3. Limita infinitd lir% *=¥ = —oo se incadreazd in cazul similar al
b

y—1

Definitiei 4.1.5. Ca urmare, avem lirré =¥ = —oo dacd si numai
b
y—1

dacd se verifica conditia
Ve > 0,36(e) > 0: V(x,y) € R? x # 0, (x,y) # (0,1),

x| <0 = 27 < ¢
ly-1] < ¢ x? )

Fie un § € (0, 1) si fie un punct oarecare (x,y) € R? astfel incat x #
0, (x,y) # (0,1) si [x| < &, [y — 1] < . Atunci, x> < 6 gi0 <16

<y <1+ 0sicaurmare, *z* < %. Conditia 2555 L < —£se

0 -1+ \/1+462>

verifica pentru orice § € < , %o

11



Pentru a se verifica conditia de mai sus, este suficient s& ludm, pentru
. —1+ \/1 + 462
e >0 dat, d(¢) € (0, min{2, }

4. Se procedeazi exact asemanitor ca mai sus. Limita infinita

lim ﬁ = —oo se incadreazd in cazul similar al Definitiei 4.1.5.

e

z—3

Ca urmare, avem hng XY = —oo dacd gi numai dacd se verificd
b

yo1
7—3

conditia
Ve > 0,36(e) > 0:V(x,y,2) € R3, z # 3, (x,y,2) # (0,1,3),

x| < ¢
ly-1] <6 =
lz-3|] < ¢
Fie un § € (0, %) si fie un punct oarecare (x,y,z) € R? astfel incat z #
3, (x,y,2) # (0,1,3) s [x| < 0, [y — 1] <6, |z — 3| < 4. Atunci (z - 3)?

o <

<6 0<1- 7 < 20 ~ 1 Conditia
— 2
2657;1 < —e¢ se verificd pentru orice § € (0, —_ ”521+46

Pentru a se verifica conditia de mai sus, este suficient sa ludm, pentru
2
e > 0dat, i(e) € <O,min{2, “lr — S0 })

5. Limita infinita hmO (j +1y)2 = oo se incadreazd in Definitia 4.1.5.

y—1

Ca urmare, avem lin% &‘f 1y)'2 = oo dacd si numai dacd se verifica
y—1
conditia
Ve >0,35(e) > 0:V(x,y) € R% y # 1, (xy) # (0,1),
| X | < 6 x + v
{ | y-1 | < — > €.

Fie un ¢ € (0, %) si fie un punct oarecare (x,y) € R? astfel incat y #
1, (xy) # (0,1 si x| <6,y 1] < 5 Atunci, x* < 52 $0<1-—

6 <y <1+ §sicaurmare, ;r L> 25 Condlt;la 5225 > € se
_ / 2
verificd pentru orice § € (0, 1+6721+46

Pentru a se verifica conditia de mai sus, este suficient s& luam, pentru
2
e >0 dat, §(¢e) € <O,min{2, —Lt —— L4 }>

6. Se procedeazi exact aseméanétor ca mai sus. l
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Observatie. 1. Pentru o functie f : D — R, unde D C R? (sau R3
sau, in general, RP), limita lim f(x,y) = ¢ prezinta 3 cazuri diferite,
y—b

dupd cum £ este finit sau +oo. Acestea au fost ilustrate mai sus.
2. Din cele de mai sus se poate deduce urmatoarea schema de aplicare
a definitiei € — § a limitei unei functii intr-un punct. Ne situdm in
cazul ¢ finit. Pentru un § > 0 si (x,y) € D astfel incat (x,y) #
(ab)si|x—a|<d,|y—Db]| <4, inexpresia | f(x,y) — £ | punem
in evidentd pe | x —a | si | y—b | si facem majorarea | f(x) — ¢ |
< F(d). Punem conditia F(J) < ¢ si rezolvim aceastd inecuatie cu
necunoscuta ¢, obtinand solutia ¢ < g(e). Luand d(e) in intervalul
(0,g()), conditia din definitie se verifici si ca urmare am demonstrat
ca lim f(x,y) = £.

vy —b
In cazul in care ¢ = oo, se procedeazi aseminitor, cu modificarea
cd in expresia f(x,y) — ¢ punem in evidentd pe | x —a | si |y —b |
gi facem minorarea f(x,y) — ¢ > F(4). Punem conditia F(4) > ¢
si rezolvim aceastd inecuatie cu necunoscuta 4, obtinand solutia &
< g(e). Luand d(¢) in intervalul (0,g(¢)), conditia din definitie se
verifica si ca urmare am demonstrat ca lim f(x,y) = oc.

y —b
In cazul in care £ = —oo, se procedeazi aseminitor, cu modificarea
cd in expresia f(x,y) — ¢ punem in evidentd pe | x —a | si |y —b|
gi facem majorarea f(x,y) — ¢ < F(d). Punem conditia F(J) < —¢
si rezolvim aceastd inecuatie cu necunoscuta 4, obtinand solutia &
< g(e). Luand d(¢) in intervalul (0,g(¢)), conditia din definitie se
verificd si ca urmare am demonstrat ca lim f(x,y) = £.

y—b

Problema 7

Folosind Criteriul lui Heine, si se arate c&
1. 11{1} sin ﬁ existd; sa se determine limita;
y—0
2. lim sinﬁ nu exista.

x—0
y—0

Rezolvare. 1. Fie ((xn,y,)), un sir oarecare de vectori din R?
(Xn,¥n) # (1,0) V n € N gi astfel incat lim (x,,yn) = (1,0). Aceasta
inseamnd c& lim x, = 1 si lim y, = 0. Ca urmare, lim (x2 + y2)

= 1 si atunci, lim sin ﬁ = sin 1. Conform Criteriului lui Heine
n

Jn
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(Teorema 4.1.1), lirr% sin ﬁ exista si este egald cu sin 1.
b )

y—0

2. Prin reducere la absurd. Presupunem c& liné sin — _— exista. Fie
=
y—0
¢ = lim sin 41— (care este finitd, pentru cd functia sin —L— este
x —0 X +y X7 +y
y—0

marginitd). Conform Criteriului lui Heine, ar trebui ca pentru orice
sir ((xn,¥a)), de vectori din R?, (x,,ys) # (0,0), V n € N si astfel incat
lim (x,,yn) = (0,0) s& avem lim sin ﬁ = (. Fie sirul de vectori

din R? cu termenul general (x,,y,) = (\/%, 0). Se vede c& (xy,yn) #

(0,0) Vn € Ngi lim (x,,yn) = (0,0) si, in plus, lim sin ﬁ = lim
sin n7 = 0. Deci, £ = 0. Fie acum sirul de vectori din R? cu termenul

general (x/,y}) = (\/ﬁ, 0). Se vede c& (x),y5) # (0,0) Vn € Nsi
lim (x],y.,) = (0,0) si, in plus, lim sin W = lim sin (2n7 +
%) = 1. Deci, £ = 1, ceea ce contrazice rezultatul obtinut anterior.
Contradictia aratd cd limita 1% sin ﬁ nu exista. W

y—0
Observatie. Folosirea Criteriului lui Heine in probleme privind exis-
tenta limitei unei functii intr-un punct se face dupa modelul urmator:
O functie f : D — R, unde D C R? (sau R? sau, in general, R?) are
limita £ in punctul (a,b) € D’ dacd se verificd conditia: oricare ar fi
sirul ((xu,yy)), de elemente din D, diferite de (a,b) si astfel incat lim
(Xn,¥n) = (a,b), avem ¢ = lim f(x,,yn).
Folosirea Criteriului lui Heine in probleme privind inexistenta limitei
unei functii intr-un punct se face dupa modelul urméator: O functie
f: D — R nu are limitd (nu are limita ¢) in punctul (a,b) € D’
dacd se verifici conditia: existd un gir ((x,,y,)), de elemente din
D, diferite de (a,b) si cu limita (a,b) si astfel incat lim f(xp,yn)
nu existd (respectiv, nu are limita ¢). Practic, se determind doud
siruri ((x},,y2)), , ((x,y)), din D, convergente la (a,b) astfel incat
lim f(x),y’) si lim f(x//,y/) sunt diferite intre ele (respectiv, una

dintre ele diferita de ¢) (acum, sirul ((xy,y,)), este sirul intercalat
(x1,51), (0557 (x2,52), (55,92 ) 5001

Problema 8

n

1). Pentru functia f : [0,27] — R?, f(t) = (cost,sint), si se
calculeze tlin(l) f(t) si tlim f(t).
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2). Pentru functia
£: B2\ {(0.0)} — R, f(xy) = (5257 xsin 257 )
si se calculeze lim f(x,y) si lim f(xy).

y—0 y—2

3). Pentru functia
£1 RO\ {(00)} — B2, f(xy) = (L2l o),

x? + y? + 22
si se calculeze lim f(x,y,2) si lim f(x,y,2).

y—0 y—1
72 —0 z—0

Rezolvare. Conform Corolarului 4.1.1, limita unei functii vec-
toriale se face pe componente. Asadar,

1. lim f(t) = lim (cost,sint) = (lim cost, lim sint) = (1,0),
t—0 t—0 t—0 t—0

lim f(t) = tlim (cost,sint) = (tlim cos t,tlim sin t) = (-1,0).

t—m —T

2. Avem lim f(x,y) = lim (X2Xfy2 ,xsin Yy,2> = (0,0), pentru c&

y—0 y—0

; .
| = e | < 2 lyl = Osilafel,
y—0
xsin | =[x sin 27| < I — 0.
0

2
. _ . Xy . Xy _ 4 . 2
La fel, 1112 f(x,y) = 1111} (x2 T, Xsin y2> = (5,sin £), pentru

y—2 y—2
2
o 1. Xy 4 s . Xy i 2
ca 1{1} iy = 5§ 11£I} Xsin =7 = sin g.
y—2 y—2
. T 1 — cos (1 - cosz) _
3. Avem 113% f(x,y,z) = 1% (W’QZ) = (0,1), pentru
y—0 y—0
z—0 z—0
s lim 1- cos(l— cosz) __ lim 1-cos(l- cosz) (1- cosx)?
X=0 x? + y? + z? - x=0 (1 - cosx)? x? + y? + z?
;HD lﬂO
s2x)2 .
1 . (251n 5) o sin § <4
2 115,% X2+y2+zz_2ili% x x2 + y? + 72 0
F —0
A
si, evident, lim e* = 1.
ey
z—0 .
S-au folosit limitele fundamentale lim % = %7 lim St — o
t—0 x—0 x
. . . . . o . 4
limita functiei compuse precum si faptul ca hII(l) o ;2 —= =0,
e

y—0
z2—0
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x* 2 x2 2
T2z SX mrpgigzsx 0.0
y—0
z—0
Observatie. In calculul limitelor functiilor de mai multe variabile, se
folosesc, adaptate corespunzator, regulile de calcul a limitelor functii-

lor de o variabila reala.

pentru ca 0 <

Problema 9
Se considera functia f : R? — R definitd prin
H(xy) = (X—l—y)(cos%—i—sin%), x#£0¢ly # 0
’ 0, x=0sauy =20

Sa se determine multimea punctelor de continuitate ale functiei.
Rezolvare. Studiem continuitatea functiei f intr-un punct (a,b)

€ R2. Vom folosi Criteriul lui Heine (Teorema 4.2.1) privind continu-

itatea unei functii intr-un punct. Deosebim patru cazuri, dupd cum

a gi b sunt nule sau nenule.

Cazul a # 0 si b # 0. Atunci, f(a,b) = (a + b)(cos 1+ sin ) Fie

(Xn,yn) un gir arbitrar din R2, convergent la (a,b). Fier = v/a2 + b?
si sfera S((a,b),r) = S. Existd rangul ng € N astfel incat (x,,yn) € S
pentru n > ng. Pentru un astfel de n, avem

f(xn,yn) = (xn + yn)<cosi + sin %)
Ca urmare, lim f(x,,y,) = f(a,b). Acum, Criteriul amintit aratd c&
functia f este continud in punctul (a,b).
Cazul a # 0 i b = 0. Atunci, f(a,b) = 0. Fie sirul (y,), convergent

la 0, definit prin y, = W Deoarece
2

lim f(a,y2,) = a(cost + 1) si lim f(a,your1) = a(cost — 1),
rezultd cd lim f(x,,y,) nu existd. Acum, Criteriul amintit aratd ca
functia f nu este continud in punctul (a,b).

Cazul a = 0 g1 b # 0 este similar cu cel anterior.
Cazul a = 0 51 b = 0. Atunci, f(a,b) = 0. Fie (x,,yn) un sir arbitrar
din R?, convergent la (0,0). Avem

P :{ (x,+yu)(cos -Fsin =), xu # 0,y, # 0

e 0, x, =0sauy, =0
Se constatd cu ugurintd cd pentru orice n € N are loc inegalitatea |
f(xn,yn) | < 2| xy + yn |- De aici rezultd imediat cg lim f(x,,y,) = 0
= f(a,b). Criteriul amintit aratd ci functia f este continud in (a,b).
In concluzie, multimea punctelor de continuitate ale functiei f este
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D =R*\ {(x,0) | x# 0} U{(0y) |y # 0} ®
Observatie. Criteriul lui Heine si diverse variante ale lui sunt des
utilizate in probleme privind continuitatea unei functii intr-un punct.
Este indicat a fi folosit in probleme privind discontinuitatea unei
functii intr—un punct, dupd modelul urmaétor:

O functie f : D — Y este discontinua intr—un punct a € D daci se
verifici conditia: existd un sir (x,) din D, convergent la a si astfel
incat lim f(x, ) ori nu exista ori, dacd existd, este diferita de f(a).
Practic, se determind doud giruri (x),) (x/) din D, convergente la a
astfel tncat lim f(x/) si lim f(x!') sunt diferite ori intre ele, ori de f(a).
(acum, sirul (x,) este girul intercalat x},x{,x},x7,...).
Stabilirea continuitatii unei functii intr—un punct se poate face si cu
definitia (in diversele ei variante — cu vecindt&ti sau e —¢) sau folosind
proprietatile functiilor continue.
Astfel, continuitatea functiei f in (0,0) inseamnd verificarea conditiei
din Definitia 4.2.5:

o x| <9
Ve > 0,36 > 0,V(x,y) € R { v <o
Pentru aceasta, fie un § > 0 si fie un punct oarecare (x,y) € R? astfel
incat |x| < 4 si |y| < §. Atunci,

| Hxy) - £0,0) | <2/ x +y | <2 x|+ ]y ) < 4.

De aici se vede ca conditia din Definitia 4.2.5 se verifica daca pentru
e>0datseiad = §.
In sfarsit, in cazul a # 0 si b # 0, pentru a arita cd functia f este con-
tinud in punctul (a,b), proceddm astfel: pe vecinitatea S a punctului
(a,b), functia f este definitd prin

f(x,y) = (x+y) (cos% + sin %) .
Astfel, f apare ca un produs de doud functii continue: o functie poli-
nomiala si o functie suma de functii trigonometrice compuse cu functii
rationale. Cum produsul a doua functii continue este o functie con-
tinud, functia f este continud pe S si cu atat mai mult in (a,b).

= | f(x,y) — £(0,0) |< e

Problema 10

Se considera functia

f: R2= R, f(x,y) = Dles?, dacix # 0,y € R
T 0, dacix = 0,y € R

i). S4 se studieze continuitatea partiald;
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ii). S& se studieze continuitatea dupa o directie in origine;

iii). Dacd A = {(x,y) € R? | y = x?}, s se studieze continuitatea
relativ la multimea A in origine.

iv). S4 se studieze continuitatea functiei.

v). Se poate prelungi f prin continuitate in origine?

vi). S& se studieze continuitatea uniforma a functiei.

vii). S& se studieze existenta limitelor iterate ale functiei intr-un
punct (a,b).

Rezolvare. i). Conform cu Definitia 4.2.11, functia f este
continud partial in raport cu variabila x (sau y) in punctul (a,b)
dacd f este continud dupd directia axei Ox (respectiv Oy) in punctul
(a,b). Avand in vedere Definitiile 4.2.8 si 4.2.10, fie Ay (respectiv
Ay) dreapta ce trece prin (a,b) si este paraleld cu Ox (respectiv Oy).
Ecuatia ei este y = b (respectiv x = a). Restrictia functiei f la dreapta

bl o5 5
Aj este fa, : R = R, fa, (x) = 672e * gzzgi f 8

iar restrictia la dreapta Ay este fa, : R = R, fa,(y) =0 cand a =0
A

sifa, - R = R, fa,(y) = e 2 cand a # 0.

Din lim fa, (x) = fa, (a) pentru fiecare a € R, rezultd ca functia f

9

este continud partial in raport cu variabila x in punctul (a,b).
Pentru a = 0, avem hn% fa, (y) = fa, (b) = 0, pentru fiecare b € R;
y'*)

rezultd cd functia f este continud partial in raport cu variabila y in

punctul (0,b).

Pentru a # 0, avem hnﬁ fa, (y) = fa, (b), pentru fiecare b € R; rezulta
y—)

cd functia f este continud partial in raport cu variabila y in (a,b).
Asadar, functia f este continud partial in raport cu variabila y in
punctul (a,b).

Concluzia este ci functia f este continud partial in fiecare punct (a,b)
din R2.

ii). Avem in vedere Definitia 4.2.10 privind continuitatea dupd o
directie in origine. Din cele spuse mai sus, functia f este continua
dupé directia axelor Ox si Oy in origine. Fie acum A : y = mx, m
# 0, o dreaptd oarecare care trece prin origine, diferita de axele de
coordonate. Restrictia functiei f la dreapta A este

|| [m |

fAIRHR,fA(X): ] © KT, dacax # 0
07 dacix = 0
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Acum, avem lir% fa(x) = tlim tet = 0 = fa(0), adicd restrictia
X— —00
functiei f la dreapta A este continud in 0. Conform cu Definitia
4.2.10, functia f este continud dupa orice directie in origine.
iii). Avem in vedere Definitia 4.2.8 privind continuitatea relativ la o
multime a unei functii. Restrictia functiei f la multimea A este
1 o
e dacd (x,y) # (0,0)
fa: A—>R = ’ ’ ’
A — K, A(XaY) { 0’ dacs (X,y) — (0’0)

L ceea ce aratd ci restrictia functiei f

Este clar c& lir% fa(xy) = e
g

la A nu este continug in (0,0).

Concluzia este ca functia f nu este continua relativ la multi-mea A in

origine.

iv). Din cele spuse imediat deasupra, rezultd ci functia f nu este

continud in (0,0) (vezi Remarca 4.2.4). De altfel, din lim f(J=, ) =

e ! si Criteriul lui Heine (Teorema 4.2.1), avem aceeasi concluzie.
Fie acum un punct (0,b) din R?, b # 0. Fie (x,,y,) un sir de puncte
din R2, convergent la (0,b). Aceasta inseamn#, conform Teoremei

3.1.7, ca lim x, = 0 gi lim y, = b. De aici, lim ‘1‘2“ = 00 i, tindnd

cont incd o datd ci t1im te® = 0, avem lim f(xn,gln) =0 = f(0,b).
—00

Asadar, functia f este continua in punctul (0,b) din R?, b # 0.

Fie acum un punct (a,b) din R2 a # 0. Pe o vecinitate sfericd a
acestui punct, cu raza suficient de mica, functia f este o compunere
de functii continue: functia u(x,y) = L%‘ gi functia v(t) = tet. Ca
urmare, f este continud pe intreaga aceasta vecinatate.

Concluzia este ci functia f este continud pe R? \ {(0,0)}.

v). Avand in vedere cele spuse mai sus la pc. ii) si iii) si tinand
cont de Propozitiile 4.1.1 gi 4.1.2, rezultd ca functia f nu are limitd
in origine. Ca urmare, (vezi Definitia 4.2.7), functia f nu se poate
prelungi prin continuitate in origine.

vi). Am tras mai sus concluzia ci functia f este continui pe R? \
{(0,0)}. Conform cu Teorema lui Cantor (Teorema 4.2.10), functia f
este continud uniform pe orice multime compacta din R? \ {(0,0)}.
Mai mult, se poate ardta ca functia f este continua uniform pe orice
multime marginitd din R? \ {(0,0)}.

Ardtam ci functia f este continui uniform pe R? \ [-r,r] x [1,1],
pentru fiecare r > 0.

(Schitd). Prin calcul direct, se constatd ci functia f este derivabild
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partial pe [0,00) x [0,00) \ {(0,0)} si (vezi Remarca 5.1.1)
Yoo ¥y

df( y) = —ieAZ—&—XQX—eT?,X;éOyZO
’ 0, x =0,y >0
[l .y
8f< y) = Lex - %eiZ, x # 0,y >0
0, x =0,y >0

Avand in vedere inegalitatea t“e * < M = const. pentrut > 0si k =
1, 2, se constatd ci aceste derivate partiale sunt marginite pe fiecare
din multimile [r,00) X [r,00), [0,r] X [r,00), [r,00) X [0,r].
Folosind acest rezultat si Teorema lui Lagrange privind functiile reale
derivabile (vezi gi Remarca 5.4.3), se constatd ci functia f este lip-
schitziand pe fiecare din aceste multimi. Ca urmare (vezi Propozitia
4.2.2), functia f este continud uniform pe fiecare din aceste multimi si
deci si pe reuniunea lor. Din simetria functiei fata de axele de coor-
donate, la fel este functia gi pe celelalte cadrane. Din toate acestea,
avem c& functia f este continui uniform pe R? \ [-r,r] x [-1,r], pentru
fiecare r > 0.
vii). Avem in vedere Definitia 4.1.13 privind limitele iterate ale unei
functii intr-un punct si obtinem:
— limita partiald in raport cu x a functiei f in punctul (a,b) este
Syl o

lim f(x,y) = { e dacia 70 _ fay), yeR,

x—a 0, dacaa = 0
— limita partiald in raport cu y a functiei f in punctul (a,b) este

b o & 5
lim f(x,y) = ¢ x2°© 2, dacix #£ 0 _ f(x,b), x € R.
y—b 0, dacix = 0
De aici,
bl o5 5
lim <11mf( )) —{ gz¢ =, dacda #£0 f(a,b)
x—a \y—b 0, dacia = 0

Ed
|
N

. . _ Se a? _
yh—I}% (i%f(x,y)) B { 5, daca a = 0 f(a.b),

ceea ce aratd ca f are limite iterate in fiecare punct (a,b) din R2. W

Observatie. Functia f este un exemplu de functie care are limite
iterate in origine, este continua partial in origine dar nu este continua
in origine (nu are nici micar limitd in origine).

Observatie. Mai trebuie demonstrat ci daci f este continud uniform
pe doud multimi, atunci ea este continuéd uniform si pe reuniunea lor.
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Problema 11

Dat fiind € > 0, s& se determine un §(g) > 0 satisficand conditia
de continuitate uniform& pentru functia

f:(0,1) x R x (-1,1) — R?, f(x,y,2) = (ex cosYy, zesmy) .

Rezolvare. Avem in vedere Definitia 4.2.14, adaptata tipului de
functie din enunt. In Definitie, considersm d; si ds ca fiind metricile
induse de sup—normele pe spatiile R? si respectiv R?. Asadar, functia
f este continud uniform pe multimea D = (0,1) x R x (-1,1) Cc R?
dacd, pentru orice € > 0, existd d(¢) > 0 astfel incat, pentru orice
(x1,y1,21) 81 (x2,y2,22) € D cu | x1 —x2 | < (e), | y1 — y2 | < d(e),
| 21 — 22 | < d(¢), sd avem

| €1 cosys — e*2 cosys | < g, | z1e5MV1 — z9e50Y2 | < e
Fie f1(x,y,z) = €* cosy prima functie componentd a lui f. Avand in
vedere Formula lui Lagrange pentru functii de mai multe variabile
reale (vezi Remarca 5.4.3), pentru (x,y,z) si (a,b,c) din D, avem

f1(x,y,2) — fi(a,b,c) = efcosn (x — a) — eSsinn(y — b),
cué €axsin€ by.
Analog, pentru fa(x,y,z) = ze®™¥, a doua functie components a lui f,
avem

fa(x,y,2) — f2(a,b,c) = Bcosae’™¥(y — b) + 5" %(z - ¢),
cua €bysifjecz
Observand acum cd cele patru derivate partiale de mai sus sunt margi-
nite in modul pe D de numarul M = e, avem

| ¥t cosyr —e*2cosys | S M(| x1—x2 | + [ y1 ¥y |)

| 2™V —zpe™ Y2 [ < M(| vy —yo | + | 21 —22 |).
Se vede de aici ca daca se alege §(¢) = 5, atunci conditia de conti-
nuitate uniforma pentru functia f pe domeniul sdu de definitie D se
verificd. B
Observatie. In fapt, s-a aritat ci fiecare functie componenti a
lui f este continud uniform pe multimea D, iar §(¢) cerut este min-
imul dintre cei doi d(¢), cei corespunzitori celor dous componente ale
functiei.
In general, o functie f = (f;,fa,...f;) : D C RP — RY este continua uni-
form pe multimea D daca si numai daca fiecare componenta f;,fs,...f,
este continua uniform pe D.
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Observatie. Teorema lui Cantor (Teorema 4.2.10) aratd ci intr—o
situatie speciald pentru domeniul de definitie D, o functie continua
f: D C RP — R poate fi chiar continua uniform pe D.

Alte situatii speciale sunt prezentate mai jos:

a). Fie I C R un interval necompact. O functie continud f: I — R
care are limite finite in capetele intervalului I este continu& uniform.
b). Orice functie continud f : R? — R% care este periodicd in raport
cu fiecare variabila, este continud uniform pe RP.

Observatie. Se poate demonstra cd functia f este continud uniform
pe multimea D si altfel:

Varianta 1. Fie mai intai fy restrictia functiei f la multimea (0,1)
x [0,27r] x (-1,1) ¢i apoi f; prelungirea prin continuitate a lui fy pe
multimea Q = [0,1] x [0,27] x [-1,1]. In sfarsit, fie f, prelungirea
prin 27 — periodicitate in raport cu variabila y a lui f; la multimea
D = [0,1] x R x [-1,1]. Deoarece multimea  este compacta, con-
form Teoremei lui Cantor (Teorema 4.2.10), functia continud f; este
continud uniform pe multimea 2. Avand in vedere cele de mai sus,
functia f, este continud uniform pe multimea D. Ca urmare, restrictia
sa la D, adica functia f, are aceeasi proprietate.

Varianta 2. (Schitd). Functia exponentiald si functia de gradul intai
ce apar in expresia lui f sunt continue uniform pe intervalele deschise
corespunzatoare pentru cd se pot prelungi prin continuitate pe in-
tervalele compacte corespunzatoare. Celelalte doua functii sunt con-
tinue uniform pe R deoarece sunt continue gi 27 — periodice pe R.
Mai folosim proprietatea ca produsul a doua functii continue uniform
si marginite este o functie continud uniform pe multimea respectiva.
Ca urmare, componentele lui f, deci gi f, sunt functii continue uniform
pe D.

Problema 12

Pentru functia f : R? — R?, definitd prin

2 ,
f(va) _ (\/x);y_‘_iyzaxz):}ﬂ)7 (X7Y) 7& (070)
(0’0)7 (X7Y) = (0’0)
sd se determine multimea punctelor de continuitate C, multimea
punctelor de derivabilitate partiala D precum si multimea punctelor
de diferentiabilitate E.
Rezolvare. a). Studiem continuitatea functiei. Fie (a,b) #

(0,0) un punct din R2. Pe o vecinitate sfericd S de razir < /a2 + b*
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72
a acestui punct, cele doud componente ale functiei, f; (x,y) = \/%
X< +y
si fo(xy) = ﬁ, sunt functii continue, fiind compuneri de astfel
de functii: functii polinomiale, functia ragionala *, functia radical.
Ca urmare, functia f este continua pe S. Studiem acum continuitatea
functiei in origine. Pentru prima componenta, avem

0< < max{| y* [,| xy [} — 0

y—0

Xz + y2
ceea ce aratd cd f; este continud in (0,0).
Pentru a doua componenta, avem ca lim fg(%, %) nu exista, ceea
ce aratd cd fy nu este continug in (0,0) (de fapt, nu are nici macar
limitd in acest punct).
In concluzie, multimea punctelor de continuitate a functiei f este
C =R?\ {(0,0)}.
b). Studiem derivabilitatea partiald a functiei. Fie (a,b) # (0,0) un
punct din R2. Pe o vecinitate sferic S de razi r < Va2 + b? a aces-

2
tui punct, cele dousi componente ale functiei, fi(x,y) = ——=L— si
) ) ) /X2 + y2

fa(x,y) = ﬁ7 sunt functii derivabile partial (vezi Definitia 5.1.2),
fiind compuneri de astfel de functii: functii polinomiale, functia ration-
ala ¥, functia radical. Ca urmare, functia f este derivabila partial pe
S (vezi Definitia 5.1.5). Avand in vedere regulile de derivare partiald
(vezi Remarca 5.1.2), avem derivatele partiale in raport cu variabilele
x gl y ale functiilor f; si f5 pe multlmea Do = R%\ {(0,0)}:

y2y/x2 + y2 - xy2
/7 v

on _

Ox x2 + y? (x2 + v2)\/x2 + y2’
2 ;2 2 y

o, _ DYVEAY IS ekt Y

Oy x2 + y? (x2 + y2)/x2 + y2’

oy _ y(* +y%) - 2%y y(y? - x7)

o &2+ y2)2 = &7 y2)2a

Ofy x(x2 + yz) “oxy?  x(x2 -y )

oy (x2 + y2)2 - (x2 + y2)%-

Avand in vedere Definitiile 5.1.4 gi 5.1.5, avem, pe Dg,

— derivata partiald a functiei f in raport cu variabila x,
4

PO iy

(x? + },2)\/}(2 T2 (x4 y?)?
— derivata partiald a functiei f in raport cu variabila y,
of _ xy(2x® + y?) x(x? —y%) \ .
aiy(Xay) - ((x2 N y2)\/x2 " y27 2 +y2)2 )
— derivata functiei f (sau matricea lui Jacobi a functiei f),
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v xy(2x® + y?)

2 R %<2 .
flxy) = | ©& ﬁ,&?/,’fi)* v2 o ( * (122>>/Y§)+ y2

Studiem acum derivabilitatea partialf a functiei in origine. Incepem
cu componentele functiei. Urmand Definitia 5.1.1 si Remarca 5.1.1,

%1(0,0) = lim BV LD — gy 0 = g,
ox x—0 x x—0 ¥
%(0,0) = lim 220000 — 1y 0 =,
J y—0 y—0
82(0,0) = lim 222l 200 — im0 — 0,
92(0,0) = 3%7&(07” —L00 - lim ¢ = 0.

Avand in vedere Déﬁnipiile 5.1.4 gi 5.1.5, functia f este derivabila

partial in origine si derivata ei in acest punct este {'(0,0) = ( 8 8 ) .

In concluzie, multimea punctelor de derivabilitatea partiald a functiei
f este D = R2.

¢). Studiem diferentiabilitatea functiei. Deoarece functia nu este
continud in origine, ea nu este diferentiabild in acest punct, conform
Teoremei 5.1.1. Fie acum (a,b) # (0,0) un punct din R2. Pe o vecina-

tate sferici S de razi r < Va2 + b? a acestui punct, derivata partiald
f'(x,y) este continud pe S deoarece cele patru derivate partiale %,
%—?, %, %—fj sunt continue pe S, fiind compuneri de astfel de functii
(vezi Corolarul 4.2.1). Ca urmare, conform cu conditia suficientd de
diferentiabilitate din Teorema 5.1.3, functia f este diferentiabila pe S
si deci pe Dg.

In concluzie, multimea punctelor de diferentiabilitate a functiei f este
E=Dy N

Observatie. De retinut:

e continuitatea este o conditie necesara pentru diferentiabilitatea unei
functii intr-un punct;

e derivabilitatea partiald este o conditie necesard pentru diferentia-
bilitatea unei functii intr-un punct;

Sensul exact al acestor afirmatii trebuie inteles ca in Teoremele 5.1.1
si 5.1.2.

Observatie. Conform cu Definitia 5.1.7, Propozitia 5.1.5 si Teorema
5.1.2, diferentiala functiei f intr—un punct (a,b) € E este aplicatia
liniara df(a,b) : R? — R? a cérei matrice in baza canonicd a lui R?
este f'(a,b).
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Asadar, df(a,b) : R? — R? este definitd prin

df(a,b) (u,v) = (8f1 (a,b)ut 2 (a,b)v, %2 (a,b)u+%—§?(a,b)v)

pentru fiecare (u,v) € R2.
In functie de diferentialele elementare dx, dy, se poate scrie

df(a,b) = (afl (a,b)dx+201 (a,b)dy, 22 (a,b) dx-+ 22 (a,b)dy)
Reamintim c&, de fapt, dlferengialele elementare dX, dy sunt difer-
entialele functiilor proiectie dx = dpr; si dy = dpry si coincid cu
acestea (vezi Remarca 5.1.9):

dx : R? —» R, dx(u,v) = usidy : R? —» R, dy(u,v) = v.
Concret, in punctul (3,4) avem ca df(3,4) : R? — R? este

Af3.4) = (s + Way 5 dx  2ay).

Problema 13

S4 se arate ci functia f : R? — R definitd prin
2

2

f(x,y) = XYHv (xy) # (0,0)

0, (X7Y) = (070)
este diferentiabild pe R2. S se arate apoi ci functia f admite derivate
partiale mixte de ordinul doi pe R? si si se deducs faptul c& cel putin
una dintre aceste derivate nu este continui in origine. In ce puncte

din R? functia f este diferentiabild de doud ori?
Rezolvare. a). Incepem prin a studia diferentiabilitatea functiei

in origine. Din

O<‘xy2_‘rv2

_|XY|‘ 2+y x—o0 ’

¥ —o
rezultd cd functia este continud in origine.
Urméand din nou Definitia 5.1.1 si Remarca 5.1.1, avem

. f(x,0) - £(0, ) — f(0,
50(0,0) = lim 00N = 0, £(0,0) = hm7< 9 100 — o,

ceea ce arata cd functia f este derivabild parglal in origine.

Asadar, cele doud conditii necesare de diferentiabilitate a unei functii
intr—un punct (vezi Teoremele 5.1.1 gi 5.1.2) sunt indeplinite. Con-
siderand acum aplicatia liniar& nuld L : R? — R, L(x,y) = 0, avem
f(x,y) - £(0,0) — L(x,y)

i =1 o xF -yt
119% VaE Ty - hin vy gt
y— y =
pentru ca
2 2
< x* — y? xy X —y? | o _
0= ‘ y(x +32)\/x2+y \/x2+y2 (x2 +y2) _max{|x|,|y|}

Conform Definitiei 5.1.6, f este diferentiabila in origine.
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Studiem acum diferentiabilitatea functiei intr-un punct (a,b) diferit
de origine. Pe o vecindtate sfericd S de razd r < a2 + b? a acestui
punct, functia f este o functie rationald si ca urmare, este deriv-
abild partial pe S (vezi Definitia 5.1.1). Avand in vedere regulile
de derivare partiald (Remarca 5.1.2) si cele spuse mai sus, avem
derivatele partiale in raport cu x gi y ale functiei f:
xty + 4x%y3 - y° 5
8f( ,}’) { (x2 + y2)2 ) daca (XaY) 7é (070)

)

0, dacd (x,y) = (0,0)

x® - ax3y? - xyt <
%(X,y) _ Wa daca (xy) # (0,0)
Y 0, dacd (xy) = (0,0)

Deoarece aceste derivate partiale sunt functii rationale pe S, ele sunt
functii continue pe S. Conform unei conditii suficiente de diferentia-
bilitate (Teorema 5.1.3), functia f este diferentiabild pe S si deci pe
R?\ {(0,0)}.

Mai facem observatia cd pentru (x,y) # (0,0) avem

Xty 4 4x2y3 B X5 4xBy? iyt
0 S (x2 + y2)2 S 3|Y| xj) 07 0 S (x2 + y2)2 S 3|X| Xj) 07
y—0 y—0
ceea ce aratd cd derivatele partiale % si g—; sunt continue pe R2.
Tragem concluzia c& functia f este diferentiabild pe R? si chiar mai
mult, este de clasd C! pe R? (vezi Definitia 5.1.9 si Propozitia 5.1.6).
b). Incepem prin a studia existenta derivatelor partiale mixte de

ordinul doi ale funcyiei f in origine. Conform cu Definitia 5.2.1, avem

of of
of — lim 2 500 e x
21(00) = & (£)(0,0) = lim _ = lim3=1,
or — o E0) B0 _ gy
ZL00) = £ () 00) = g EOD_EOD oy -y

ceea ce arata ca f are derivate partiale mixte de ordinul doi in (0,0).
Studiem acum existenta derivatelor partiale mixte de ordinul doi ale
functiei f intr-un punct (a,b) # (0,0). Peo vecinétate sfericé S de razd

r < v/a2? 4+ b? a acestui punct, derivatele partiale 2 ax si 8 £ sunt functii
rationale gi ca urmare, sunt derivabile partial pe S (vezi Definitia
5.1.1). Ca urmare, functia f admite derivate partiale mixte de ordinul
dorzi pe R%2. Dac# amadoud derivatele partiale mixte de ordinul doi
aia; si a?aix
lui Schwarz (Teorema 5.2.1), derivatele partiale mixte de ordinul doi
8‘?(26} si 6? 8‘X ar fi egale in ori-gine, ceea ce contrazice rezultatele de
mai sus. Asadar, cel putin una dintre derivatele partiale mixte de

ar fi continue in origine, atunci, conform cu Teorema
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ordinul doi 5 a si 8‘9 af nu este continud in origine. De altfel, calcule

simple ne conduc la
6

2 2 «6 A2 _gx2yd _ ¢

8?(78&/(}(7}’) = %(XQ]) = - 9(X}2’ + y92)3y -
pentru (x,y) # (0,0), fapt normal, pentru cd functia f este de clasi
C? pe R2 \ {(0,0)} (vezi Deﬁnit;ia 5.2.9 si Corolarul 5.2.1). Acum,

din lim

L(L0)=1si hm 8x8y L (0,1) = -1, rezultd c4 nici una din

8 7 Ox
derivatele partiale mixte W si % nu este continud in origine.

¢). Deoarece functia f este de clasd C? pe R? \ {(0,0)}, din Definitia
5.2.11 si din Teorema 5.2.2 a lui Young rezulta ca ea este de doud ori
diferentiabild pe R? \ {(0,0)}. &
Observatie. Conform cu Definitia 5.2.12, diferentiala de ordin doi a
functiei f in punctul (a,b) € R? \ {(0,0)} este aplicatia
d?*f(a,b) : R? - R deﬁnita prin
df(a,b) = ZL(ab)dx® + 2,5 (a,b)dxdy + &k (a,b)dy’

Problema 14

Fie functia f : R? — R, de clasi C? si fie functia compusi
F: (0,00) x (0,27) x (0,m1) = R
definita prin
F(p,0,) = f(pcosfsin g, psinbsin g, p cos ).

Sa se arate cza F esge de czlasa C? si verifica identitatea

+gy +gz _gp2 + s11n2<p802 + 12 gip}; ig};—i_(}tp#g%
(exprebla laplaceianului in coordonate bferlce (polare in spatiu)).
Rezolvare. Notim variabilele functiei f prin x, y, z. Consideram
functiile x, y, z : D = (0,00) x (0,27) x (0,m/) — R, definite prin
x(p,0,p) = pcosbsing, y(p,0,p) = psin@sin g, z(p, 0, p) = pcose.
Mai consideram functia vectoriald u care are drept componente aceste
trei functii: u: D — R3?, u = (x,y,z). Functia u este de clasa C? pe
multimea D pentru ca componentele ei, functiile x, y, z, au derivate
partiale de ordinul intéi si doi continue pe D. Cum si functia f este
de clasi C? pe multimea R3, rezultd, conform Teoremei de diferenti-
abilitate a functiilor compuse (Teorema 5.3.2), cd functia compusd
f o u = F este de clasi C? pe multimea D. Tot Teorema amintits ne
da si formulele de calcul pentru derivatele partiale de ordinul doi ale
functiei compuse F. Precizdm c& formulele de calcul pentru derivatele
partiale de ordinul intai ale functiei compuse F sunt date de Teorema
5.3.1. Asadar, avem
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(pﬁ w) & (pcosfsing, psinOsin o, pcos ) = (p, 0, ¢) +
(p cos fsin o, psin fsin o, p cos @) 2L 55 L (p, 0, ) +

(p cos 6sin p, psin 0 sin @, p cos go) (p, 0, ).
Calculim derlvatele partiale ale functiilor x, y, z

ox _ :

aip(p7€790) - COSGSIH@?

ay s .

a*p(pﬁ,tp) = sin sin g,

5E(p,0, ) = cos p.

Facem urmatoarea precizare: de obicei, in formulele anterioare, nu
se scriu punctele in care se calculeaza derivatele, pentru a nu se
supraincérca scrierea. Insd, ele trebuie s& fie prezente tacit. Cu

aceasta, formula de mai sus se scrie
OF _ ot ox 4 of0y 4 Of Oz
ap ox Op Jdy Op 0z Op?
sl ca urmare,
%: aXcosgsmgo—&— L sin @sin ¢ + fcos<,0,
adica mult mai convenabil.

In mod asem#nstor, avem
@_ﬁ@+ﬁ@+3faz
96 — 0x00 " oy o6 ' 9706
)
aF — Otox  Of Oy 4 Of s

Calculdm celelalte dgilgate pgi"t?gle al?; f?lﬁlctulor X, V, Z
g’e‘ = psm@smap, 89 = pcosfsinp, 2 69 =0,
g—z = pcosfcosp, 5 y = psinfcos p, 2 a@ = —psin p,
sl cu acestea
gg psm@smap + 3 pcos@smgo,

gg = 5 pcos@cosgoJr psm@cosgp afpsinap

Trecem acum la calculul derlvatelor partiale de ordinul doi ale functiei
compuse F. Aplicand regulile de derivare a sumei si a produsului
precum si a unei functii compuse, avem

%:%(%) :a%( 005981n<p—|- sm@smgp—i-g— os<p) -
a@p(gf)cosﬁsm(p—&— 55 (gi)smﬁsmgp—i— s (%) cos p =

:(% cosfsingp + WSiHHSiIup + 8‘2282 cosgp) cos 0 sin p +
+(dadf 05931ng0+ 81n9s1n<p+ d‘zgaf COS(p) sinfsin ¢ +
£

+(aa cosfsing + 5o~ sm@smgp + f cos go) Ccos .

In mod asemanétor, avem
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2 . . M
’F _ 9 BF) 880(— %psm@smcp—k%ﬂCOS@Sln@) =

02 96 \ 90
:7%( f)psm&smcp—i— 50 (g—;) pcosfsinp —
7% cosﬁsingof—psmHsmgp:

p
= ( gxzpbmﬁblngp—k ayaxp005951n¢> psinfsinp +

+( ps1n051n<p+ pCOSleH(p)pCOSGSIn(p*
- Epcosﬁsmgof Wpsm@smgo
si, in sfarsit,
g;gz%(g—i):%( pcos&coscp—i— psm9005<p ipsimp):

= % (%)PCOS@COSQ + % (5) psinfcosp — % (E)psingpf

- ﬁ,ocos6’singp - ?—fpsinﬂsingo - ﬁpcosga =

( pcos@coscer psm@coscpf 8‘22&psincp>pcos@coscp+
+ ( pcos&cosgp + p51n9cos<p - a‘zzfypsinép> psinfcosp —

(8X6Zp0089005<p + Byazpsmﬂcosap - %psimp) psinp —

- gpcosﬁsmgo - a—ypsmﬁsmgp - %pcosgp.

. 2 2 2 R
Introducéand derivatele ‘375, ‘375, g—;;, g—};, g—g in membrul drept al

identitét);ii din enunp, se constata ca acesta este egal cu membrul stang
oL 8 Ly a Kol PN identitatii.
Identltatea din enunt este demonstrata. W
Observatie. Formulele care dau derivatele partiale ale functiei com-
puse F = f o u in functie de derivatele partiale ale functiilor ce se com-
pun provin din egalitatea matriceald F’(a) = f'(u(a))-u’(a) (Teorema
5.3.1 de diferentiabilitate a functiilor compuse). In cazul functiilor
din Problema, aceasta egalitate devine
OF OF OF ) _
( dp’ 86" 34,0) -
cosfsingy —psinfsing pcosfcosyp
= (%,g—‘f,%) sinfsing pcosfsing psinfcosp
cos 0 —psing
Alci, derivatele lui F sunt calculate in punctul a = (p, 0, ¢) iar deriva-
tele lui f sunt calculate in punctul
u(a) = (pcosfsing, psinfsin g, p cos ).
Precizém inca odatd cd, de obicei, in formulele anterioare, nu se scriu
punctele in care se calculeazé derivatele, pentru a nu se supraincérca

29



scrierea. Insé, ele trebuie si fie prezente tacit.

In sfarsit, se observa faptul ca in formula generala
OF _ otox 4 0tdy 4 ofon
dp — Ox dp dy Op 0z Op

of 9x

se afld numai termenii de forma 3 3 corespunzdtori variabilelor x
(sau y sau z) ale lui f prin intermediul cirora functia compusi
F(p,0,) = {(pcosfsing, psinfsin v, p cos )
——

X y z
depinde de variabila p. Acesti termeni amintesc de regula de derivare
a functiilor compuse de o variabild reald (g(u(t)))” = g’ (u(t))-w’'(t).
Observatie. Formulele care dau derivatele partiale de ordin superior
ale functiei compuse F = f o u in functie de derivatele partiale ale
functiilor ce se compun se obtin derivand derivatele partiale de ordinul
intai, avand in vedere regulile de derivare ale operatiilor ce apar,
inclusiv a operatiei de compunere a functiilor. Facem cateva precizari
generale, plecand de la una din derivatele de mai sus.

Am avut de calculat % (%) . Alci,

gi = 8f ~(pcosfsin g, psinfsin p, pcos p).
Notam g = §1 atunm derivata d (%) inseamnd derivata

—g(p cos fsin p, psin 9 sin ¢, p cos ).

g0y 4 8g BZ , rdmanand si

dy 0p
— ox Oy 0Oz
inlocuim g = a—x pentru formula generala (si derlvatele 35> D50 Do

Ori, aceasta ebte deja calculata, 8g 6" +

pentru formula particulard din Problemé)
a@p(%)*gfcosﬁsmap+ sm@smgp+da COS .
Mai facem precizarea ca Teorema 5 3 2 privind diferentiabilitatea
functiilor compuse d& formulele de calcul pentru derivatele partiale
de ordin doi ale unei functii compuse. In demonstratia Teoremei sunt
deduse aceste formule, la modul general.

Este recomandat ca aceste formule sa fie deduse de fiecare data,
plecand de la derivatele partiale de ordinul intéi.

Observatie. Pentru o funcpie f de clasé C? i de doué sau trei

Variabile reale, expresia Af = £ + a 9L respectiv Af = —|—

+ d se numeste laplacelanul 1u1 f

9’F 1 1 20F ctgp 9F
Expresm dp? + p2sin? 802 + ra 3@2 p Op + p2 Oy

laplaceianul lui f in coordonate sferlce (polare in spatiu). Problema
aratd cd laplaceianul unei functii de clasd C? nu se schimba (este
invariant) la trecerea la coordonate sferice (polare in spatiu).

se numeste
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Problema 15

;2

4
S4 se calculeze lim 7~ iz + cosy - cos(l - cosx)
x —0

x? + y*

y—0
Rezolvare. Folosim Formula Iui Taylor de ordinul patru pentru
functia de doud variabile f : R? — R, definitd prin
f(x,y) = % - % + cosy — cos(1 — cosx)
(vezi Teorema 5.4.5). Pentru aceasta, calculdm, pentru inceput,
derivatele partiale pand la ordinul patru inclusiv:
a). derivatele partiale de ordinul intai:

of _ s 3 9f _ COSR,
5 = sin(1 — cosx)-sinx — -, 5y =Y — siny;
b). derivatele partiale de ordinul doi:
2 . .
L = cos(1 — cosx)- sin®x + sin(1 — cosx)- cosx — x2,
9%t __ 8%f - .
ox0y = 0, E = = 1 — cosy;
¢). derivatele partiale de ordinul trei:
3¢ . . .
91 = —sin(1 - cosx)- sin®x + cos(1 — cosx)sin2x +

+ 1 cos(l - cosx)sin?x — sin(1 — cosx)sinx — 2x,

3f  _ _
x2dy O’ dxdy 0’ 6 3 - SlIly,
d). derivatele partiale de ordinul patru:

g% = cos(1 — cosx)(~ sin®x + 3cos2x — sin’x) +

+ sin(1 - cosx) (f 4sin2xcosx — sinxsin2x - cosx) - 2,
4
ot 0

axFoy ax23y =0, axay = cosy.
Calculdm valoarea lui f si a derivatelor parglale de mai sus in punctul

(0,0) si scriem Formula lui Taylor amintita:
2
fxy) = 4 (x" +¥') + wly) (= +5)",
unde w este o functie contlnua si nuld in (0,0).

Acum, calculdm limita:
2

_0 a4f

N _x4
. Y -~ X4 cosy — cos(1l — cosx) . f(x,y)
P 12 ) —
lim T Ty = lim 7
y—0 y—0
i(x‘1 + V4) + w(x y)(x2 + Vz)z
= lim # - : - =

X0 x4+ y*

y —o

. x2 + y2 ?
= )l(l_r;(} (i, + UJ(X7Y)(X4+y4)) = %7
y—0
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NeRT);

pentru ci |w(x,y) 1| < 2w(xy)| = 0.

¥y —0
In concluzie, limita cerutd este 2—14. |

Observatie. Pentru calculul limitelor functiilor de mai multe vari-
abile, nu existd o Teorema de tip I’Hopital.

Metoda de mai sus suplineste aceasta lipsa.

Problema 16

Sa se determine punctele de extrem local ale functiei
f:R2 SR, f(xy) = (x + y)e~ &+
Rezolvare. Functia f este de clasi C' pe multimea deschisa
R2. Conform Teoremei 5.4.6 (Fermat), punctele de extrem local ale
functiei f se afla printre punctele stationare ale sale, adicd printre
solutiile sistemului (S) : 25 (x,y) = 0, gv( ) = 0.
Calculdm derivatele partiale:
%(X,y) = (1-2xy —2x%)e ~ (o + %)

2 (xy) = (1-2xy - 25%)e ~ 2 37,

Sistemul (S) devine
) 2xy + 2x2 =1

o { i Tl
pentru cad exponentiala nu se anuleaza.
Scazand ecuatiile sistemului, rezulta cé y = + x gi ca urmare, solutiile
sistemului sunt : a = (3,1) sib = (-3,-3).
Pentru a stabili daci aceste puncte stationare ale functiei sunt puncte
de extrem local, folosim conditia suficientd de extrem datd de Teo-
rema 5.4.7, conditie care pentru functii de doua variabile este pre-
cizatd exact in Remarca 5.4.6. Pentru aceasta, calculdim mai intéi
derivatele partiale de ordinul doi ale functiei:

32 Lxy)=e~ (x* +y?) (4X2y +4x3 — 2y GX) ,
8Zf( y) =e” 00 (4xy? + 4y® - 2x - 6y),

2 2
axay (xy) =e” XYY (4X2y + dxy? — 2y — 2X)
si apoi valorile lor in punctele stationare a si b ale functiei:

2 2
A=EG D= F N - FE D -k
9%t /1 1 1 azf Lo
B=ga(2:3) =B =g5,0373) = 5%
9% 1 1N _ 3 9% 11y 3
C=or(2) =% U =amhm) =7



In punctul a avem A = B2 -~ AC = 72 < 0, ceea ce aratd ca a

este punct de extrem local pentru f gi anume, punct de maxim local,
pentru cd A < 0. Valoarea maxim4 locald a functiei este

fmaxloc = f(%v %) = ﬁ~
In punctul b avem A = B2 - AC = 7% < 0, ceea ce aratda ca b
este punct de extrem local pentru f si anume, punct de minim local,
pentru cd A’ > 0. Valoarea minima locald a functiei este

fminloc = f<7%77%) = 7ﬁ~ |
Observatie. Conditia suficients de extrem din Teorema 5.4.7 este
datd in termeni de diferentiala a doua sau in termeni privind ma-
tricea hessiand " a functiei in punctul stationar supus studiului (vezi

Remarca 5.4.5).
Problema 17

S4 se determine extremele functiei implicite z = z(x,y) definita
de ecuatia z> + z + 20(x*> + y?) - 8(xy + x + y) = 0.

Rezolvare. Fie (xg,y0) un punct de extrem local pentru functia
implicitd z = z(x,y) definitd de ecuatia din enunt. Atunci, (xg,y0) este
punct stationar pentru functia z (Teorema 5.4.6 a lui Fermat), adica

=0 0n _ = 0. Cum functia z este definitd de ecuatia F(x,y,z) = 0,

» Oy
d1n TFT (Teorema 5.5.1) rezultd ci gF =0, aF = 0. Asadar, x¢, yo
si z9 = z(x0,y0) sunt solutii ale sistemului

(S) : F(X7Y7Z) - 07 gli 07 gf 7 Bz 7& 0

Concret, in Problem3, acest sistem este (se subintelege, F este mem-
brul stang el ecuatiei din enunt)

P 4z+200 +y2)-8xy+x+y) =0

(S): ¢ 40x -8y -8 =0
40y — 8x — 8 =0
si are o singura solutie: x = i, y = i, z = 1.

Observim ci pentru orice (x,y,z) € R3, 2L (x,y,z) = 322 + 1 # 0.
Din cele spuse mai sus se constatd cu usuringd (Teorema 5.5.1 TFI)
cd ecuatia datd admite o singurd solutie z = z(x,y) pe o vecintate
Up a punctului (%, 1) astfel ca z(3,%) = 1 si este de clasi C2. In
plus, punctul ( ) este punct stationar pentru aceastd functie. Tot
din TFI avem

2 (x,y) =

41

= (Y2 (xy) _ 40x — 8y -8
L(xya(xy)) 3z2(x,y) + 17

lo|Q
%%’\
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) dF(XY;( Y))_74()yfgx,g

YT T Ty | 3Gy D

pentru fiecare (x,y) € Uy,

Folosind formulele de derivare ale functiilor compuse (vezi Teorema

5.3.1), se obtin derivatele partiale de ordinul doi ale funct;iei z:

84(

92y . 40(322(x,y) + 1) (40x — 8y - 8)6z(x,y) & (x,y)
axr (xy) == @22(cy) + 1 :
0% _40(322(x,y) + 1) - (40y - 8x - 8)62(x,y) §- (x,y)
oyt (6) = - G2 (5y) + 1) ’
82z _ 778(3z2(x,y) + 1) ~ (40y — 8x — S)GZ(X,y)g—;(x,y)
gy (5Y) = G2 (xy) + 1)
2 2 2
s cn vmare, 251, 3) = 10, (51 = 10, Za( h =2

De aici i din Teorema 5.4.7 (si Remarca 5.4.6) tragem concluzia ca
punctul (1 1 4) este punct de extrem local pentru functia z si anume
punct de maxim. Valoarea maxima locald a lui z este
Zmaxloc = Z(}U i) =1L
Facem urmatoarea observatie: din identitatea
23(x,y) + 2(xy) + 20(x* + y*) — 8(xy + x +y) =0,
valabild pentru fiecare (x,y) € U, rezultd cd
(1-2x3)) (22 (e )+ 2(63)+2) = (D)2 + (dy-1)2 + 4xv)2,
ceea ce aratd cd z(x,y) < 1, V z(x,y) € Up.
Aceasta aratd ci punctul (: I }1) este punct de maxim absolut pentru
functia implicitd z = z(x,y). B
Observatie. Se poate intampla ca sistemul (S) de mai sus si aibd
mai multe solutii (xq,y0,20). In acest caz, se studiazi dacd functia
implicitd z = z(x,y) definitd de ecuatie si de fiecare conditie initiald
z(x0,y0) = 7o, z de clasi C2, are un extrem local in (xg,yo).

Problema 18

Sa se arate ca sistemul
XHy2 422 4+t2-4x-6 =0
x3 -y 423 —t3 -3z =0
definegte pe o vecindtate a punctului (0,1) functiile z = z(x,y), t =
t(x,y) care verificd conditiile z(0,1) = 2, t(0,1) = 1 si care sunt de
clasi C*°. Este punctul (0,1) punct de extrem local pentru functia
z? S& se scrie ecuatia planului tangent la suprafata de ecuatie t =
t(x,y) in punctul (0,1,1).
Rezolvare. Enuntul sugereazi si aplicim Teorema sistemelor
de functii implicite (Teorema 5.5.2). Pentru aceasta, considerim
functiile F, G : R* : — R, definite prin
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F(x,y,2,t) = x2 + y2 + 2% + t2 — 4x — 6,

Gx,yz,t) =x3 —y3 + 23 — t3 - 3z,
(in rolul functiilor F; respectiv Fo din Teoremd). Fie incd punctele
(0,1) si (2,1) din R? (in rolul punctelor a respectiv b din Teorems).
Se constatd ca se verificd ipotezele din Teorema:
1). F(0,1,2,1) = 0, G(0,1,2,1) = 0;
2). functiile F si G sunt de clasd C* pe R, fiind functii polinomiale;

3). determinantul functional DS(IZ ’?)) este nenul in (0,1,2,1) pentru ca

OF  OF
& £t 2 2t

D(F.G) o o | z B

D(z,t) — - -
oG oG 2 2
B Bt 3z -3 -3t

= 76Zt2 - 6t(Z2 - 1)‘(011’211) = —30.

Conform teoremei, existd o vecindtate Ug a punctului (0,1) si o vecin-
tate Vg a punctului (2,1) si o functie vectoriald (z,t) : Ug — Vg astfel
incat, pentru (x,y) € Ug,

{ X2+ 3% + 2(xy) + t(xy) —4x -6 =0

x? - y3 + Z3(X7Y) B t3(Xay) B 3Z(X7Y) =0

(adicd functiile z gi t sunt solutii in raport cu z si t ale sistemului dat
pe multimea Up).
In plus, z(0,1) = 2, v(0,1) = 1, functiile z si t sunt de clasi C*> pe U,
si sunt unice cu aceste proprietati. Din cele spuse mai sus, rezulta ca
sistemul dat definegte pe vecindtatea Uy a punctului (0,1) pe z si t
ca functii de x si y (vezi Definitia 5.5.4).
Prima parte a problemei este rezolvata.
TSFI da expresiile derivatelor partiale ale functiilor z si t:

o D(F.G) o D(F.G)
7 _ D (x.t) Z _ D (y.t)
E(Xa}’) = T DG @(XJ) = T D)
D(z.t) D(z,0)

5 D(F.G) o D(F.G)
t _ D (2x) t _ Dley)
&(Xa}’) = T DF.q) > FV(X7Y) = T D)
Dz g D(z.0)

pentru (x,y) € Uy, cei cinci determinanti functionali calculandu-se in

punctul (x,y,2(x,y),t(x.)).
Calculam acesti determinanti functionali:

oF oF

& 2x —4 2t
D(F,.G) _ ox ot B B
D(x,t) = =

IG aG 2 2

% 5 3x -3t

= 6t2(x,y) (x — 2) ~ 6x7t(xy),
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oF OF

5 Br 2 2t
%&F’G)) _ gy ot _ y _
y,t
. oG oG 2 2
= 6yt*(x,y) + 6y*t(xy),
OF  OF
& e 2 2x — 4
D(F,G) _ 0z ox _ Z X _
D(z,x) — - -
96 o6 32° -3 3%
= 6X2Z(X7Y) - (3Z2(X7Y) - 3)(2X - 4)7
OF  OF
3, v 2 2
DF,G) oz oy B Z y 7
D(zy) — - -
G 9G 2 2
5 o 3z -3 3y

= —6y°z(xy) - 2y(32°(xy) - 3)
si atunci, %(O,l) = 7%, g—;(x,y) =0, g—;(x,y) = 7g, g—;(x,y) =-1.
Deoarece derivatele partiale g—i si g—; nu sunt nule in punctul (0,1),
acesta nu este punct de extrem local pentru functia z (vezi Teorema
5.4.6 a lui Fermat).
Avand in vedere cele spuse in §5.9.2, ecuatia planului tangent la
suprafata de ecuatie t = t(x,y) in punctul (0,1,1) este

6x + 5y +5t—-10=0. &
Observatie. Pentru a determina extremele functiilor implicite z =
z(x,y) si t = t(x,y) definite de sistemul dat se poate proceda ca in

problema anterioara.
Problema 19

Sa se arate cd functia
£ (0,00) x (0,50) — (0,00) % (0,00), f(x,y) = (x,%)

este regulatd si bijectivd. Si se constate cd functia inversd f~! este
regulatd. Si se determine imaginea f(K) a domeniului compact K
. . .. 1 2
limitat de curbele de ecuatiiy = £,y = £,y = 3,y = 5x.

Rezolvare. Pe domeniul D = (0,00) x (0,00) din R?, compo-
nentele fi(x,y) = xy si f2(x,y) = £ sunt de clasd C', fiind functii

elementare. Apoi, jacobianul J; al lui f este
of  ofy

ox dy y X
D(f,.f5) : 2
Jf = 12 (ny) = = = 2y 7é 0.
Py o o yo1|
ox Jy x2 x
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Conform cu Definitia 5.6.1, functia f este regulata pe D.

Fie acum un punct oarecare (u,v) € (0,00) x (0,00). Egalitatea f(x,y)
= (u,v), vizutd ca o ecuatie, inseamna sistemul xy = u, ¥ = v, care
are solutia unica x = /7, y = y/uv.

Aceasta aratd cd functia f este bijectivd (vezi Remarca 1.2.3), iar
functia inversd a sa este f~! : (0,00) x (0,00) — (0,00) x (0,00),
definitd prin £~ (u,v) = (\/%, vuv).

(vezi Remarca 1.2.4). Ca si mai sus, componentele lui f~! sunt de

clasd C! pe D, iar jacobianul J;—1 al lui f~! este

ofh  oh 1 _1 o/

ox oy 2./uv 2V v3

Jpai(uyv) =1| = = 3.

Conform cu Definitia 5.6.1, functia f~! este regulati pe D.
Deoarece f este continud pe D (direct sau din Propozitia 5.6.2), avem
cd ea transform& multimea compactd K (vezi mai jos) tot intr—o
multime compactd Q = f(K). Conform cu Corolarul 5.6.1, transfor-
marea regulatd f duce interiorul lui K intr—o multime deschisa, evident
inclusd in f(K) si exteriorul lui K intr-o multime deschisi, evident in-
clusa in f(CK). Ca urmare, transformarea regulatd f duce frontiera
lui K, adicd patrulaterul curbiliniu P in frontiera lui f(K), pe care
o notdm I'. Asadar, multimea compactd Q = f(K) este limitatd de
curba I'.
Determinam acum imaginile prin f ale fiecareia din curbele din enunt.
Fie C; curba de ecuatie y = % Aceasta inseamnd c& (vezi Definitia
5.9.7) C1 = {(x,y) € D |y = 1}. Caurmare, {(C;) = f(x,1) = (1,2),
x > 0, ceea ce aratd cd f(C;) este dreapta u = 1 din planul (u,v) =
R? (mai exact, este semidreapta u = 1, v > 0).
La fel, f transformd curba y = % in semidreapta u = 2, v > 0, curba
y = % in semidreapta v = %, u > 0 si curba y = 5x in semidreapta
v=5u>0.
Din cele spuse mai sus, rezultd ca curba I' este este dreptunghiul
A'B'C'D’ din planul (u,v) = R? (vizut ca linie poligonals inchisi),
unde A’(1,3), B'(2,3), C'(2,5), D'(1,5).
In concluzie, imaginea f(K) este Q = dreptunghiul plin A’B'C'D’,
adicd Q@ = [1,2] x [1,5]. B
Observatie. Se observi ci intre jacobienii lui f si f~! are loc re-
latia (care amintegte de formula ce d& derivata functiei inverse a unei
functii reale de o variabilg reald) J;-1 (u,v) = cu f(x,y) = (u,v).

1
Ji(xy)?
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De altfel, transformarile regulate generalizeaza functiile reale de o
variabild reald, derivabile; derivata f'(x) devine jacobianul J¢(x) in un-
ele situatii dar gi matricea jacobiand in alte situatii (Teorema 5.6.1).
Observatie. Multimea K este limitat& de hiperbolele de ecuatii y =
%, y = % si de dreptele de ecuatii y = 7, y = 5x. Cele patru curbe
formeazd in D un patrulater curbiliniu (notat P). Multimea K este
domeniul compact limitat de acest patrulater curbiliniu.

Problema 20

Sa se determine punctele de extrem ale functiei
f: R? - R, f(x,y,2) = x* + y2 + 22,
conditionate de ecuatia % + % + % = 1.

Rezolvare. In general, punctele de extrem ale unei functii de
clasi C1, conditionate de o ecuatie, se determina prin metoda (multi-
plicatorilor) lui Lagrange (vezi cele spuse in §5.7). Parcurgem etapele
acestel metode.

1). Functia ajut8toare a lui Lagrange este
‘P(X,y,z):x2+y2+22+)\(%+§+§—1).

2). 92 —2x+ ¥, B2 —gy 4 Ly O% 9y 4 2e
si avem de rezolvat sistemul
(S):2x + 2% = 0,2y + 2 = 0,27+ 22 =0, 5 4 & 42 =]
Se constatéd cu usuringd cd solutiile (x,y,z,A) ale sistemului sunt

(+ 5,0,0,—25), (0, 3,0,—9), (0,0, 2,—4).
Asadar, punctele (£ 5,0,0), (0,% 3,0), (0,0, 2) sunt puncte stationare
conditionate pentru functia f.
3 —4-5). Pentru A = —25, avem
Ca urmare, in punctele (£ 5,0,0) avem (vezi Exemplul 5.2.4)

d?®(+ 5,0,0) = — 2dy? — 2dz2.
Se vede de aici ci forma patratica d?®(+ 5,0,0) este negativ definiti,
ceea ce aratd cd punctele (£ 5,0,0) sunt puncte de maxim conditionat
pentru functia f (vezi Teorema 5.4.7).
Pentru A = -9, avem

2

Dya) = +y* +72 -9+ 5+ 5 1),
Ca urmare, in punctele (0, 3,0) avem d?®(0,% 3,0) = 32dx? - 3dz>.
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Este evident cd aceastd form& patratici nu este definitd ca semn.
Aceasta aratd cd punctele (0,4 3,0) nu sunt puncte de extrem conditi-
onat pentru functia f (vezi Teorema 5.4.7).
In sfarsit, pentru A = —4, avem

O(x,y,z) = x2 + y2 +2274(% + % + %*1)
Ca urmare, in (0,0,& 2) avem d?®(0,0,+ 2) = 32dx* + Ldy*
Se vede de aici ci forma patratica d?®(0,0,4 2) este pozitiv definita,
ceea ce aratd cd punctele (0,0,4 2) sunt puncte de minim conditionat
pentru functia f. (Teorema 5.4.7). W
Observatie. Cand se spune ci forma pitratica

d?®(+ 5,0,0) = — 32dy? — 2ldz?
este negativ definitd,trebuie inteles ca functia reald de trei variabile
reale (in fapt de doud, pentru ci dx lipseste) — %uz 21v2 ia numai
valori < 0 atunci cand u, v € R.
Cand se spune ca forma péatratica

A2®(0,0,+ 2) = 22dx? + Ldy?
este pozitiv definitd, trebuie inteles ca functia reala de trei variabile
reale (in fapt de doud, pentru ca dz lipseste) 5 42 u? + 10 v? ia numai
valori > 0 atunci cand u, v € R.
Cand se spune ci forma péatratica

d?®(0,+ 3,0) = 32dx? — 3dz?
nu este definitd ca semn, trebuie inteles cd functia reald de trei vari-
abile reale (in fapt de dous, pentru ci dy lipseste) 32u® — 2v? ia atét
valori pozitive cat si valori negative atunci cand u, v € R
Observatie. In derularea celor cinci etape ale Metodei lui La-
grange, etapa a patra a fost omisd pentru cd s—a putut stabili cd
forma patratici d?® este definitd ca semn sau nu. Etapa a patra
nu aduce nimic nou in studiul semnului formei pitratice d2®. Intr—
adevér, diferentiind ecuatia % + % + % =1 in fiecare din punctele
(£ 5,0,0) obtinem sistemul liniar dx = 0, cu solutia dx = 0. Ca ur-
mare, inlocuim in forma patratica d2® (= 5,0,0) pe dx cu 0 si obtinem
ca form# pitraticd redusi tot pe d?®(+ 5,0,0).
Observatie. Avand in vedere faptul ci f(x,y,z) = x> + y? + 22
reprezinta pétratul distantei de la origine la punctul curent al spati-
ului, iar ecuatia ’2‘— + %5 + % = 1 este ecuatia unui elipsoid E,
problema poate fi, geometric Vorblnd, formulata astfel:
“Sa se determine distanta minima si distanta maxima de la origine
la un punct al elipsoidului E”.
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Se poate da si o rezolvare geometricd. Fie P(x,y,2) un punct de pe E.

Atunci, OP = y/x2 + y? + 22 < 54/ % + % + % =5, ceea ce aratd
ci elipsoidul E este situat in interiorul sferei x> + y? + z? = 25
Vedem elipsoidul E ca o “sferd turtitd” si mai tinem seama de faptul
ca cele trei semiaxe ale elipsoidului sunt distincte doua cate doud
(adicd elipsoidul nu este un elipsoid de rotatie). Avand in vedere
axa mare a elipsoidului, acesta este tangent la sfera x2 + y? + z2 =
25 si “inscris” in aceasta. De aici, distanta maxima cautata este 5,
punctele de maxim conditionat corespunzitoare fiind (+ 5,0,0). La
fel, avand in vedere axa mica a elipsoidului, acesta este “circumscris”
sferei x2 + y2 + z? = 4. De aici, distanta minim# ciutats este 2,
punctele de minim conditionat fiind (0,0,4 2). In sfarsit, pentru orice
alt punct Py al elipsoidului diferit de cele patru puncte considerate,
sfera cu centrul in origine si raza OPq contine, in jurul lui Py, atat
puncte interioare cat si puncte exterioare elipsoidului. Ca urmare,
acest punct nu este punct de extrem conditionat pentru f. Mentiondm
cd o pozitie aparte a lui Py este (0, 3,0). Acum, elipsoidul este
tangent sferei x? + y? + z2 = 9, dar nu este nici “inscris” si nici
“circumscris” sferei (doud dintre sectiunile elipsoidului cu planele de
coordonate sunt “inscrise” respectiv “circumscrise” in cate un cerc
mare al acestei sfere). De aici, avem c& in orice vecindtate a fiecdruia
din punctele (0,4 3,0), avem puncte pe elipsoid cu distanta la origine
< 3 dar gi > 3. Aceste puncte nu sunt puncte de extrem conditionat
pentru functia f.

Observatie. Uneori, se cautd punctele de extrem ale unei functii
conditionate de mai multe ecuatii. Acum, functia ajutdtoare a lui
Lagrange are mai multi multiplicatori, cdte unul pentru fiecare astfel
de ecuatie (vezi cele spuse in §5.7).

Problema 21

Sa se determine cea mai mica si cea mai mare valoare a functiei
f: D—R,f(xy) =x(x +y),unde D = {(x,y) € R? | x? + y? < 1}.

Rezolvare. Domeniul de definitie D al functiei f este o multime
compactd (Teorema 2.3.9 a lui Heine — Borel — Lebesgue in RP) iar
f este o functie continud, fiind polinomiald. Conform Teoremei lui
Weierstrass (Corolarul 4.2.4), functia f este marginitd si isi atinge
marginile, adicad existd x; si xo € D astfel incat
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f(x1) = inf f(x) < f(x) < sup f(x) = f(x2), Vx€D.
xeD x€D

Conform Definitiei 5.4.3, punctele x; si xo sunt puncte de extrem
absolut pentru functia f. Pe de alta parte, functia f este derivabild
partial, fiind polinomiald (chiar mai mult, este functie de clasg C*°).
Conform Teoremei 5.4.6 a lui Fermat, acela dintre punctele x; si xo
care este punct interior lui D este punct stationar pentru f, adicd

< : : of i Bt : N . of
anuleaza derivatele partiale 5= si By ale lui f. Din g = 2x +y, oy

= X, avem ca sistemul % =0, % = 0 are o singura solutie:x = 0,
y = 0. Aplicand Teorema 5.4.7 (éau Remarca 5.4.6), se constatd cu
usuringd c& punctul stationar (0,0) al lui f nu este punct de extrem
local. Agadar, ambele puncte x; gi Xo nu sunt interioare lui D si ca
urmare, ele sunt situate pe frontiera domeniului D, adicd pe cercul
de ecuatie x2 + y2 = 1.
De aici rezultd ca pentru determinarea lui x; si x5 trebuie sa deter-
mindm extremele lui f conditionate de ecuatia x> + y? = 1. Pentru
aceasta, aplicdim metoda (multiplicatorilor) lui Lagrange (vezi cele
spuse in §5.7). Parcurgem etapele acestei metode.
1). Functia ajutdtoare a lui Lagrange este

D(xy) = x(x +y) + Ax* +y* - 1).
2). ‘g—‘f =2x + y + 2)x, %;1? = x 4 2\y si avem de rezolvat sistemul
2X +y+2xx =0, x + 2 \y = 0, x2 + y? = 1.
Se constatéd cu usuringd cd solutiile (x,y,\) ale sistemului sunt
(:F‘/?Q VERNRVER ﬁﬁ;”) , <i\/2; VERVEE ﬁmﬂ) .

Asadar, punctele
o — <¢\/22ﬁ,i\/2;ﬁ>,b: :t\/2;»\/§,i\/22\/§)

sunt puncte stationare conditionate pentru functia f.

3 —4-5). Se constatd ci in fiecare punct (xg,yo) din R2. avem
d?®(x0,y0) = (2 + 2)\)dx? + 2dxdy + 2Ady?,

de unde tragem urmatoarele concluzii:

i). pentru A = 1%‘/5, in cele doud puncte a avem

d?®(a) = (1 + v2)dx? + 2dxdy + (- 1 + V2)dy? =
(1+ VI)[dx + (V2 - 1dy]* >0,

ceea ce aratd ca punctele a sunt puncte de minim conditionat pentru
functia f. (vezi Teorema 5.4.7).

ii). pentru A = —* 5 ﬁ, in cele doua puncte b avem
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d?®(b) = (1 - V2)dx? + 2dxdy — (1 + V2)dy? =
= (1-v2)[dx - (1 + v2)dy]® <0,

ceea ce arata ca punctele b sunt puncte de maxim conditionat pentru
functia f. (vezi Teorema 5.4.7).

In concluzie, cea mai micd valoare a lui f este f(a) = %, iar cea

mai mare valoare a lui { este f(b) = % [ |

Observatie. Nu a fost nevoie de determinarea formei pitratice re-
duse pentru studiul formei patratice d2® deoarece acest studiu s—a
putut face cu trinomul de gradul doi.

Problema 22

A . 2 2 2 .
In ecuatia a% + Qba‘zazy + cgy—é = 0, a, b, ¢ fiind constante

<2
reale, ¢ # 0, se face schimbarea de variabile u = x + py, v = mx
+ qy, cu m, p si q constante reale. Atunci, z(x,y) devine o functie
w(u,v). S& se arate c& dacd b? — ac > 0 sau b? — ac = 0, respectiv
b? — ac < 0, atunci se pot alege m, p si q astfel incat

guzg;/ =0, gi,vg = 0 respectiv gfg ‘givg =0.

Ca aplicatie, si se determine toate functiile z(x,y) de clasi C? pe R?
care geriﬁcé ecuatiile

0°z 92z 8%z
a). 5z ~ 3pay — 4oy = 0,

8%z 8%z 8%z __
b). §5% + 48)(8y + 48y2 =0.

Rezolvare. Avem in vedere cele spuse in §5.8 / 5.8.2 in legitura
cu schimbarile de variabile in expresii ce contin derivate partiale. Din
relatiile u = x + py, v = mx + qy, putem exprima pe x si y ca functii
de usiv, x = x(u,v) gi y = y(u,v) si atunci,

2= 2(xy) = 2(x(u¥).y(0¥)) = w(u,v) = w(x + py.mx + qy).
Folosind formulele de derivare a functiilor compuse date de Teorema
5.3.2, obtinem

8%z _ &*w 3w w2
ox2 T ou? + 28118Vm + vz 15

82
ovz g,

52 92w 92w
axazy = 811v2v p+ 3u§v (q + pm) +
9%z _ 9*w.2 9w 9w 2
dyZ — Bu? p”+ 2611(3qu+ avz a5
< O ) ) p) . . . .
pentru ca gt =1, a—; =D, 5 =M, a—; = q, iar derivatele de ordin doi
sunt evident nule. In aceste formule, derivatele partiale ale functiei
z sunt calculate in punctul (x,y) iar cele ale functiei w in punctul (x
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+ py,mx + qy). Introducand aceste derivate in ecuatia datd, aceasta
devine , )
(a + 2bp + cp?) G5 +(2am + 2b(q + pm) + 2cpq) Fae+

+ (am? + 2bmq + ch)gi‘; =0
Ne situdm acum in fiecare din cele trei situatii din enunt:
i). dacd b? — ac > 0, ecuatia de gradul al doilea ct? + 2bt + a = 0
are doud radéacini reale si distincte t; i to. Alegand pe p si q drept
t1 si respectiv to si m = 1, ecuatia anterioara devine g;g;, =0.
ii). daci b? — ac = 0, ecuatia de gradul al doilea ct? + 2bt + a = 0
are doud radacini reale si egale: t; = to = — %. Alegand p = — %, q

= 0 si m = 1, ecuatia anterioara devine gfg' =0.

iii). dac& b? — ac < 0, ecuatia de gradul al doilea ct? + 2bt + a = 0
are doud raddcini complexe t1 = a + i i to = a — 5. Alegand p =
a, ¢ = [ ¢i m = 0, ecuatia anterioard devine ?;‘;’ + ‘gi‘;’ =0.
Trecem la cazurile concrete.

a). Suntem in cazul a = 1, b = f%, ¢ = — 4. Ecuatia in t are doua
rddacini reale gi distincte: t1 = — 1 gi to = %. Cu schimbarea de
variabila u = x -y, v=x + iy, ecuatia devine guggv = 0. Scriem

aceastd ecuatie sub forma -2 (a—w) = 0, de unde rezultd ci 2¥ nu
3 ou \ ov ’ ov

depinde de u. Ca urmare, % este de forma g%v = f(v). Integrand

acum aceastd ecuatie, obtinem w = /f(v)dv + G(u), G fiind o functie

arbitrard. Notand cu F o primitiva a lui f, solutia generald a ecuatiei
gf—a‘”v = 0 este w = F(v) + G(u).

Revenind la vechile variabile, solutia generald a ecuatiei in z de la
punctul a) este z(x,y) = F(x + 1y) + G(x — y), cu F si G functii
arbitrare de clasi C? pe R?.

b). Suntem in cazul a = 1, b = 2, ¢ = 4. Ecuatia in t are doud
raddcini reale si egale t; = to = — % Cu schimbarea de variabild u
=X - %y, v = x, ecuatia devine %i‘; = 0. Scriem aceastd ecuatie

sub forma 2 (a—w) = 0, de unde rezulti ci 2% nu depinde de v. Ca
ov \ Ov ’ ov

urmare, % este de forma % = G(u), G fiind o functie arbitrara.
Integrand acum aceastd ecuatie, obtinem w = vG(u) + F(u).
Revenind la vechile variabile, solutia generald a ecuatiei in z de la
punctul b) este z(x,y) = xG(x — %y) + F(x - %y), cu F si G functii
arbitrare de clasi C? pe R*>. B

Observatie. Se spune ci ecuatia datd este de tip
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e hiperbolic, atunci cand b? — ac > 0,

e parabolic, atunci cand b? — ac = 0,

e eliptic, atunci cand b% — ac < 0.

Observatie. Ecuatia C,;dfg’v = 0 se numegte forma canonicd a ecuatiei

de tip hiperbolic. Uneori, aceastd forméa cano-nicd se inlocuieste cu
8w 9*w

ecuatia 982 on = 0. La aceasta din urma se ajunge daca in ecuatia
gfg’v = 0 se face schimbarea de variabila ¢ =u + v, p=u—v.
Ecuatia ‘gi‘;’ = 0 se numeste forma canonica a ecuatiei de tip par-
abolic.

Ecuatia ‘?;1‘;’ + ‘Zi‘;’ = 0 se numegte forma canonica a ecuatiei de tip
eliptic.

. . 2 2 .
Observatie. O ecuatie de forma g?ﬁ + 273 = 0 se numeste ecuatia
lui Laplace. Solutiile ei se numesc functii armonice.

Problema 23

Folosind teorema de derivare sau teorema de integrare sub sem-
nul integral, sd se calculeze integrala cu parametru
jus

2
1 1 sin t
/Sint ln(lir)}::ilrrllt)dt’ x| < 1.
0

Rezolvare. Functia de sub semnul integral,
f:(-1,1) x (0,3] — R, f(x,t) = - In (L£28int)
este continud, fiind o compunere de astfel de functii (vezi Teoremele
4.2.5, 4.2.6). Aparent, integrala datd este “improprie” in punctul 0.
Aplicand regula lui 'Hopital, avem

: 1 1+ xsint) __ 72 1 X cos t X COos t _
,}{% sint ln(l—xsint) - th\I% cos t |:1 + xsint + 1—xsintj| - 2X7

ceea ce aratd ca, de fapt, integrala data este “proprie” in punctul 0,
in sensul c& f se poate prelungi in punctele (x,0), chiar prin continui-

2
tate, astfel incat integrala / f(x,t)dt este o integrald Riemann (adicd

0
proprie). Notand tot cu f(X,t). aceasta prelungire, adica
w0 (F=E) s (t) € ((L1) < (0,3]

f(X,t) = ’
2x, (xt) € (-1,1) x {0}
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z
integrala din enunt trebuie vizuta ca fiind F(x) = / f(x,t)dt.
0

Pentru calculul acestei integrale cu parametru, avem in vedere Teo-
rema 7.5.2 de derivare a unei integrale cu parametru. Functia f de mai
sus este continud pe multimea (—1,1) x [0,7], este derivabild partial
in raport cu x,

of ﬁv (X7t) € (7171) X (ng]

@(th) = )

2, (x,t) € (-1,1) x {0}

(vezi Definitia 5.1.1 gi Remarca 5.1.1), iar aceastd derivatd este con-
tinud pe domeniul sau de definitie (~1,1) x [0,5] (vezi Definitia 4.2.5
si Teorema 4.2.1 — Criteriul lui Heine).
Conform Teoremei amintite mai sus, functia F este derivabild si cu
derivata continud pe intervalul (—1,1); derivata lui F este datd de
formula

l

9
/?Xt / x251n2t

Cu substitutia tg t =v,(sicua doua formula de schimbare de vari-
abila — vezi Remarca 7.1.11), avem in continuare

oo
_ 2 1 _
/l—x sin2 tdt_/l,leii 1+V2dv_
0 0
o0
_ 2 _ 2 2| oz
_/mdv_marctgvvl X ‘O ==

0

De aici, rezulta ci F(x) = | —=—ZL—=dx = marcsin x + ¢, unde con-
) (x) N + ¢

stanta ¢ ramane sa fie determinata.
Cum din definitia lui F avem F(0) = 0, rezultd ¢ = 0.
In concluzie, F(x) = marcsin x, pentru x € (-1,1). W
Observatie. Integrala cu parametru datd se poate calcula si cu
Teorema de integrare sub semnul integral (vezi Teorema 7.5.4).
Pentru aceasta, avem in vedere identitatea

1

1 _ 1l atl
/Wdu— 55 In =, pentru a > 1,

2a 17
0
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care rezultd ugor din Formula lui Leibniz—Newton (vezi §7.2/7.2.2 gi
Teorema 7.1.8). Inlocuim aici a = pentru (x,t) € (-1,1)x(0,%]
1

1
xsin t

du = f(x,t).

si dupd ugoare calcule, avem / T TaT o
0

Se constata cd aceasta egalitate are loc si pentru t = 0.

Asadar, se poate scrie egalitatea

™ ™

b b 1

0

0 \o
Aici, aplicim Teorema amintitd functiei, evident continua,

g: [071] X [0 E] — R, g(uvt) =1 22);

. i) T - x2uZsin?t’
Avem deci
3 /1 1/ 3
F(X):/ /1 - x2112 sm2tdu dt:/ /1 x2112 smztd‘t du.
0 0 0 0

Integrala interioard o calculdm cu substitutia tg t = v, (si cu a doua
formula de schimbare de variabild — vezi Remarca 7.1.11):

(oo}
— 2x 1 _
/ x2u251n2t dt = /1 22 _v? 1+V2dv_
1+ v2
0 0
oo
_ 2x _ 2x 1 2442 o0 — X
_/1+v2<1—x2u2>dv_ Vi mrarctg vV - xtu ‘ 0~ VI o
0
Integrala exterioard ne conduce, pentru x € (-1,1), la F:
1 .
= 7 arcsin X.

X du = iy
—F———=dUu = 7T arcsin xu
V1 - x2u? 0

0
Observatie. Din cele doui teoreme amintite si folosite in rezolvarea
problemei, se deduc aga numitele metoda derivarii sub semnul integral
si metoda integrarii sub semnul integral pentru calculul unei integrale
(cu parametru).
Metoda derivarii sub semnul integral pentru calculul unei integrale
cu parametru F(x) constd in urm&toarele:
— se calculeazd cu teorema amintita derivata F/(x),

— se calculeazd F(x) = / F/(x)dx + ¢

— se determina constanta c
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Metoda integrarii sub semnul integral pentru calculul unei integrale
b
(proprie sau improprie) I = / g(x)dx constd in urméitoarele:
a
B
— se scrie g sub forma g(x) = /f(x,t)dt,

[e3

B
b
—-inl= / /f(X,t)dt dx se schimb4 ordinea de integrare (cu una

din Teoremele 7.5.4, 7.5.10 — 7.5.13),

a

b
— se calculeazd integrala interioara / f(x,t)dx,
/ )

)
b
— se calculeaza integrala exterioara / £(
a

[e3

X,t dX) dt, obtinandu-se

integrala I.
Problema 24

Folosind metoda derivarii sau metoda integrarii sub semnul in-
tegral, sa se calculeze integralele improprii cu parametru
1-0

a). / arctg ¥ q¢, x € R;

tV1 - t2
-1+ 0

oo
b). /Medx a>0,b,ceR.

X

arctg tx

0

Rezolvare. a). Functia f(x,t) = 22E=
tinud pe multimea R x (-1,1) \ {0}, fiind o compunere de astfel
de functii (vezi Teoremele 4.2.5, 4.2.6). Aparent, integrala datd este
“improprie” gi in punctul 0. Aplicand insa regula lui 'Hopital, avem

este definitd si con-

. arctg tx . arctg tx : X
lim 2528 % — Jjy 28X — |im;m X —=x
50 tV1 - t2 50 t t50 1+ t2x? ’

ceea ce arata cd, de fapt, integrala data este “proprie” in punctul 0, in

sensul c8 f se poate prelungi in punctul (x,0), chiar prin continuitate,
1-0

astfel incat integrala / f(x,t)dt este o integrald improprie pe (—1,1)

“1+0
cu parametru. Notand tot cu f(x,t) aceastd prelungire, adici
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arctg tx & .
fx.t) { =5, daci (xt) € R x (-1,1) \ {0} ’

X, dacd (x,t) € R x {0}
1-0
integrala din enunt trebuie vdzutd ca fiind / f(x,t)dt.
1% 0

Pentru calculul acestei integrale improprii cu parametru, aplicim
Teorema 7.5.10 de derivare a unei integrale improprii cu parametru.
Verificim conditiile din Teorema:

1). functia f este continud pe R x (-1,1), dupd cum rezultd din cele
spuse mai sus;

2). prin calcul direct se constatd ca

Sxt) = mv (x,t) € R x (-1,1)

si cd este continud pe R x (-1,1);
1-0
3). pentru fiecare x € R, integrala improprie F(x) = / f(x,t)dt
140
este convergentd, conform cu Definitia 7.4.4 a unei astfel de integrale
gi a Criteriului de comparatie (Teorema 7.4.2), prin Corolarul 7.4.1 gi
7.4.3, deoarece functia g(t) = f(x,t) este continud pe (—1,1) si limitele
laterale lim (t + 1)zg(t), lim (t - 1)2g(t) sunt finite.
aeraet\ln_ll( + 1)zg( ),t%( )2g(t) sunt finite
1-0

4). integrala improprie / %(X,t)dt converge uniform in raport cu

-1 +0
parametrul x € R, conform Teoremei 7.5.6, pentru ca
i). functia t — %(x,t) este continud pe (—1,1), pentru fiecare x € R;
). | ZL(xt) | < T, V(xt) € R x (-1,1);
1-0

iit). / ﬁdt este convergentd, conform Teoremei 7.4.6 (Leibniz—

1+0

+1
-1

Conform Teoremei amintite, functia F este de clasi C' pe R si pentru

fiecare x € R, are loc formula
1-0 1-0

F(x) = / (e t)dt = / Tt
-14+0 -1+ 0

Newton) si are valoarea arcsin X‘ =T.
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Calculdm aceastd intrgrald improprie incepand cu schimbarea de vari-

abild t = sin u, u € (-5, %) — vezi Teorema 7.4.8 —

1-0 30

1 _ 1

/ (1 + t2x2)V1 - t2 dt = / 1 + x2sin? udu

140 T 40
si continuand cu substitutia tg u = v ,adicd cu schimbarea de variabild
u = arctg v, tinand cont ci sin u = —~2%__ .

+4/1 + tg2 u
70 00
1 _ 1 1 _
/ 1+X25in2udu_ /1+x2 v221+v2dv_
1+ v
T 40 —00
o0
o)
_ 1 _ 1 / 2 _ s
= /1+(1+x2)V2dV_ arctg v 4 x oo i
— 0o

/ _ s :

Agadar, F'(x) = e bentrux € R si ca urmare,

F(x):/ﬁdx:wln(x—km) +c,

conform unui tablou de primitive imediate (vezi §7.2/7.2.2).
1°0

R&mane si determindm constanta c. Deoarece F(0) = / £(0,t)dt

-14+0
= 0, din egalitatea anterioara rezultd c = 0.

In concluzie, F(x) = mln (x + V1 + xz) ,x € R,

b). Functia de sub semnul integral, f(x) = Cosbx _cosexgax  egte

definitd i continud pe multimea (0,00), fiilnd o compunere de astfel
de functii (vezi Teoremele 4.2.5, 4.2.6). Aparent, integrala datd este

“improprie” in punctul 0. AplicAnd insi regula lui ’'Hopital, avem

lim cosbx — COSCX o-aX — iy SO8 bx — cosex _
x—0 X x—0 x
= lim (- bsin bx + csin cx) = 0,

x—0

ceea ce aratd cd, de fapt, integrala data este “proprie” in punctul 0,
in sensul ca f se poate prelungi in punctul x = 0, chiar prin continu-
itate, astfel incat integrala improprie daté este o integrald improprie
de speta intai, ca in Definitia 7.4.2. Notand tot cu f(x) aceastd pre-
lungire, adica

f(x) =

X

cos bx COSCXe*aX7 dacé X > O’
0, dacax=0 "’
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integrala din enunt trebuie vazutd ca fiind I = / f(x)dx.

0

Se observa ca pentru x > 0, putem scrie
C

¢
b= /e"‘LX sin tx dt,

f(X) _ cosbx — coscx e AX — _ gax cos tx

X X

b
egalitate care de altfel, se verifica si pentru x = 0.

Ca urmare, se poate scrie,

I= /f(x)dx = / /e 2% gin txdt | dx.
0 0 \b

Avem aici o integrald improprie a unei integrale proprii cu parametru.
Pentru calculul acestei integrale, vom schimba ordinea de integrare,

folosind Teorema 7.5.10. Fie deci integrala improprie cu parametru
oo

I(t) = / e **gin tx dx, care verifici conditiile din Teorema amintita:

0
i). functia f(x,t) = e ** sintx este continud pe multimea [0,00) X [b,c[;
ii). integrala improprie cu parametru I(t) converge uniform in raport
cu parametrul t € [b,c], conform Teoremei 7.5.6, pentru ca:
j). | e sintx | < e, V(x,t) € [0,00) x [b,c];
o0

i) / e ®*dx este convergentd, conform Teoremei 7.4.6 (Leibniz—

0
1
>

Newton) si egald cu —ée ax

Conform Teoremei amintite mai sus, are loc egalitatea
C o0 o0 C

/ /e’a" sintx dx | dt = / /e’ax sintx dt | dx.

b \0 0 \b
Acum calculdm integrala din stanga. Integrand de doud ori prin parti,
o0

se constata cu ugurinta ca / e ®gin tx dx = aﬁtﬁ gl ca urmare,

0
¢ [eS) c

. 22 .2
/ /e’axsmtxdx dt:/ﬁdtzéln;igz,

b \0O b
dupé cum usor se poate constata (Teorema 7.1.8, Leibniz-Newton).
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2 2

N

Observatie. Metoda derivirii sub semnul integral si metoda inte-
grarii sub semnul integral ramén valabile si pentru integralele impro-
prii cu parametru.

Observatie. A doua integralid se poate calcula si prin metoda de-
rivarii sub semnul integral; concret, putem vedea f(x) = f(x,b,c) si

(o]

In consecinta, I = %ln

atunci I = I(b,c) = /f(x,b,c)dx; derivdm in raport cu b (sau ¢) si

0
proceddm ca la punctul a)

Problema 25

Folosind functiile lui Euler, s se calculeze integralele

a). /Xp(hl x)4dx, p < -1, q > -1,
1

Caz particular p=—m,q=n, m,n € Ny m > 1.
Bl

b). /sinpx cosix dx, p, q > —1.

Cazoparticular p=2m+1,g=2n+1,m,neN.

Rezolvare. a). Facem substitutia In x = t, adici facem schim-
barea de variabild x = €' : [0,00) — [1,00). Cu Teorema 7.4.8 de
schimbare de variabild intr—o integrald improprie, avem

/XP (In x)4dx = /epttqetdt = /e(p + Dtgade,
1 0 0
care, cu substitutia — (p + 1)t = u, u € [0,00), devine
q
p + 1)t+q _ —u 1 1 _ 1 —u
/e(I i )t“dt_/e (o) o= iy /uqe du.
0 0 0

oo

_ 1
Ca urmare, /XP (In x)%dx = Wr(q +1).
1
In cazul particular dat, avem, tinand cont de Teorema 7.5.14,

p iy = — 1 =
/X(lnx)dX (mfl)nwf(n—l-l) TR
1

o1



b). Facem substitutia sin x = t, adicd facem schimbarea de variabild
x = arcsin t : [0,1] — [0,5]. Cu aceeasi Teoremd ca mai sus, avem

5 1 L
q q -1
¥ . _ 2 1 _ 2
/mnpxcosqxd){—/tp( 1—t) Wdt_/tp(l—t)th,
0 0 0
care, cu substitutia t2 = u, u € [0,1], devine

1 1

1
[ o) Tae= [t 0= hdu =4 futs 1) Fan
0

0 0

sin’x cosix dx =

1 p+1 qg+1
Ca urmare, sB(5—, 45—).

o\w\a

In cazul particular dat, avem, tinand cont de Teorema 7.5.15,

2

s 2m + 1 2n + 1 _ 1 _ m!n!
/sm X COS x dx = ;B(m+1,n+1) = CETESIE

0
Observatie. Functiile lui Euler se pot gisi in §7.5/7.5.3. Teoremele
7.5.14 i 7.5.15 dau proprietati ale functiilor I" i B ale lui Euler.

Problema 26

Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii:
X = cost

a). /(Xfy—&—z)ds,C: y = sint ,t € [0,47];
C z=1t

b). /ye2yds, C:y=Incosx,x € [-F,5];

d). / (2x + 2y + z)ds, C fiind segmentul AB sau linia poligonald

C
OBA, unde A(1,2,-3), B(-1,1,2);

2 2 _ 12
e). /|Xyz |ds, C : { ;(_Jrhy =R ,R>0,h>0.
C
Rezolvare. Integralele sunt integrale curbilinii de speta intai.
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a). Determindm mai intai elementul de arc al curbei C, curba datd
printr-o reprezentare parametrica:

ds = /(£ (1) + (/1) + (' (£))*dt =
— /(Csint)® + (cost)® + 12dt = v/2dt.

Acum, conform formulei de calcul a unei integrale curbilinii de speta
intai (datd in Teorema 8.1.2 gi precizatd exact in Remarca 8.1.2),

4m
/(xfy + z)ds = /(cost — sint + t) v2dt =
C 0
= \/i(sint + cost + %) 45 = 8v2n2.

b). Determindm mai intai elementul de arc al curbei C, curba data
prin ecuatie explicitd y = f(x), unde f(x) = Incos x:

ds = \/1+ (F(x))°dx = /1 + (- 22) dx = L dx.
Acum, conform formulei de calcul a unei integrale curbilinii de speta
intai (datd in Teorema 8.1.2 si precizatd exact in Remarca 8.1.2),
avem, cu metoda integrarii prin parti (vezi Remarca 7.1.8) gi metoda
schimbaérii de variabild (vezi Remarca 7.1. 10 si Remarca 7.1.11).

™

4
lncosz tencoix
ye¥ds = (— = cos X Incos x dx =
| cos x |

¢ -1 -%
% s
=2/ (sin x) Incos x dx = 2sin x Incos x g -
0
%
72/sinx(f ;g;’)‘() dx =2 1n ‘f—&—2/(coixf cos x)dX:

0

:\/§1n§7251nx g /1f°:11fxdx—\[ln V2 +
0
V2
+In ) 2 =222 2+ (“f)

¢). Curba C este datd printr-o ecuatie carteziand (vezi Definitia
5.9.7). Conform cu Propozitia 5.9.1 si cu cele spuse dup4 ea, curba C
poate fi data si prin ecuatii parametrice, dar si prin ecuatie polara C :
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r=2, 6 € [0,7]. Conform cu Remarca 8.1.2, elementul de arc al curbei

C este ds = \/(1“(9))2 + (/(0))?df = 2d6. Acum, conform formulei
de calcul a unei integrale curbilinii de speta intai (datd in Teorema
8.1.2 si precizatd exact in Remarca 8.1.2) si formulei Leibniz—Newton

din Teorema 7.1.8, avem:
2T

/(X + y)ds = /(2(:059 + 2sin 0)2d6 =
C

= 4(sin 0 — cos ) =0.

s
0
d). Pentru calculul integralei, avem nevoie de ecuatiile parametrice
ale segmentului AB si apoi de ecuatiile parametrice ale segmentului
OB. Acestea se obtin din ecuatiile dreptelor suport corespunzitoare.
Astfel,

— ecuatia dreptei AB este AB : 5 711 = % =3 i ; si ne conduce
la ecuatiile parametrice ale segmentului AB:

x=-2t+1
[AB]: < y=-t+2 ,te][0,1].
z=05t-3
— ecuatia dreptei OB este OB : 57 = =  si ne conduce la ecuatiile
parametrice ale segmentului OB:
X =t
[OB]: < y=t ,te]01l].
7z = 2%

Ca gi mai sus,
— elementul de arc al segmentului [AB] este ds = v/30dt,
— elementul de arc al segmentului [OB] este ds = 1/6dLt.

Acestea fiind zise, avem
1

/ (2x + 2y + z)ds = /(ft + 3)v/30dt = 52@.

[AB] 0
Pentru calculul celei de a doua integrale, folosim proprietatea de adi-
tivitate fatd de domeniul de integrare si independenta fata de ori-
entarea pe curbd a integralei curbilinii de speta intai (vezi Teorema
8.1.4):

/ (2x + 2y + z)ds = / (2x + 2y + z)ds + / (2x+2y+7z)ds =
[OBA] [OB] (BA]
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1
:/zwécm@:wé R U Y 1)
0

e). Curba C este dati ca intersectie a doud suprafete (vezi Definitia
5.9.14): prima este o suprafata cilindrici cu cercul director x* + y? =
R? din planul xOy si cu generatoarele paralele cu axa Oz iar a doua
este planul z = h, perpendicular pe Oz. Ca urmare, C este un cerc,
si anume cercul din planul z = h cu centrul in punctul (0,0,h) si de
razd R. Ecuatiile parametrice ale cercului C sunt

x = Rcost,
C:< y=Rsint, ,te 0,27
z=nh

Elementul de arc al cercului C este:
ds = 1/ (£(1))? + (&'(6)*+ (' (£))*dt =

= \/(7Rsint)2 + (Rcost)*dt = Rdt.
Acum, conform formulei de calcul a unei integrale curbilinii de speta
intai, datd in Teorema 8.1.2 (si precizatd exact in Remarca 8.1.2),
avem

27
/\xyz |ds:hR3/|sintcost |dt =
C 0

T s

= %hRS/ | sin 2u |du = hR3/ | sin 2u |du =
- 0
% Jus
= 2hR3/ | sin 2v |dv = 2hR3/sin 2vdv = 2hR3. W
) 0 0

Observatie. Pentru calculul unei integrale curbilinii de speta intai,
se procedeazé astfel:
— se determin& elementul de arc ds, corespunzator formei sub care
este cunoscutad curba pe care se calculeaza integrala: parametrica,
explicitd, polard (vezi §5.9/5.9.1, Remarca 8.1.2 gi Remarca 8.1.4);
— se aplicd formula de calcul corespunzitoare, folosind eventual si
unele proprietiti ale integralei curbilinii de speta intai (vezi Teorema
8.1.2, Remarca 8.1.2, Remarca 8.1.4, Definitia 8.1.4).
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Problema 27

Sa se calculeze urmétoarele integrale curbilinii:
X = acos t
a). /xydx + ydy, C: { v = bsin t ° t € [0,2x], a,b > 0;

b) (X - 2y)dX + (2X + y)dYa C Yy = X27 X € [7172};

o ©

X2+y2:1
z=X++Yy

c).

)

A

xdx + (x + y)dy + (x + y — z)dz, unde C : {

este parcursa in sensul invers acelor de ceasornic cand se priveste
dinspre Oz pozitiv.

Rezolvare. Integralele sunt integrale curbilinii de speta a doua.
a). Conform cu formula de calcul a unei integrale curbilinii de speta
a doua data in Teorema 8.2.1 si precizatd exact in Remarca 8.2.4,
avem

2m
/xydx + ydy = / [absint cost(—asin t) 4+ bsint(bcost)] dt =
C 0

27
= / [~a%b sin®t cos t + b%sin t cos t]dt =

27 2sin’ ¢ 27

o T b? =5 0

b). Curba C : y = x2, x € [-1,2] este datd printr-o ecuatie explicita si
ca urmare, avand in vedere formula de calcul a unei integrale curbilinii

de speta a doua (vezi Remarca 8.2.4 gi Observatia de mai jos),
2

/(X —2y)dx + (2x + y)dy = / [(X - 2x%) 4 (2x + X2)2X} dx =
C -1

— 7a2b51% t = 0.

2
= / [2){3 +2x% + X]dX = (%X‘1 + %X3 + %X2) ‘ ?1 = 15.
-1
x2+y?=1
Z=X+Yy
suprafete: suprafata de ecuatie x> + y? = 1, care este o suprafati
cilindrica si suprafata de ecuatie z = x + y, care este un plan. Avand

este curba de intersectie a doua

c¢). Curba C : {
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in vedere reprezentarea parametrica a cercului director al cilindrului,
X =cos t, y = sin t, t € [0,27], o reprezentare parametricd a curbei
C este C : x = cost, y = sint, z = cost + sint, t € [0,27]. Se constatd
cd aceastd curbd este exact curba datd in enunt (si in ceea ce priveste
orientarea).

Acestea fiind zise, conform cu formula de calcul a unei integrale
curbilinii de speta a doua data in Teorema 8.2.1 gi precizata exact in
Remarca 8.2.4, avem

/de—l—(x—i—y)dy—i—(x—i—yfz)dz:

C
27
= /[cost(fsint) + (cost + sint)(cost)]dt =
0
2m 2m
_ 2 dt = 1+ Cos?td __ (2t + sin2t 2m _ [
= [ cos?tdt = [ 1Eos2tdy = (2 psin2t) g =T

0 0
Observatie. Pentru calculul unei integrale curbilinii de speta a

doua, se procedeaza astfel:

— se determind o reprezentare parametrica a curbei pe care se cal-
culeazd integrala (vezi §5.9/5.9.1);

— se aplicd formula de calcul corespunzitoare, folosind eventual gi
proprietiti ale integralei curbilinii de speta a doua (vezi Teorema
8.2.1, Remarca 8.2.4, Definitia 8.2.5).

Observatie. Uneori, curba pe care se calculeaza integrala se poate
da printr-o ecuatie explicitd C : y = f(x), x € [a,b]. Ca urmare, o

x=t , t€ [a,b].

reprezentare parametricd a curbei C este C : v = £(t)

Problema 28

Se d4d curba (numitd cicloidd)
[ x=a(t-sint)
C.{ v = a(l - cos t) , t € [0,27],
a > 0 fiind dat.
a). S se calculeze lungimea curbei;
b). S se calculeze aria domeniului plan limitat de curbi si axa Ox.
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Rezolvare. a). Conform cu Teorema 5.9.1 (si Remarca 5.9.1),
sau cu Teorema 8.1.4, lungimea curbei C este datd de formula

o = /ds7 unde ds = \/(X/(t))2 + (y'(t))?dt este elementul de arc al

c
curbei C (vezi Remarca 8.1.2).
Concret, avem

Ec—/\/aQ 1 - cost) —l—(sint)g]dt:
= /\/ 1fcostdt—2a/‘sm2|dt

2m

2
= Qa/ sin §dt = —4acos § [

2

0
Asadar, lungimea curbei C este {c = 8a.
b). S& presupunem c& C are ecuatia carteziand (explicitd) y = f(x),
€ [0,2ma]. Atunci, aria domeniului plan limitat de curbg si axa Ox

2ma

este datd de binecunoscuta formuld A = / f(x)dx

Concret, calculdm aceastd integrald cu sc}?imbarea de variabila
x = a(t —sint), t € [0,27].

Ca urmare, f(x) = f(a(t — sint)) = y(t) = a(l — cost) si

x'(t) = a(l — cost).

Asadar,
2ma
A= / / a(t —sint)) - a(l — cost)dt =
2
= a2/(1 — cost)?dt = ag/(l — 2cost 4 H2)df =
0 0

2
= a2 (t + 2sin t + %t + isin?t) ' (;T = 3ra2.

Agadar, aria domeniului plan limitat de curbd si axa Ox este
A = 3maZ.
Altfel, aria domeniului plan limitat de curba gi axa Ox se poate cal-
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cula cu formula A = % / —ydx + xdy, unde I' este curba obtinuta prin

juxtapunerea curbei Crgi a segmentului de dreaptd OA de pe axa Ox
pe care curba C se sprijind (evident, 0(0,0), A(2wa,0)), orientatd
pozitiv fatd de domeniul compact pe care il limiteaza.

Avand in vedere proprietétile integralei curbilinii, avem

Az%/fydx—&-xdy:%/fydx—&—xdy—%/fde—I—Xdy:

r oA c
2m

=0- %/Pa(l — cost)a(l — cost) + a(t — sint)asin t]dt = 37a?,
0

dupd cum ugor se poate constata.
Problema 29

Fie &£ elipsa cu centrul in originea sistemului ortogonal de coor-
donate carteziene xQOy, de semiaxe 5 gi 2. Se cere:
i). S4 se scrie ecuatiile parametrice ale elipsei £ dacé aceasta este
parcursa o singura data:
a). in sens trigonometric,
b). in sens invers trigonometric.
ii). S4 se scrie ecuatiile tangentei gi normalei la elipsa € in punctul ei
de intersectie cu dreapta de ecuatie y = x, situat in primul cadran.
iii). Fie (£) domeniul din planul R? limitat de elipsa € si fie S seg-
mentul inchis [OA], unde A(5,0). S& se determine o transformare
regulatd surjectiva astfel incat
T: (a,b) x (c,d) — () \' S

Rezolvare. Ecuatia cartezians a elipsei £ de semiaxe 5 si 2 este

2o

i). ecuatiile parametrice ale elipsei £ dacd aceasta este parcursi o
singurd data:

. . = 5cost
a). in sens trigonometric, sunt & : x B te [0,27]
y = 2sint
b). 1in sens invers trigonometric, sunt (inlocuind in reprezentarea
S . x = Hcost
anterioard pe t cu 2r — t) £ : y— - 2sint t € [0,27]

(vezi Definitia 5.9.6 a unei curbe orientate si Definitia 5.9.1 a opusului
unui drum).
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ii). In general, coordonatele punctelor de intersectie a doui curbe

se afld rezolvand sistemul format din ecuatiile celor doua curbe; aici,
2 2

E ST A
m T T =1
y=x

De aici si cu Remarca 5.9.4,

e ccuatia tangentei in A la elipsa este J¢ + § - V29 - 0;

25 0
e ecuatia normalei in A la elipsd este 25x — 4y — ]\2/% = 0.

iii). Avand in vedere cele spuse in §5.6 privind Transformérile regu-
late (vezi si Exemplul 5.6.1), transformarea regulatd surjectiva ceruta
este T : (0,1) x (0,2m) — (&) \ S, definitd prin

x = bpcosb

y = 2psiné

10 )

sistemul este { si are solutia A(%, 75

T(p, 0) = (X7Y) —

Observatie. Reamintim ci elipsa este multimea punctelor din plan
care au proprietatea cd suma distantelor la doud puncte fixe este
constanta.

Alegem sistemul de coordonate astfel: cele doud puncte fixe (nu-
mite focare, notate F1, Fy) determing axa absciselor iar mediatoarea
segmentului F1F5 este axa ordonatelor. Sistemul se alege direct ori-
entat. Scriind c& punctul curent M(x,y) al elipsei verificd conditia
MF; + MFy = 10 (axa mare a elipsei) se obtine ecuatia carteziani

X2

a elipsei & de semiaxe 5 §i 2: 3=

Fi(- v21,0) si Fo(v21,0).

Observatie. In general, pentru elipsa ’;—z + }5)—2 = 1 si punctul
Po(x0,y0) al s&u, avem

e ccuatia tangentei in Py la elipsa este =32 + yb}—zo =1

e ecuatia normalei in Py la elips# este a®yq(x—xg) — b?xo(y—yo) = 0.

Problema 30

Sa se calculeze urmitoarele integrale duble:

=+ % = 1. Acum, focarele sunt

). // T dxdy, wnde D = L1 x 0.4
D

b). / / z—zdxdy, D fiind domeniul compact plan limitat de curbele:
D

i) y=xxy=1,x=2sauil). y=x,xy=1,x=3,y =2

c). //(X* dxdy, D = {(x,y) e R? | (x - 1)2 + y> < 1,x < y}.
D
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Rezolvare. a). Domeniul D este un interval bidimensional iar

functia f(x,y) = ﬁ este continud pe acest domeniu, ca o
+ x* +y

compunere de astfel de functii (vezi Teorema 4.2.6, Exemplul 4.2.10)
Conform Corolarului 9.4.1, in calculul integralei duble din enunt nu
conteaza ordinea de iterare:

// Ve =

sau

——dx,
s/1+x + y2)3

dupa dorlnga
In prima variantdi, se constat® ci in calculul integralei interioare
4

X
/ —mdy apar unele probleme.
0

In a doua varianta, avem / \/ﬁd){ =0, pentru ca functia
+x*+y
1

de sub integrald este impard in x.

Acum, este clar ca —~X —dxdy = 0.
V(I + x2 4+ y2)3
D

b). In cazul i) se constatd cu usurintd c&
D:{(X,y)€R2|1§x§2,§§y§X}

Conform cu Propozitia 9.4.1, D este un domeniu compact méasurabil
2

Jordan din R?, simplu in raport cu axa Oy. Cum functia f(x,y) = ¥

x2
este continud pe D, din Teorema 9.4.3 ( 1mpreuna cu Remarca 7.5. 3

rezulta ca are loc egalitatea / / Ldxdy = / dx / dy.

< . . . S. 3 X X 1
Calculdm integrala interioara: F(x) = /X—Qdy =351 =555
1 X
, E
Integrala exterioara este 5 - dx = (2 + = 2 _x
& (3 )X =% T 1) | 1 T e
1
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N 2
In concluzie, / / Ldxdy = %'
D

In cazul ii) se constatd cu ugurintd ¢ D = D; U Do, unde
Di={(xy) € R [ 1 <x <2 <y < x],
Dy={(xy) € R | 2 <x <31 <y<2},

cele doud multimi avand interioarele disjuncte.

Conform cu Propozitia 9.4.1, Dy si Dy sunt domenii compacte ma-

surabile Jordan din R?, simple in raport cu axa Oy. Cum functia

2
f(x,y) = L este continua pe D, din Teorema 9.4.3 (impreuna cu Re-
marca 7.5.3) combinatd cu Proprietatea de aditivitate de domeniu
a integralei duble (vezi Teorema 9.3.4) rezultd cd are loc egalitatea

// zdxdy = // zdxdy + //—dxdy
sl ca urmare,
32 3
2 3
// sdxdy = Z+/dx Ldy =2 +/<3X
2 1 2

3
B+ G- da-F+ 2+ do|) - %
2
¢). Domeniul de integrat D este un segment de cerc, limitat de semi-
cercul de ecuatie x = 1 — y/1-y? si dreapta de ecuatie y = x. Acest
domeniu este simplu in raport cu fiecare din axele de coordonate (vezi
mai jos). Retinem pe D simplu in raport cu axa Ox:

D={(xy) eR*|0<y<1,1-y1-y*<x<y}
Conform cu Propozitia 9.4.2, D este un domeniu compact méasurabil
Jordan din R?, simplu in raport cu axa Ox. Cum functia f(x,y) =
x — 1 este continud pe D, din Teorema 9.4.4 (impreund cu Remarca
7.5.3) rezultd c8 are loc egalitatea

®l= N
N~~~
(oW
"

I

y

//(x ~1)dxdy = /1dy / (x - 1)dx.
D

-1y

Ca urmare,
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1
x 2 y
T
D 0
1 1
_/{(3 *21) 1*2y ]dyZ/(y27y)dy:f% [
0 0

Observatie. In calculul unei integrale duble pe un domeniu drept-
unghiular a unei functii continue, nu conteazi ordinea de integrare.
Aceasta are importanta in ceea ce priveste complexitatea calculului
(vezi Corolarul 9.4.1 i Remarca 9.4.3).

Observatie. In calculul unei integrale duble pe un domeniu care nu
este dreptunghiular, se recomand& reprezenta—rea graficd a domeni-
ului. Aceastd reprezentare permite stabilirea cu ugurintd daci dome-
niul de integrat este simplu in raport cu una din axele de coordonate
si reprezentarea sa ca in una din Propozitiile 9.4.1 sau 9.4.2. Se aplicd
apoi formula de calcul corespunzatoare pentru calculul integralei du-
ble (din Teorema 9.4.3 respectiv Teorema 9.4.4).

Daca domeniul D pe care se cere sa se calculeze integrala dubla

/ / f(x,y)dxdy nu este simplu in raport cu nici una din axele de coor-

D

donate, atunci, prin paralele la axele de coordonate, se descompune

D intr—un numér finit de subdomenii compacte masurabile Jordan

D1, Dg, ...,Dy, avand interioarele disjuncte doua cate doud, fiecare
m

fiind simplu in raport cu una din axele de coordonate: D = |J D;.
i=1

Folosind apoi proprietatea de ereditate si aditivitate de domeniu a

integralei duble (vezi Teorema 9.3.4), avem

//f ,ydxdy—Z//f (x,y)dxdy.

Aici, este clar cd fiecare din integralele / / x,y)dxdy se calculeazi

asa cum am spus mai sus. Precizam ca chlar daca domeniul D este
simplu in raport cu una din axele de coordonate dar frontiera sa este
mai complicatd, se preferd o descompunere ca mai sus, aga cum s—a
procedat in rezolvarea de la pc. b) / ii).
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Problema 31

Folosind metoda schimbarii de variabild, sd se calculeze urma-
toarele integrale duble:

a). //(x —y)dxdy, D = {(x,y) € R? | x> + y? < 2,y > max{x,0}};

D
71 )
b //\/( S5 o) dxdy, D = {(y)e B2 1< 4 < a);
D

c). / / (1 + xy)dxdy, D fiind compactul plan limitat de curbele de
)

ecuatii y = x2, 2y = x2, y? = x, y2 = 2x

Rezolvare. a). Domeniul D este limitat de semicercul de
ecuatie y = V1 — x?, de segmentul de dreaptd AO de pe axa Ox,
A(—/2,0) si de segmentul de dreapti OB de pe bisectoarea y = x,
unde B(1,1). Se constatd cu ugurintd cd domeniul D este simplu in
raport cu fiecare din axele de coordonate. Iterarea integralei duble
necesitd insd descompunerea lui D in doud subdomenii convenabil
alese, ceea ce complicd lucrurile. Se evita toate aceste inconveniente
folosind metoda schimbarii de variabild. Faptul cd D este limitat de
un arc de cerc si de semidrepte ce trec prin origine, sugereaza trecerea
la coordonate polare.
Pentru aceasta, consideram transformarea
] _ X = pcost
T:A —D,T(p0) = (xy) v = psin®
si determindm pe A astfel incat T (A) = D, adicd T si fie surjectiva.
Pentru aceasta, inlocuim expresiile lui x si y in inecuatiile ce definesc
domeniul D, p? cos? @ + p*sin® 6 < 2, psin@ > max{pcosh,0}
si rezolvam sistemul de inecuatii obtinut, necunoscutele fiind p si 6.
De aici rezults p € [0,v/2] 5i 6 € [Z 7).
Exact vorbind, transformarea punctuald

] _ x = pcosd
T:A — D, T(p,0) = (xy) < { y = psing
este regulatd pe A = [0,1/2] x [7.7] si surjectivd. Reamintim ca
BE’;’Z; = p (vezi Exemplul 5.6.1). Conform formulei de schimbare de

variabild in integrala dubls (vezi Teorema 9.4.5), avem
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//(X — y)dxdy = //(pcos@ — psin@)pdpdf =

D A
V2 oo V2
:/dp/dp(cosﬂfsinﬁ);ﬂdﬂz/p2 (sin@ + cos®) Z dp =
o 3 0 4
V2
—7/;)2(1+\/§)clp:7(1+\/i)M
0

b). Domeniul D este limitat la interior de elipsa de ecuatie %—i—% =

1 iar la exterior de elipsa de ecuatie %—i—% = 4. O reprezentare a sa
ne arata ca el nu este simplu in raport cu nici una din din axele de
coordonate. Iterarea integralei duble necesitd descompunerea lui D
in patru subdomenii convenabil alese, ceea ce complica calculele. Se
evitd toate aceste inconveniente folosind metoda schimbarii de vari-
abila. Faptul ca D este limitat de elipse, sugereaza trecerea la coordo-
nate polare generalizate. Pentru aceasta, considerdm transformarea
punctuald

] _ x = 3pcosb
TAHDvT(pve)_(X7Y)<:> yz?pbln@ ’
care este regulatd pe A = [1,2] x [0,27] si surjectivd. Reamintim c&

BEP 93 = 6p (vezi Exemplul 5.6.1). Conform formulei de schimbare

de variabild in mtegrala dubld (vezi Teorema 9.4.5), avem

// 57777 dXdy //\/ ~ 9p? 00529 _4p? sm29> 6pdpd0 _
= 6//\3/ (5 %) 'pdpdd = G/dp/\s/ (5-p%) " 'pdo =
A 1 0
2
= 1277/\3/ (5 p2) 'pdp

Aceasta este o }ntegralé binomial&, astfel ci se impune substitutia
5 — p? = t2 (vezi §7.2/7.2.3/VI). Aceasta inseamni c# in calculul
acestel intagrale aplicim a doua formuld de schimbare de variabild
(vezi Teorema 7.1.10 si Remarca 7.1.11) folosind functia (schimbarea

de variabild) p = V5 — 3 : [1,%/4] — [1,2].
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2 1
) - a2
A§adar,/\3/(5*p2) pdp=/V3t 3V5*t3w%dt=%/tdt=
1 %

1

3.2
4t

V4 5
1 :%(2\@71)'

3 x2 y2 -1 3
Cu aceasta, //\/(5 -5 - T) dxdy = 97 (2\/57 1) .

D

¢). Domeniul D limitat de cele patru curbe — parabole — este un
patrulater curbiliniu. O reprezentare a sa ne aratd ci el este simplu
in raport cu fiecare din din axele de coordonate. Iterarea integralei
duble necesitd descompunerea lui D in trei subdomenii convenabil
alese, ceea ce complicd lucrurile. Se evita toate aceste inconveniente
folosind metoda schimbarii de variabila.

Ecuatiile parabolelor care marginesc domeniul D sugereaza schim-
barea de variabild datd de transformarea punctual

T;D—>A,T(X,y)=(u,v)<:>{ b
vV =

4 g Hﬁ“\%

Se constatd cu ugurintd cd T este injectivd (vezi Definitia 1.2.9) si cd
T(D) = [$,1] x [1,2]. Transformarea inversa
T ':A=[}1 x[1,2] - D,
x= VE
T Yuy) = (xy) <= { y= 3z

u

3

este regulatd pe A gi surjectiva.

In plus, avem ci BEEY; = — 71> (vezi Definitia 5.6.1).

Conform formulei de schimbare de variabild in integrala dubld (vezi
Teorema 9.4.5), avem

//(1 +XY)dxdy=// (1+ff> |- L, [dudy =
D A
:%// dudv_é/ldui(ul?_~_;3)d\,:
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Observatie. In calculul unei integrale duble cu formula de schim-
bare de variabild, gasirea lui T constituie problema esentiala. Gasirea
transformarii T urméreste ca integrala dubla pe A s poata fi calcu-
latad cat mai ugor, adicd A trebuie sa fie simplu in raport cu una din
axele de coordonate. Ca urmare, gasirea lui T este dictatd in general
de ecuatiile curbelor care formeaza frontiera lui D.

Problema 32

Sa se calculeze urmétoarele integrale triple:

a). /// sin(x + y + 2)dxdydz, © = [0,7] x [0,7] x [0,]:
Q

b). / / / (x + y + z)dxdydz, Q fiind domeniul compact din spatiu
Q

2

limitat de suprafetele de ecuatii x = 22,z = x%,y = xz, y = 0;

c). / / / (y? + 7z?)xdxdydz, Q fiind domeniul compact din spatiu
Q

limitat de suprafetele de ecuatii x? = y? + z2, x=1

Rezolvare. a). Domeniul (2 este un interval tridimensional iar
functia f(x,y,z) = sin(x + y + z) este continud pe acest domeniu,
fiind o compunere de astfel de functii (functia trigonometrica sinus
gi o functie polinomiald — vezi Teorema 4.2.6, Exemplul 4.2.10) .
Conform Corolarului 9.5.1, in calculul integralei duble din enunt nu
conteaza ordinea de iterare. De exemplu, putem scrie

ER S
/// sin(x+y+z)dxdydz = /dx/dy/ sin(x+y+z)dz.
Q 0o 0o 0
I

Calculdm prima integrald interioara: / sin(x + y + z)dz =
0

(e NE

=[ cos(x +y + z)] =cos(x +y) —cos(x +y + I).

Bl

E
Calculdm a doua integrald interioar: / [cos(x+4y)—cos(x+y+7)]|dy
0
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O

= [sin(x +y) —sin(x +y + 7)] = 2sin(x+7)-sin(x+3)-sinx.

In sfarsit, calculdm integrala exterioari:
%
/ [2sin(x + F) - sin(x + %) — sinx|dx =
0

=[-2cos(x+ F) + cos(x + %) + cosx]

[P NE
|

=cos(3%) + 3cos T —1=+v2-1.
Agadar, /// sin(x + y + z)dxdydz = v/2 - 1.

b). Se constatd cd € este un domeniu din spatiul R? limitat de
suprafetele cilindrice de ecuatii x = z2, z = x> (cu generatoarele
paralele cu axa Oy), de paraboloidul de ecuatie y = xz gi de planul
de ecuatie y = 0 (planul xOz).
Fie D proiectia domeniului €2 pe planul xOz:

D={(xz) € R? | 0 < x < 1,x* <z < Vx}
Se constatd cid Q = {(x,y,z) € R | (xz) € D,0<y< xz} .
Se vede de aici ca (2 verificd conditiile din Propozitia 9.5.1 iar functia
f(x,y,z) = x + y + 2z este continud pe 2, ca functie polinomiald — vezi
Exemplul 4.2.10. Ca urmare, sunt verificate conditiile din Teorema
9.5.2 (vezi si Remarca 7.5.3) gi atunci

///x+y+zdxdydz_//dxdz/X+y+z
:// {((X—Fz)y-&-y;) Z :|dxdz:// ((X—&-z)xz—i—%)dxdz.

Deoarece D este simplu in raport cu axa Oz, avem

X

1
// X+sz+X7 dxd /d/ XZ—i—XZQ—i—#)dz:
0

x2
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1
/ X*X + 3(x X*X6)+%(X X*XG)}dX:%.
0

Asadar, ///X—i—y—l—zdxdydz_ﬁ

c). Se constata cd Q este un domeniu din spatiul R? limitat de
suprafata conici de ecuatie x> = y? + 22 gi de planul de ecuatie
x = 1. Cele doud suprafete se intersecteaza dupa cercul

v:+z22=1

C:

x=1

si ca urmare, domeniul €2 se proiecteazd pe planul yOz in discul
D= {(yz) € R? | y? + 22 < 1}.
Acum, vedem pe (2 ca fiind
Q:{(X,y,Z)GRB\ y,z) € D, /y? +22<x<1}

Se vede de aici ca 2 verifica conditiile din Propozitia 9.5.1 iar functia
f(x,y,2) = (y% + z?)x este continui pe €, ca functie polinomiald — vezi
Exemplul 4.2.10. Ca urmare, sunt verificate conditiile din Teorema

9.5.2 (vezi si Remarca 7.5.3) si atunci
1

///y + 72) dedydz—//dydz / (y? + z?)xdx =
D

2

:%//{((yQ—I—ZQ)XQ)‘ } ydz =
_ // 2 + 2)(1 - (5% + 22 )dydz.

Deoarece D este, in planul yOz, un disc cu centrul in origine iar
functia de sub integral contine grupul y?> + z2, este indicat ca in
calculul integralei duble s& se treaca la coordonate polare, prin for-
y = pcosd _ .

2= psing (p,0) € A =10,1] x [0,27] (vezi Exemplul
5.6.1 gi Teorema 9.4.5):

/D/ ((Y2 +22)(1- (" + Z2)>dydz = /A/piﬂ(l  p?)dpdd —

mulele
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2m

1
dp/p3(1 - p?)do = 27r/p3(1 - p%)dp = §.
0 0

Asadar, / /

Observatie. In calculul unei integrale triple pe un interval tridi-
mensional a unei functii continue, nu conteazad ordinea de integrare.
Aceasta are importantd in ceea ce priveste complexitatea calculului
(vezi Corolarul 9.5.2 si Remarca 9.5.4).

Observatie. In calculul unei integrale triple pe un domeniu care
nu este interval tridimensional, se recomand& reprezentarea graficd
a domeniului. Aceasti reprezentare permite stabilirea cu uguringd
daca domeniul de integrat este simplu in raport cu una din axele de
coordonate si reprezentarea sa ca in una din Propozitiile 9.5.1 sau
analoa-gele ei. Se aplicd apoi formula de calcul corespunzatoare pen-
tru calculul integralei triple, conform cu Teorema 9.5.2 si analoagele
ei (vezi Remarca 9.5.4).

(y? + 2%)xdxdydz = 5. B

{O\ O\H

Dacd domeniul €2 pe care se calculeaza integrala tripla / / / f(x,y)dxdy

Q
nu este simplu in raport cu nici una din axele de coordonate, atunci
se descompune 2 intr—un numar finit de subdomenii compacte ma-
surabile Jordan €21, Qs, ...,{),, avind interioarele disjuncte doud céte

doud, fiecare fiind simplu in raport cu una din axele de coordonate:
m

Q= U O (de exemplu, ducand plane paralele cu o axi de coor-
i=1
donate sau suprafete cilindrice cu generatoarele paralele cu o axa de

coordonate). Folosind apoi proprietatea de ereditate si aditivitate de

domeniu a integralei triple (vezi Teorema 9.3.4), avem
m

/ / / X,y,2 dxdydz—z / / / x,y,z)dxdydz.

Fiecare din integralele / / / x,y,z)dxdydz se calculeazd ca mai sus.

Precizém c& chiar daca domemul Q) este simplu in raport cu una din
axele de coordonate dar frontiera sa este mai complicata, se prefera
o descompunere ca mai sus.
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Problema 33

Folosind metoda schimbarii de variabild, sd se calculeze urma-
toarele integrale triple:

a). / / / zv/x2 + y2dxdydz, Q fiind domeniul compact din spatiu
Q
limitat de suprafetele de ecuatii x> + y2 = 2x,z =0siz = 3;

b). ///\/1 + x2 + y? + z2dxdydz, Q fiind domeniul compact din
Q

spatiu limitat de suprafetele x> 4+ y? + 22 = 181 x2 4+ y? + 22 = 4;
c). / / / x2dxdydz, Q fiind domeniul compact din spatiu limitat de
Q

X2

suprafata de ecuatie 3z + % + % =1
Rezolvare. a). Domeniul  este limitat de suprafata cilindrica
de ecuatie x> + y? = 2x si de planele de ecuatii z = 0siz = 3.
Se constata ca {2 are reprezentarea
3).

Q= {(X,y,z) €eR | xX2+y? <20 <z
Functia f(x,y,z) = zy/x2 + y? este continu €.

Trecem la coordonate cilindrice, adica consideram transformarea punc-
tuala

IN

T : [0,00) % [0,27] x R — R?,

x = pcosf
T(p,0,2) = (x,y,2), unde  y = psind
z=1z
Se stie cd BE;;{Z; = p (vezi Exemplul 5.6.2). Pentru a determina

domeniul Qg C [0,00) X [0,27] X R pentru care T(Qg) = €, intro-
ducem expresiile lui x, y, z in inecuatiile ce definesc pe 2. Obtinem
p? < 2pcosh, 0 <z <3, deunderezultd 6 € [-3,%],0 < p < 2cosf si
0 < z < 3 (periodicitatea functiei cosinus ne permite si ludm pentru
¢ intervalul de variatie [-Z,Z], in loc de [0,%] U [2F,27]). Luand
Qo = {(p,@,z) |0e[-5,5,0<p<2cos0,0 <2< 3},

se constatd cd T(2) = Q si c& T este transformare regulatd pe Qg
(de fapt, pe interiorul lui Q).

Conform formulei de schimbare de variabild in integrala tripld (vezi

Teorema 9.5.3), avem
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///Z\/XZ + y?dxdydz = // 2/ p? cos? 0 + p? sin? Opdpdfdz =
Q Qo

5 2 cos B 3 5 2 cos 0
:///szdpdedZ z/d9 / dp/zpzdz :/d9 / %pz (3) dp =
Qo -z 0 0 -z 0

us
2

Af(

2cosl
0

)d0 :12/ cos? 0d6 :6/ (cos 30 + 3cos0)dh=
0

jus
2

[NE

el . T _
—6(§s1n30 + 381119)’ (2) = 16.

b). Domeniul © este limitat de sferele de ecuatii
X2+ +22=1six2+7y2+22 =4

asadar, €2 este o coroand sfericd a cérei reprezentare este

Q={(xyz) € R | 1 < x2+y*+2 < 4}
si nu este simplu in raport cu nici una din axele de coordonate.
Functia f(x,y,z) = v/1 + x2 + y2 + 72 este continui pe Q.
Faptul ci  este limitat de sfere (dar si prezenta grupului x? + y? +
z? sub integrald) sugereazi si trecem la coordonate sferice.
Agadar, consideram transformarea punctuald

T :[1,2] x [0,27] x [0,7] — £,

x = pcosfsing
Z = pCcos ¢

D(x,y,2)
D(p,0,¢)
mare regulatd pe Qg = [1,2] x [0,27] x [0,7] (de fapt, pe interiorul
Conform formulei de schimbare de variabild in integrala tripld (vezi
Teorema 9.5.3), avem, tinand seama ci x* + y? + z2 = p?,

///\/1 + x2 + y? + z2dxdydz = ///\/1 + p2p?sin pdpdfdp =
Q Qo

2 2m iy

= /dp/d@/\/l + p2p?sin pdp =
0 0

1

= p?siny, T este transfor-

Se gtie cd (vezi Exemplul 5.6.2)
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2 2m

2
f/dp/ (\/1 ¥ p2p? COSgp) o 0= 47r/\/1 + p2p2dp.
1

Aceasta ultimd integrald se calculeaza prln parpl
2

/mpz’dp— %d/}—/ (1+p)(m)/dp=
1

=p(1+p°) 1+ p?

2
- /,/1 + p2 (1 +3p%)dp =
1

2 2
= 10\/5*2\57/\/1 +p2dp73/\/1 + p2p3dp
1 1

si de aici avem

/\/1 + p?p*dp = § (10V5 - 2v2) - i/\/l + p2dp.

La fel, aceasta ultlma integrala se calculeazd tot prm parti:
2

/mdp Lt o /\/— p+/ (m)/dF

1+2

1+ p?

:m(p+m)

/mdp—

:%[ln(p+\/1+p2> +p\/1+p2} anJr\/gf—
2

Agadar, / 1+ p2pdp = % \[ é 51 ca urmare,
1

S

¢). Domeniul Q este limitat de elipboidul de ecuat;ie %—#%4—% =1
Asadar, Q = {(X,y,z) eR | L +L+4 < 1}, iar functia

S

1+

// \/1+X2+y2+Z2dXdde:ﬂ[9\[*%ﬂ*%ln2+
Q

f(x,y,2z) = x? este continud Q.
Trecem la coordonate sferice generalizate, adicd consideram transfor-
marea punctuald T : [0,00) x [0,27] x [0,7] — R?,
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x = Hpcosfsiny
T(p,0,¢) = (x,y,2), unde { y = 4psinfsingp
Z = 2pcosp

Se stie ci (vezi Exemplul 5.6.2) ]];((:’g";)) = 40p%sin . Pentru a de-

termina domeniul Qy C [0,00) x [0,27r] x [0,7] pentru care T(€p)
= (), introducem expresiile lui x,y,z in inecuatia ce definegte pe (2.
Obtinem p? < 1, de unde rezultd p € [0,1], 8 € [0,27], ¢ € [0,7].
Luand Qo = [0,1] x [0,27] % [0,7], se constatd cd T(Q) = QL gicd T
este transformare regulatd pe Qg (de fapt, pe interiorul lui ).
Conform formulei de schimbare de variabild in integrala tripld (vezi
Teorema 9.5.3), avem

///x2dxdydz = 1000///;)4 cos? @sin® pdpdfdyp =
Q Qo
1 2 T
= 1000/dp/d9/p4 cos? B sin® pdep.
0 0 0

Deoarece /sin3 pdp = i/(?) sinp — sin3p)dp = %,

0 0

27 27 1

/cos2 0do = %/(1 + c0s20)d0 = 7 i /p4dp =1,
0 0 0

avem in final ///XQdXdde = %w. |
Q

Observatie. In calculul unei integrale triple cu formula de schim-
bare de variabild, gadsirea lui T constituie problema esentiald. Gasirea
transformarii T urmareste ca integrala tripla pe Qg sd poata fi calcu-
lata cat mai usor, adicd €2y trebuie sa fie simplu in raport cu una din
axele de coordonate. Ca urmare, gasirea lui T este dictata in general
de ecuatiile suprafetelor care formeaza frontiera lui 2.

Problema 34

Fie suprafata ¥ cu ecuatia carteziand z = x? + y2. Se cere:
i). S& se precizeze denumirea sa.
ii). S& se dea o reprezentare parametricd a suprafetei.
iii). S4 se dea o ecuatie vectoriald a suprafetei.
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iv). S8 se dea ecuatia planului tangent si a normalei la suprafata ¥
in punctul P(0,2,4).
v). S& se determine distanta de la origine la acest plan tangent.
vi). S& se precizeze versorul normalei la fiecare fatd a suprafetei.

Rezolvare. i). Suprafata ¥ : z = x? + y? este un paraboloid
de rotatie.
ii). Ddm doud reprezentiri parametrice ale suprafetei X:
Yiix=uy=v,z=u?+ v (1,v) € R?
respectiv
¥ : X = ucosv, y = usinv, z = u?, (u,v) € [0,00) x [0,27].
Se constatd usor ca cele doud reprezentari parametrice sunt echiva-
lente (vezi Definitia 5.9.10).
iii). Fiecare reprezentare parametrici conduce la o ecuatie vectoriald
a suprafetei X (vezi cele spuse dupd Exemplul 5.9.7):

F=ui+vj + (2 4+ vk, (u,v) € R?
respectiv
7 = ucosvi + usinvj + u2k, (u,v) € [0,00) x [0,27].

iv). Planul tangent in punctul Py (x0,y0,20) la suprafata ¥ are ecuatia
7z — 79 = 2x0(x — X0) + 2y0(y — yo), (vezi mai jos). Concret, planul
tangent in punctul P(0,2,4) la ¥ are ecuatia 4y —z — 4 = 0 (un plan
paralel cu axa Ox).
Normala in punctul Pg(xg,y0,20) la ¥ : z = x? + y? are ecuatia

X -Xo Y Yo __ 2z Zo

—2x9  —2yq 1
(vezi mai jos). Concret, normala in P(0,2,4) la 3 are ecuatia
x y-2 __z-4

0 —1 T
x=0
y+4z-18=0
v). Conform unei formule cunoscute (vezi mai jos), distanta de la

sau, altfel, { , adicd o dreaptd din planul yOz.

origine la planul tangent de mai sus este d = ‘ \_/%‘ = \/iﬁ

vi). Versorul normalei la fiecare fatd a suprafetei X in punctul curent
(X’Y’Z)3 eSte
— 2x = — 2y = 1 n
1+ +
/1 + 4% + y2)  £/1+ 4% + y2)‘7 +/1 + 4(x% + y2)
semnul ”+” in fata acestor radicali corespunde fetei superioare in ra-

port cu Oz (versorul normalei la aceastd fatd formeazd un unghi as-

ﬁ:

cutit cu versorul k al axei Oz), iar semnul ”—” in fata radicalilor core-
spunde fetei inferioare in raport cu Oz (versorul normalei la aceasta

fata formeazd un unghi obtuz cu versorul k al axei Oz). 1
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Observatie. In general, planul tangent in Po(xq,y0,20) la suprafata
Y : z = {(x,y) are ecuatia

770 = 9-(x0,y0)(x — x0) + %(XOJO)(Y = Yo)-
Normala la suprafata ¥ : z = f(x,y) in punctul Py(x0,y0,20) are
ecuatia

X — Xq Y — Yo — Z - 70

- %(XOQ’O) - %(X0=Y0) o 1

Versorul normalei la fiecare fatd a suprafetei X : z = f(x,y), in punctul
curent (x,y,z), este

— — - — i 1 g

- i\/1+§2+q?Z+ i\/1+}()12+q2‘7+ /1 +p2 + @2
unde p = %(x,y) siq= g—;(x,y) sunt notatiile lui Monge. Semnul ”+4”
in fata acestor radicali caracterizeaza o fatd a suprafetei X, numitd
fata superioars in raport cu Oz (in acest caz, i si versorul k al axei
Oz formeazi un unghi ascutit) gi notatd X, iar semnul ”—" in fata
radicalilor caracterizeaza cealaltd fatd a suprafetei ¥, numita fata
inferioard in raport cu Oz (in acest caz, 7 gi versorul k al axei Oz
formeaza un unghi obtuz) si notatd X_.
Distanta de la punctul Py(x0,y0,20) la planul de ecuatie
ax + by +cz4+d=0

este data de formula
d = | axg + byg + czg + d |

Va2 + b2 + 2
Aceastd formuld se poate stabili astfel: se cautd extremele (mai exact
minimul) functiei f(x,y,z) = d? = (x — x0)? + (y — v0)? + (z — 20)?,
conditionate de ecuatia ax + by + cz + d = 0. (vezi cele spuse in
§5.9/5.9.2).

7

Problema 35

Sa se calculeze ariile urmatoarelor suprafete:
a). S:x? +y2 + 22 =R? x*> +y? <Rx,z > 0;
b). S:z=x>+y? z € [0,R?];
€. S:x>+y2-22-1=0,0<z<1;

Rezolvare. a). Suprafata S este dati printr-o ecuatie carteziana
(vezi §5.9/5.9.2 — Panze si suprafete). Suprafata S este portiunea din
emisfera x? + y? + z%2 = R?, z > 0 situati in interiorul cilindrului x? +
y? = Rx (care are cercul director cercul x? + y? = Rx din planul xOy
si generatoarele paralele cu axa Oz). Pentru calculul ariei suprafetei
S, determindm mai intdi o reprezentare parametrica a sa. Pentru
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aceasta, trecem la coordonate sferice (Exemplul 5.6.2), plecand de la
reprezentarea parametrics a emisferei x2 + y2 +22 =R%, 2> 0
x = Rcosfsin p
y = Rsinfsingp , (0,¢) € [0,27] x [0,5].
z = Rcosyp
Pentru a determina domeniul de variatie A pentru 6 gi ¢ corespun-
zator interiorului cilindrului, punem conditia
(Recosfsing)® + (Rsinfsinp)® < R2cosfsin g,
de unde obtinem sin ¢ < cos# si ca urmare,
A={(p)cR|6c[-55,0<p<5 |6
Asadar, reprezentarea parametricd a suprafetei S este
x = Rcosfsinp
S: ¢ y=Rsinfsing , (0,¢) € A.
z = Rcosyp
Cu aceasta, aria suprafetei S este datd de formula (Propozitia 10.1.1)

Aria (S) = / / \/A2(9,<p) + B%(0, ) + C*(0, ¢)dbdy,
A

Calcule simple ne conduc la

A= 73 g:g) = — R2?cosfsin® p
B = DD((;’Z% = — R?sinfsin’ ¢
= DD((;(::;)) = — R?sinpcos p.

Ca urmare, elementul de arie pentru emisfera considerata, in coordo-
nate sferice, este

do = \/A2(9, ©)+B(0,0)+C(0, p)dfdp = R sin pdfdyp

5 [ 5- 10l
si atunci, Aria (S) ://R2 sin pdfdp = RQ/ / sin pdy | df=
A -z 0
(50 5
:2R2/ / sin pdy d9=2R2/ (—Cos<p 3 0 0 )d(‘)z
0 0 0
:QRQ/(I— sinf)df = 2R? (6 + cos@)‘ % =R2?(r—2)

0
b). Suprafata S : z = x? + y?, pentru care z € [0,R?], este datd
prin ecuatie carteziana. Suprafata S este portiunea din paraboloidul
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7z = x> + y? pentru care z € [0,R?], adici pentru care x*> + y? <
R?; cu alte cuvinte, suprafata S este portiunea din paraboloid situat
in interiorul cilindrului de ecuatie x? + y? = R? (cilindru care are
cercul director cercul x? + y? = R? din planul xOy si generatoarele
paralele cu axa Oz). Pentru calculul ariei suprafetei S, determindm
mai intai o reprezentare parametrica a sa. Pentru aceasta, trecem la
coordonate cilindrice (vezi Exemplul 5.6.2):

X = pcosf
S:<{ y=psinf ,(p,0) € A,
z = p?

unde A C [0,00) x [0,27] se determind din conditia ca S si fie in
interiorul cilindrului x? + y? = R%: (pcosf)? + (psinf)? < R%
Rezultd 6 € [0,27] si p € [O,R]. Asadar, A = [0,R] x [0,27] si ca
urmare, reprezentarea parametricd a suprafetei S este

X = pcosf
S:{ y=psing , (p,0) € [0,R] x [0,27].
_ 2
z2=p
Calcule simple ne conduc la
A= DDéZZ)) = —2p%cosf, B= g( ; = —2p?sin6, =2 ( ; =p

Ca urmare, elementul de arie pentru paraboloidul de ecuatie
z = x? + y? |in coordonate cilindrice, este

o= \/AQ(p,9)+B2(p,9)+CQ(p,@)dpde = p/1+ 4p2dpdo.

o
gi atunci, Aria (S) 2//p\/1 + 4p2dpdf :/ / V1 + 4p2d
A 0 0

_ QW/RNW@ —z (W)S\ NI [(\Wwf 1} .

0
c¢). Suprafata S este datd printr-o ecuatie cartezian.
Suprafata S este portiunea din hiperboloidul cu o panza x? + y? - z
— 1 = 0 pentru care z € [0,1], adic pentru care 1 < x? + y? < 2; cu
alte cuvinte, S este o suprafatd proiectabild pe planul xOy:

S:z=+yx2+y2-1, (xy) €D,

unde D = {(x,y) € R? | 1 < x? +y? < 2}.
Cu aceasta, aria suprafetei S este datd de formula

Aria (S) = //\/1 + p2(xy) + ¢’ (x,y)dxdy,
D

2
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unde p = X, q= ay sunt notagnle lui Monge (Propoz1§1a 10.1.2).

v

Calcule simple ne dau p = g% W q= = \/ﬁ
Ca urmare, Aria (S) = // CEES 1dxdy

x2 + y?

D
Pentru calculul acestei integrale, trecem la coordonate polare prin
(vezi Teorema 9.4.5 si Exemplul 5.6.1)

{ XZPO (p,0) € L2 x [0.2n],

y = psinf ’

Ca urmare, // XXQ r}y Ldxdy = / / \/29 —Lpdpdd =

1f]x027r}

/dp/,/Zp 711pd9—277/\/2p 711pdp

1+0

.. 2,2 .
Aici, se impune substitutia pr - 1 = t, adica schimbarea de vari-

abili p = /51 ¢ [V3,00) — (1,v/2] (vezi Teorema 7.4.8). Ca

\/5 o0 o0
urmare 202 1oqp = [ 2 dt = A4+ 2 ) dt =
s pz,lp P = &% _2)? = Po—) 7 272 =
1 V3

V3

:/ (2 (m-0) + (e + o) Jde =

|2, 0-v2 1 1 1 2 V3
_[Slnt+ﬂ4(t\/§+t+\@>H V3 =T (V3 V2

In concluzie, Aria (S) = 27 {? In(v3+ v2) + ?] m

Observatie. La a) si b), se poate vedea S ca fiind proiectabild pe
planul xOy; ca urmare, aria lui S se poate determina ca la pct. c).
Similar, la pct. c), se poate da o reprezentare parametricd a hiper-
boloidului, de exemplu, folosind coordonatele polare; aria lui S se
poate determina ca la pct. b).

Se obtin aceleasi rezultate, conform cu Teorema 10.1.2.
Observatie. La pct. c), integrala dubli ce di aria lui S este o
integrald dubld improprie. Se poate ardta, ca in problemele ante-
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rioare, ci ea este convergentd. De altfel, calculele de mai sus transfersd
oo

convergenta acestei integrale la convergenta integralei / dt.

V3
Teorema 7.4.6 a lui Leibniz—Newton aratd ca aceasta integrala este
convergenta, dupa cum rezulta din cele spuse mai sus.
Observatie. Alte amanunte in legdtura cu calculul ariei unei supra-
fete se gasesc in §10.1

t2
(t? - 2)?

Problema 36

Sa se calculeze urmétoarele integrale de suprafata:

a). // (x4 +y* + z4)da, S este sfera de ecuatie x* + y? + 22 = 1;
S

b). / / 1i—zda, unde S este portiunea din suprafata paraboloidului
S

2z = x? + y? cuprinsi in interiorul cilindrului x? + y? = 1;
s

Rezolvare. Integralele sunt integrale de suprafats de speta I-a

a). Suprafata S este datd prin ecuatie carteziand si este sfera cu
centrul in origine si de razd 1. Avand in vedere continuitatea functiei
polinomiale f(x,y,z) = x* + y* + z? i reprezentarea parametrica in
coordonate sferice a lui S,

x = cosfsin ¢

y = sinfsing , (6,9) € A =[0,27] x [0,7],

Z = COSp
integrala de suprafatd o vom calcula cu formula din Teorema 10.2.1.
Avand in vedere faptul cd elementul de arie pentru sfera conside-
ratd, in coordonate sferice, este do = sin¢dfdp (vezi problema an-

terioard),formula amintita ne da / / (x* + y* + z*)do =
S

= // (cos4 0sin ¢ + sin?@sin® ¢ + cos? go) sin pdfdp =
A
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2m T

= /d@/ (cos4 Osin? o + sin?@sin? p + cos? go) sinpdp =

= /d@/ [(1 - Lsin®20)sin® p + cos* psing|dy =

™

:/ [(2 + X cos46) 15+2]d6=22", pentru ci /cos4gosingpdcp:% si
0 0
/sm edp = == | (10sinp — 5sin3p + sindp)dp = 2

0
b). Suprafa‘ga S este data prin ecuatie carteziand explicité,

S:z:%(xz—&—yz), (X,y)ED—{( y) € R? | x2 +y2 < 1}
Deoarece functia rationala f(x,y,z) = —— + — este continud pe domeniul
D, vom calcula integrala de suprafata cu formula din Teorema 10.2.3.
Elementul de arie pentru paraboloidul considerat, in coordonate

carteziene este dat de do = \/1 + p(x,y) + qz(x,y)dxdy7 unde

oz

p= axv q = g sunt notatiile lui Monge (Propozitia 10.1.2).

Calcule simple ne conduc la p = g—;‘( =xs5iq= g—; =y. Ca urmare,

elementul de arie este do = /1 + x? + y2dxdy si atunci,

S D
Pentru calculul acestei integrale, trecem la coordonate polare prin
(vezi Teorema 9.4.5 si Exemplul 5.6.1)

{ X =peosh gy e [0,1] x (0,27,

y = psinf ’

Caurmare,/ v1+x2+vdxdy*?/ / 1+p pdpdf =

1+ 2(x2 + y?2)

[0,1]x[0,27]
1
1+ p 1+ p?
:2/d/2+p2 pd9—4ﬂ'/2+p pdp
0

1
:471'/; i Zi (\/1+p2> dp:4ﬂ'/1+71t2dt = 4 (t—arctg t) ‘ \? =
0

1
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=4 (V2 ~arctgv2 - 1+ F)
Asadar, //ﬁdtf =4 (V2 — arctgy2 - 1 + 7).

S
¢). Suprafata S este datd prin ecuatie carteziand. Folosind coordo-
natele polare, reprezentarea parametrica a suprafetei S este
x = (0, p) cosfsinp
S:¢ y=r1(0,¢)sinfsing , (6,9) € A C [0,27] x [0,7],
z=1(0,p)cosp
unde r(6, ¢) se determing din conditia (x* + y? + 22)2 = 2a’xy (vezi
Propozitia 5.9.2). Rezultd r(6, ) = asin pv/sin 26.
Avand in vedere si simetria suprafetei, rezultd cd ecuatia polard a
suprafetei este
S:r=asinpVsin20, (6,¢0) € A= ([0,3] U [r, 3]) x [0,7].
Deoarece f(x,y,z) = x2 + y2 + z?2 este continui, integrala de suprafata
se calculeaza cu formula din Teorema 10.2.1.
Elementul de arie pentru suprafata S datd prin ecuatie polara, este

2
(Definitia 10.1.5) do = r\/(ggf + <r2 + (d%) >sin2 @dfdep.

Calcule simple ne conduc la do = a?sin? pdfdyp si ca urmare,

//x+y + 72 o—a// ©) sin? pdfdy =
= a4// sin 20 sin* dfdy = a’ / d9/ sin 20 sin* pdyp =
A

03] ur%] O
kS 3%
2
= ‘38”a4 /sin29d9 + /sin29d9 = %’ra‘l,
0 T

pentru ca /sin4 pdp = i/ (1 - cos 2<p)2d<p = %’T. |

0 0
Observatie. La pct. a) si c), prezenta grupului x> + y2 + z2
in ecuatia carteziand a suprafetei sugereazs folosirea coordonatelor
sferice pentru a determina ecuatia polara a suprafetei si cu ajutorul
ei, o reprezentare parametricd a suprafetei. Urmeazd determinarea
elementului de arie do, in forma corespunzitoare — si retinerea lui
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pentru alte probleme — si aplicarea formulei de calcul pentru integrala
de suprafatd (formuld care o transforma intr—o integrald dubli).

La pct. b), suprafata este datd prin ecuatie carteziand explicitd
(proiectabild pe unul din planele de coordonate). Se determind ele-
mentul de arie do, in forma corespunzitoare — si retinerea lui pentru
alte probleme — gi aplicarea formulei de calcul pentru integrala de
suprafatd (formuld care o transformd intr-o integrald dubl4).
Observatie. La fiecare din pct. a) si c), se poate descompune S intr-
o reuniune de doud suprafete, fiecare proiectabild pe unul din planele
de coordonate. Avand in vedere Proprietitile integralei de suprafata,
fiecare integrald se poate scrie ca o suma de doud integrale, acestea
calculandu-se ca la pct. b).

Aseménitor, la pct. b), se poate determina o reprezentare para-
metricd a suprafetei S, folosind coordonatele cilindrice. Apoi, se
pracedeazi ca la pct. a).

In aceste consideratii, se are in vedere Teorema 10.2.2.

Problema 37

Sa se calculeze integralele de suprafata in raport cu coordonatele:

a). / / xdydz — ydzdx — zdxdy unde S este fata superioard in ra-
S

port cu Oz a suprafetei limitatd de triunghiul ABC, unde A(1,0,0),
B(0)270)’ 0(07073);

b). / / x?dydz + xydzdx + xzdxdy, unde S este fata interioara a
S

suprafetei y? + z? = 4 cuprinsi intre planele x = — 2 si x = 3;

c). //ngQZdde + x%y3zdzdx + x?y?z2dxdy, unde S este fata exte-
S

rioard a compactului limitat de suprafetele z = x% + y2, z = 4.

Rezolvare. a). Ecuatia carteziani a suprafetei S se obtine
scriind ecuatia planului determinat de trei puncte, sau, mai simplu,
ecuatia planului prin taieturi: ¥ + § + § = 1.
De aici rezultd ecuatia explicitd a suprafetei S,

S:z:?)(lf%f%),(x,y)GD,
unde D este proiectia lui S pe planul xQOy,
D={(xy) eR*[x>0,y>0, %+ % <1}
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Avand in vedere Remarca 5.9.8, versorul normalei la fata superioarsd
in raport cu axa Oz a suprafet;el S este
J+ L k

p q
n= z—|—
V1+p2+ a2 V1+p2+ a2 Vi+tp2+a2’
unde p = X, q= gﬁ sunt notatiile lui Monge.
Concret, p = -3, q = % si avem 71 = %z + %j + %kz

Acestea fiind zise, pentru calculul integralei aplicim Definitia 10.3.1

//xdydzfydzdxfzdxdy*// X,% 7% )do‘

urmata de Teorema 10.2.3,

[ e [

pentru cd elementul de arie pentru S este do = %dxdy.
Direct, integrala se poate calcula cu Teorema 10.3.2:

//xdydz — ydzdx — zdxdy = // 3x -3y -3(1-3%-%)]dxdy =
= //3 (2x — 1)dxdy.
D

Pentru calculul integralei duble, observam c& domeniul D este simplu
in raport cu axa Oy D = {(x,y) € R? | x € [0,1],0 <y < 2(1 - x)}
(vezi Propozitia 9.4.1) si aplicdim Teorema 9 4.3:

1 2(1 - x)

// x1dxdy—30/dx/ (2x ~ 1)dy =

1
= 6/ (72){2 + 3x — l)dX = (74X3 + 9x? - 6X)
0

\I\W

=1

0

Asadar, //xdydz — ydzdx — zdxdy = —1.

S
b). Deoarece S este o portiune dintr-o suprafatd cilindricd cu cer-
cul director y2 + z2 = 4 situat in planul yOz si cu generatoarele
para-lele cu axa Ox, folosim coordonatele cilindrice pentru a obtine
o reprezentare parametrica a sa:

S:x=x,y=cosf, z=-sinb, (0,x) € [0,27] x [-2,3] = A.
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Avand in vedere Remarca 5.9.7, versorul normalei la fata interioarsd
a suprafetei S este 7 = — (COSH ; + sinf E)

Acum, pentru calculul integralei date aplicim Teorema 10.3.1:

//XQdydz + xydzdx + xzdxdy =

3 27 3
// xcos? 6 + xsin? 0)d9dx— /dx/xd@——27r/xdx——
0 2

c). Suprafaga S este formata din doud porglum se suprafata:
e 0 portiune din suprafata paraboloidului de ecuatie z = x> + y?2,
dati prin Sy : z =x% + y2, (x,y) € D = {(x,y) € R? | x* + y? < 4},
orientatd dupd normala la fata inferioara in raport cu Ogz;
e 0 portiune din suprafata planului de ecuatie z = 4, precizata prin
Se : z =4, (x,y) € D, orientatd dupa normala la fata superioard in
raport cu Oz (vezi Remarca 5.9.8 gi dupd).
Avand in vedere proprietatile integralei de suprafatd de speta a doua
(vezi Remarca 10.3.3), are loc egalitatea

/ / xdydz + ydzdx + zdxdy =

= / / xdydz + ydzdx + zdxdy + / / xdydz + ydzdx + zdxdy
> 2
si raméane sa calculdm aceste ultime doud integrale.

Vom folosi Teorema 10.3.2. Pentru suprafata S; avem p(x,y) = 2x si
q(x,y) = 2y si ca urmare, prima integrald devine

/ / xdydz + ydzdx + zdxdy =

// Soy? 4 (22 +y)]dxdy—//x+y)dxdy

Trecand la coordonate polare, avem

//X+y dxdy—/ / 3dpd9—/dp/3d9—87r

[0,2] x[0,27]
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$i ca urmare, / / xdydz + ydzdx + zdxdy = 8.

1
La fel, pentru suprafata Sy avem p(x,y) = q(x,y) = 0 si ca urmare, a
doua integrald devine

//Xdde + ydzdx + zdxdy = //4dxdy = 4aria(D) = 167.
D

Asadar, / / xdydz + ydzdx + zdxdy = 24x. R

Observatle La pct. a), suprafata S este proiectabild gi pe celelalte
plane de coordonate.

La pct. c), rezultatul obtinut reprezinta triplul volumului corpului
compact limitat de suprafetele z = x% + y?, z = 4 (vezi §10.3/10.3.3).
Observatie. In general, o integrald de suprafati in raport cu coor-
donatele se calculeazi fie transformand-o intr-o integrala de suprafatd
in raport cu aria, conform definitiei, fie transforméand-o direct intr-o
integrald dubla, prin Teoremele 10.3.1, 10.3.2.

Problema 38

S4d se calculeze fluxul cAmpului vectorial F = (y,x,z) prin fata
exterioara a corpului compact
={(xy,z) e R3 |1 <x? +y? + 22 < 4}.
Rezolvare. a). Conform cu Definitia (vezi §10.3/10.3.3 sau
Definitia 12.5.4), fluxul cAmpului vectorial F = (y,x,z) prin fata ex-

terioara S a corpului K este ®p = / / ydydz + xdzdx + zdxdy.

Fata exterioara S a corpului Compac‘s K este formata din doud sfere:
o Sfera S., de ecuatie x> + y? + z> = 4, care limitezd la exterior
corpul K gi care trebuie orientatd dupa normala exterioard, care in
punctul curent are versorul 7, = %Z + %; + %E,

e Sfera S;, de ecuatie x2 + y? + z? = 1, care limiteza la interior corpul
K si care trebuie orientata dupa normala interioara, care in punctul
curent are versorul e = — (xi + yj + zk).

Avand in vedere proprietatile integralei de suprafatd de speta a doua

(vezi Remarca 10.3.3), are loc egalitatea //ydydz + xdzdx + zdxdy
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= / / ydydz + xdzdx + zdxdy + / / ydydz + xdzdx + zdxdy

si raméne sad calculam aceste ultime doud integrale.
Avand in vedere Definitia 10.3.1 si cele de mai sus,

//ydydz + xdzdx + zdxdy = // (2xy + z?)do.
Se

Integrala de suprafatd in raport cu aria o calculam cu Teorema 10.2.1,
folosind pentru S, reprezentarea parametricd in coordonate sferlce
(vezi Exemplul 5.6.2): S, : x = 2cosfsingp, y = 2sinfsiny,
z = 2cosp, (0,¢) € [0,27] x [0,7] = A.

Aplicand formula din Teorema i {indnd cont ca do = 4sin pdfdyp,

//(2xy + z?)do = 16// (2 sinf cos @ sin? ¢ + cos? cp) sin pdfdp =
3 A

71' 2

= 16/d<p/ (2 sin @ cos @sin ¢ + cos? <p) sin pdf =

0
g

:16/ (sin” §'sin® 90+90082wsin%0)’ 2(? dp=-32m s e
0

T _ 64n

0o 37

$i ca urmare, //ydydz + xdzdx + zdxdy = 227

— _ 4
La fel, //ydydz + xdzdx + zdxdy = — //(2xy +7z%)do = — T

Si

Asadar, //ydydz + xdzdx + zdxdy = %TW' |

Problema 39

Folosind formula lui Green — Riemann, si se calculeze urma-
toarele integrale curbilinii:

a). 7{ x?ydx — (y + x*)dy, unde C : x? + y? = R?;
¢
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yeX2 +4y% g — xeX” t 4y2‘dy, unde C : % +y2=1;

={(xy) eR*|0<y x<1,  <y< 2 x>0}

C
c). % 2(x% + y?)dx + (x + y)?dy, unde C este frontiera domeniului
C
D
j{ (x* - 3xy?)dx + (3x2y - y*)dy, unde C : x3 + yi=1

C

2

y(x - 1)dx + x(y + 1)dy, C: % + % =1,y <0, fiind parcursd

e
O\\

in sensul acelor de ceasornic.

Rezolvare. a). Curba C este cercul cu centrul in origine si
de razd R, orientat pozitiv fatd de domeniul compact D pe care il
limiteaza: D = {(x,y) € R? | x* + y? < R?}. Functiile P(x,y) =
x?y i Q(x,y) = — (y + x*) sunt continue impreuni cu derivatele lor
partiale g—? =x2si %—3 = — 4x3, fiind functii polinomiale. Formula
lui Green — Riemann (vezi Teorema 11.1.1) ne d&

j’{ Pydx — (v + xd)dy = // (ax® — x2)dxdy

C
gi trecand la coordonate polare (vezi Teorema 9.4.5 i Exemplul 5.6.1),

// 4x% — x? dxdy / / 4,03 cos® 0 — p? cos? 9) pdpdf =

[0.R] x[0,27]

R 2m
/dp/ 4p* cos® 0 — p> cos 9) do = 12”4, pentru ca
0o 0

27 27

/cos2 0do = %/ (1 + cos20)df = T,

0 0

2m 2

/cos3 0do = i/ (cos36 + 3cosf)dl =

0 0

Agadar, ]{ xydx — (y + xt)dy = - =,
C
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b). Curba C este elipsa cu centrul in origine si de semiaxe 2 si 1,
orientatd pozitiv fatd de domeniul compact D pe care il limiteaza.:
D ={(xy) €R?| ¥} +y* < 1}.

Functiile P(x,y) = yeX 47 g Qxy) = - xe*” + 4% sunt continue
impreund cu derivatele lor partiale

% — ex2 + 4y2 (8y2 + 1) §1 %75(2 — ex2 + 4y2 (2)(2 + 1)
ca functii compuse de functii polinomiale si exponentiale. Formula
lui Green — Riemann (vezi Teorema 11.1.1) ne d&

y{ yex2 + 4% 0% - xeX T+ 4Y2dy - 7//ex2 + 4y? (2)(2 + 8y? + 2)dxdy
D

C
si trecand la coordonate polare generalizate prin formulele

x = 2pcosl, y = psinb, (p,0) € A =[0,1] x [0,27], T = 2p,
(vezi Teorema 9.4.5 gi Exemplul 5.6.1), avem in continuare,

//exz + 4y’ (2x* + 8y* + 2)dxdy =

2m

D
1
= 2//e4P2 (802 + 2) pdpdd = 4/dp/e4”2 (492 + 1) pdd =
A 0 0

Ly
0 =4me

1 1
:871'/64/’2 (4p°+1) pd,0:7r/(e4”2)’(4/)2—i—l)d,0:471'e4”2p2
0 0

Asadar, f yeX' 4 dx — xeX” T W dy = —4ret.

¢
¢). Curba C este un patrulater curbiliniu, orientat pozitiv fatd de
domeniul compact D pe care il limiteaza:
D={(xy)eR*|0<y-x<1,1< 2 x> 0}.
Functiile P(x,y) = 2(x* + y?) si Q(xy) = (x )? sunt continue
N o . . !
impreuna cu derivatele lor partiale %5 = 4y si 8—8 =2(x +y), fi-
ind functii polinomiale. Formula lui Green — Riemann (vezi Teorema

11.1.1) ne d& f{ 2(x% + y?)dx + (x + y)?dy = //2()( — y)dxdy si
D

<
y

¢
aceastd integrald dubld o calculdm prin Metoda schimbaérii de vari-
abild (vezi Teorema 9.4.5). Pentru aceasta, considerdm transformarea

punctuala T : D — A=[0,1]x[1,2], T(xy) = (u,v)<= { :,1 _ ;};}; )
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Avem c& T este bijectivi, de clasi C! si transformare regulati pe D

D(u,v -1 1
DEX};: v ox - (x+y)#0.

Ca urmare, transformarea inversa satisface condigiile din Teorema

amintita gi // (x —y)dxdy = // 2u
21 2
- _ 1
//\/uzzﬁdudv = /dv/\/l%du:72/ <\/u2+2v 0 )dV:
1 0 1

72/(\/H—72v-\/ﬂ)dv:f§[5\/573\/54—2\/578].

deoarece

Asadar, 7{ 2(x2 + y?)dx + (x +y)?dy = — % [5v5 - 3v3 +2v2 - 8].
C
d). Curba C este un patrulater curbiliniu (astroida), orientat pozitiv
fatd de domeniul compact D pe care il limiteaza:
D = {(xy) € R? | x5 +y5 < 1}.
Functiile P(x,y) = x* — 3xy? si Q(x,y) = 3x?y — y* sunt continue
impreund cu derivatele lor partiale % = —bxy si %—3 = 6xy, fiind
functii polinomiale. Formula lui Green — Riemann (vezi Teorema

11.1.1) ne daJQ{ (x* = 3xy?)dx + (3x%y — y')dy = //12xydxdy

Integrala dubla se calculeaza prin Metoda bchlmbarn de variabila
(vezi Teorema 9.4.5). Pentru aceasta, consideram transformarea punc-
tuald T : A = [0,1] x [0,27] — D definitd prin T(p,0) = (x,y) <
x = p3cos® 0 L D . .
3 .3 . Aplicatia T este surjectiva, de clasi C! si are ja-

y = p°sin” 0
cobianul J = 9p® cos? §sin® #, dupd cum usgor se poate constatd. Se
vede usor ca sunt verificate toate conditiile din Teorema amintita,

astfel ca avem //12xydxdy = 108//p11 cos® fsin® 0dpdf =
A

1 2m
= 108/dp/ 1 ¢os® @ sin® 8df = 0, dupi cum usgor se poate constata
0

&2
o

and schnnbarea de variabild 0 = u + m, u € [-7, 7.
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Asadar, ]{ (x* - 3xy?)dx + (3x%y — y*)dy = 0.

C
e). Fie punctele A(-2,0), B(2,0). Completdm curba C cu segmentul
AB, parcurs de la A la B, obtinand astfel curba inchisd I', orientatd
negativ fatd de domeniul compact D pe care il limiteaza. Are loc

egalitatea /y(xfl)dx + x(y + 1)dy =
T
— [¥ee D+ x(y+ Dy + [yx Dde o+ x(y + 1dy

C AB
Prima integrald o calculdm cu formula lui Green — Riemann (si apoi

prin trecere la coordonate polare generalizate)

/y(xfl)dx—&—x(y—i- // -x + y)dxdy =

= 76/ / (2 - 2pcos + 3psin@)pdpdd =

[0,1] X [7r,27]
1 2m

:76/dp/ 2p — 2p? cos O + 3p?sin0)d = — 6(m — 2).

Ultima mtegrala o calculdm direct, folosind reprezentarea paramet-
ricd a segmentului AB: x =t,y =0, t € [-2,2].

/y(x —1)dx + x(y + 1)dy = 0.

AB
Ca urmare, /y(x -1dx +x(y + 1)dy =—-6(r —2). B

¢
Observatie. Formula lui Green — Riemann transforma, in anumite
conditii, o integrald curbilinie in raport cu coordonatele pe o curba
inchisa intr-o integrald dubld pe domeniul compact limitat de curba.
Uneori, formula se poate aplica si dacd curba este deschisd - vezi e).

Problema 40

Folosind formula lui Gauss — Ostrogradski, sd se calculeze urma-
toarele integrale de suprafata:
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/ / x3dydz + y3dzdx + z3dxdy, unde S este fata exterioard a

5
corpului Q = {(x,y,z) € R® | x> + y2 <4,0<z < 1};

/ / x?dydz + y?dzdx + z2dxdy, unde S este fata exterioard a

S
corpului Q = {(x,y,z) € R® | x* + y% + 22 < R? z > 0};
//deydz — y2dzdx — z%dxdy, unde S este fata exterioari a
S
corpului compact limitat de planele de ecuatii 6x + 4y + 3z = 12,
x=0,y=0,z=0.

Rezolvare. a). Sunt verificate conditiile din Teorema 11.2.1 a
lui Gauss — Ostrogradski si ca urmare,

//XdedZ + y3dzdx + z3dxdy = 3 /// (X2 +y? + Zz)dxdydz.
S Q

Pentru calculul integralei triple, se trece la coordonate cilindrice, prin

X = pcosf
formulele (vezi Exemplul 5.6.2) ¢ v = psin€ | unde (p,0,z) € A =
z2=1z
. D(x,y,z
[0,2] x [0,27] x [0,1], iar Ep'b'z)) =p.
Ca urmare, // x2+y?+z )dxdydz = // p>+z? pdpd@dz =
A
21 27r 21
/dp/dz/ p* + 7* pd9—27r/dp/ p* + pz?)dz = 28T
0 0 0 0

In concluzie, //X3dydz + y3dzdx + z3dxdy = 28.

b). Conditiile din Teorema 11.2.1 a lui Gauss-Ostrogradski se verifica
si ca urmare, //XQdydz—i-dezdx—i—szxdy = 2/// (x+y+z)dxdydz.

Pentru calculul integralei triple, se trece la coordonate sferice, prin
x = pcosfsinp

formulele (vezi Exemplul 5.6.2) y = psinfsingy , unde
7z = PCosy
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(p.0,¢) € A =[0,R]x[0,27]x[0,F], iar ]];)((x.y )) = p?sin .

Ca urmare, /// (x + vy + z)dxdydz =

= /// (cos 6 sin p+ sin 0 sin o+ cos @) p? sin pdpdfdy =

™

! b3 2
= /dp/dgp/ (cos 6 sin @+ sin @ sin o+ cos ) p? sin pdf =
0
R 32
=7 /dp/p?’sin&pdgo = ”4&4.
0 0

N . _ 7TR4
In concluzie, //X2dydz + y2dzdx + z%dxdy = 5

S
¢). Planul de ecuatie 6x + 4y + 3z = 12 intersecteazi axele de
coordonate in punctele A(2,0,0), B(0,3,0), C(0,0,4). Corpul €2 limitat
de cele patru plane este tetraedrul OABC. Conditiile din Teorema
11.2.1 a lui Gauss - Ostrogradski se verifica gi ca urmare,

//x2dydz - y2dzdx - z%dxdy = 2/// (x - y - z)dxdydz.
S Q

Pentru calculul integralei triple, se observa ca € este simplu in raport
cu axa Oz (in fapt, si cu celelalte axe — vezi Propozitia 9.4.1):
={(xy2) ER3 | (xy) €D,0<z<4-2x %y},
unde D este proiectia lui 2 pe planul xOy:
D={(xy) eR?|x¢€ [072},0§y§?>f%x}.
Conform cu Teorema 9.4.3, avem

///(X—y—z)dxdydz://dxdy / (x-y-z)dz.
Q D 0

Calculam integrala interioara:
4 - 2x — %y

/ (x —y—2z)dz = 12x — 4x? — 2xy — 8+9y +3y
0
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sl avem in continuare / / / (x —y — z)dxdydz =

Q
= // (12){* 4x% — 2xy — 8 + %yz + %y)dxdy =
D

2 3 8x
= /dX / (12X — 4X2 — 2Xy - 8 + %yz + %y)dY7
0 0

pentru cd domeniul D este simplu in raport cu Oy.
Calculdm integrala interioara:
3 - %x

/ (12x-4x*-2xy-8+ 5y +3y)dy = 27x-14-F x4 133
0

si avem in final /// (x —y — z)dxdydz =
Q
2

= 2/ (27x - 14 - Bx? 4+ Bx3)dx =-10. W

0

Observatie. Formula lui Gauss — Ostrogradski transforms, in anu-
mite conditii, o integrald de suprafata in raport cu coordonatele pe o
suprafata inchisa intr-o integrala tripld pe domeniul compact limitat
de suprafata. Uneori, formula se poate aplica gi daca suprafata este
deschisd, aseméandtor ca in problema anterioara.

Problema 41

Folosind formula lui Stokes, si se calculeze urmatoarele integrale
curbilinii:
a). /xdx + (x + y)dy + (x + y + z)dz, unde curba C este dati prin
C

x = 2cost
C:q vy =>5sint .t € [0,27];

z = 2cost + Hsint
Sa se verifice rezultatul prin calcul direct.

_ 2 2

b). /ZQdX + x2dy + y?dz, unde curba C : { Z2=X"4y este ori-

x+y+z=1
C
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entata astfel incat proiectia sa I' pe planul xOy, cu orientarea indusa,
este orientatd pozitiv fatd de domeniul compact pe care il limiteaza.
2 2 2 __ R2 >0
. [ y2dx + 22dy + x%dz, unde curba C : { X, TV T = Rz 2
c) /y x 4 z°dy + x°dz, unde curba <+ y? = Rx
C
este orientata astfel incat proiectia sa pe planul xOy, cu orientarea
indusé, este orientatd pozitiv fatd de domeniul compact pe care il
limiteaza.
Rezolvare. a). Deoarece ecuatiile carteziene ale curbei C sunt

ST
C: rtx=1 , C este intersectia cilindrului eliptic de ecuatie

Z=X+Yy

4
j‘; + %z = 1 cu planul de ecuatie z = x + y.
In aplicarea Formulei lui Stokes (vezi Teorema 11.3.1), ludm drept
suprafatd S ce are pe C ca bordurd orientatd portiunea din planul

4

de ecuatie z = x + y situata in interiorul cilindrului % + %=1,
orientatd dupa normala la fata superioara in raport cu Oz.
Conform formulei, avem

/de +Ex+y)dy + x+y+2z)dz = //dydz — dzdx + dxdy.

C S
Pentru calculul integralei de suprafata, apelam la formula din Teo-
rema 10.3.2, pentru cd S este proiectabila pe planul xOy:

Stz=x+y (xy) €D ={(xy) eR*| % + & < 1}.
Avem p(x,y) = -1, q(x,y) = -1 si atunci,

//dydz — dzdx + dxdy = //dxdy = aria (D) = 10x.
S D

Asadar, /xdx + x4+ y)dy + (x +y + z)dz = 107.

C
Calculul direct se face cu formula din Teorema 8.2.1 (si cu precizdrile
din Remarca 8.2.4):
/xdx—i—(x—i—y)dy—l—(x—l—y—l—z)dzz

C
27

= / [63sintcost + 30 cos? t — 20 sin? t]dt =
0
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2m
= / (83 sin2t + 25cos2t + 5]dt = 10m.

0
b). Curba C este intersectia paraboloidului de ecuatie z = x? + y?
cu planul de ecuatie x + y + z = 1 sau, echivalent, este intersectia
cilindrului de ecuatie x> + y?2 + x + y = 1 cu planul de ecuatie
x + y + z = 1. Proiectia curbei C pe planul xOy este curba de
ecuatie I' : x2 + y2 + x + y — 1 = 0, orientatd pozitiv fata de
domeniul compact D pe care il limiteaza.
In aplicarea Formulei lui Stokes (vezi Teorema 11.3.1), luim drept
suprafatd S ce are pe C ca bordurd orientatd portiunea din planul
de ecuatie x + y + z = 1 situata in interiorul cilindrului de ecuatie
x2 +y2 +x +y—1=0, orientatd dups normala la fata superioars
in raport cu Oz.
Conform formulei, avem

/z2dx + x2dy + y2dz = 2//ydydz +zdzdx + xdxdy.
S

Pentgu calculul integralei de suprafatd, apeldm la formula din Teo-

rema 10.3.2, pentru cid S este proiectabild pe planul xOy:
S:z=1-x-y(xy) €D

unde D = {(xy) € B? | (x - 1) + (y - 1)2 < ¢},

Avem p(x,y) = -1, q(x,y) = —1 si atunci,

2//ydydz +zdzdx + xdxdy = 2//(2X - 1)dxdy.

S D
Pentru calculul acestei integrale duble, se trece la coordonate polare
X = % + pcost

generalizate ,unde (p,0) € A = [0,\/§] x [0,27],
y = % + psinf
iar gg’;;; = p. Asadar,
3 o
2//(2)(7 1)dxdy = 4//p20089dpd9 = él/dp/p2 cos0df = 0.
D A 0 0

c). Curba C este intersectia emisferei de ecuatie x> + y? + z2 = R?,
z > 0 cu cilindrul de ecuatie x? + y? = Rx (curba lui Viviani).

In aplicarea Formulei lui Stokes (vezi Teorema 11.3.1), luim drept
suprafatd S ce are pe C ca bordura orientatd portiunea din emisfera
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zZ = \/m , cuprinsd in interiorul cilindrului x? 4+ y? = Rx

(numita fereastra lui Viviani). Asadar, S se poate preciza prin
S:z=+R*-x2-y2 (xy) €D

unde D = {(x,y) € R? | x> + y? < Rx}.

Sensul pe C induce o anume orientare pe S, si anume orientarea dupa

normala la fata superioara in raport cu Oz. Conform formulei, avem

/deX + z%dy + x?dz = 72//zdydz + xdzdx + ydxdy.

C S
Pentru calculul integralei de suprafatd, apelam la formula din Teo-
rema 10. 3 2, pentru ca S este proiectabilé pe planul xOy. Avem p(x,y)

\/ﬁ7 Q( >Y) \/7 §1 atunci,

//zdydz + xdzdx + ydxdy = // <X + T = + y) dxdy.
I
S D

Pentru calculul acestei integrale duble, se trece la coordonate polare
prin formulele x = pcosf, y = psin 6. Deoarece discul D este tangent
1n origine la axa Oy, avem, evident, § € [—7, 7] si atunci, inegalitatea
x? + y? < Rx ne conduce la 0 < p < Rcosf. Ca urmare,

A={(p0)|0ec[-%,%],0<p<Rcosb}

si atunci, integrala dubla devine / / <x+y+\/$>dxdy =
! X y

// ( (cosf + sinf) + ”\/C"beibm9> pdpdf =

R cos 6

(p (cosf + sinf) + pc;z\/is(’)dp =

I
\NH

[oR

>

[N

(cos®O(cos® + sinf))df —

I
%,
\I\JH

ol MR

|,
—

cosfsin® ((2 + cos?6) | sinf | —2)df =

[NE)
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= % cos? 0df = R{/ (1 + 2cos 20 + W)dﬁ = %.
0 0

In concluzie, /y2dX + z2dy + x*dz = - %ﬁ' u

C
Observatie. Formula lui Stokes transforms, in anumite conditii, o
integrald curbilinie in raport cu coordonatele pe o curba din spatiu
intr-o integrald de suprafats in raport cu coordonatele pe o suprafata
ce se sprijind pe curba respectiva. Deoarece fiecare din cele doud
integrale depinde de orientarea pe curba respectiv pe suprafata, este
necesard, o compatibilitate intre cele doud orientdri (vezi Teorema
11.3.1 i Definitia 5.9.16).
Observatie. Formula lui Stokes generalizeazs (de la plan la spatiu)
formula lui Green-Riemann.
Observatie. Orientarea unei curbe in spatiu dat# ca intersectie a
doud suprafete (adicd precizarea sensului de parcurs pe curbd) se
face prin context. Uneori formularile sunt greoaie. Nu acelasi lucru
se intampld cand curba este datd parametric (vezi §5.9/5.9.2).

Problema 42

Se dau campurile
p(xyz) =x* +y? +2° )
U(xy2) = (xyz + x°)i + (v2 + y3)j + (2 + )k,
w(x,y,z) = (yz + Xy2)f—|— (xyz + yzQ)j + (3xy + XQZ)E.
a). S8 se calculeze grad ¢ si Ay;
b). S& se calculeze derivata campului scalar ¢ dupa directia vectorului

§= % in punctul (1,2,3);
c¢). S4 se calculeze grad div ¥ si rot rot .

Rezolvare. Avem in vedere definitiile derivatei dups o directie,
gradientului, divergentei si rotorului date in §12.3.
a). Conform cu Definitia 12.3.2,

grad p = g—ff—&- %‘f;’—i— %E = 2xi + 2yf + 2zk.

Conform cu Definitia 12.3.6, Ay = % + gj—f + %if = 6.
b). Conform cu Definitia 12.3.1 gi Propozitia 12.3.1,
82(1,23) = 5 - grad(1 o) = 25 ({ + J + k) - (20 + 45+ 6k)) = 4V/3.
¢). Conform cu Definitia 12.3.3,
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div v = & (xyz + x°) + a%(y2 +53) + 2(x2® +2°) =
=yz + 3x% + 2y + 3y% + 2xz + 32 =
= 3x? + 3y? + 322 + yz + 2xz + 2y
si ca urmare,
grad div ¥ = %(3){2 + 3y? + 322 + yz + 2xz + 2}:)2 +
+ %(3}(2 + 3y + 322 + yz + 2xz + 2y)j +
+ %(3X2 + 3y2 + 322 + yz + 2xz + 2y)k =
= (6x + 22)i + (6y + 2z + 2)j + (62 + y + 2x)k.
Apoi, cu Definitia 12.3.4, avem

]
1%}

9x ay
vz + Xy2 XyZ + yz2 3xy + x?z
= (3x — xy — 2y2)i + (- 2y — 2x2)] + (yz — 2z — 2xy)E
si ca urmare,

[N

rot W =

NISEST

i J k
= o 9 9 _ 7 n
rot rot W = B By 5 =zt + xk.

3X-xy-2yz -2y-2xz yz-7z-2Xxy
Problema 43

Se dau campurile vectoriale
ﬁ(X’Y) == y2; + ng'
F(x,y,2) = (2x — x%y + 5y)i + (5x —y)j — k.
a). S4 se calculeze circulatia cAmpului vectorial @(x,y) pe frontiera
domeniului D = {(x,y) € R? | x? 4+ 4y®> <4,y > 0}, parcursd in
sens trigonometric gi apoi sd se verifice rezultatul folosind formula lui
Green — Riemann.
b). S& se verifice formula integrald a rotorului pentru cAmpul vectorial
7(x,y,2) si corpul compact Q = {(x,y,z) € R? | x? + 4y? <z < 4}
Rezolvare. a). Fie C frontiera domeniului D, parcursa in sens
trigonometric. Circulatia campului vectorial @(x,y) pe curba C este

(vezi Definitia 12.5.2) integrala curbilinie /7 y2dx + x2dy.

C
Curba C este jumitatea superioard E a elipsei de ecuatie x? + 4y?
= 4, completatd cu diametrul mare al sfu [AB] pe care ea se spri-
jind (evident, A(-2,0), B(2,0)) si este parcursi in sens trigonometric.
Definitia 8.2.5 ne permite sd scriem
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/f y2dx 4+ x2dy = / — y2dx + x2dy + /7 y2dx + x2dy

C [AB] E
Cu Teorema 8.2.1 si cu reprezentirile parametrice ale celor doud
x=t x = 2cosf
curbe, [AB] : { v =0 st €[22, E: { v = sinf , 0 € [0,7],
avem / — y?dx + x2dy = 0 respectiv
[AB]

/f y2dx 4+ x2dy = /(2811139 + 4cos® §)df =

E 0
T

:/(281110 7s1n30+ c0839+300s9) do = %.
0

Ca urmare, /f y2dx + x2dy = %.
C
Calculdm acum integrala curbilinie cu formula lui Green — Riemann

(vezi Teorema 11.1.1): / y2dx + x2dy = // X + y)dxdy.

Integrala dubla se calculeaza folosind Metoda schimbarii de variabila
(vezi Teorema 9.4.5), trecAnd la coordonate polare generalizate (vezi

] x=2pcosf
Exemplul 5.6.1): { y = psing (p,0) € [0,1] x [0,m].
Ca urmare,
//2(X + y)dxdy = / / 4(2pcosf + psinb) pdpdd =
D [0,1]x[0,7]
1 i 1
= /dp/4(2pcos0 + psinf) pdf = S/pzdp = %,

0 0
ceea ce confirmi rezultatul obtinut mai sus.

b). Formula integrald a rotorului pentru cAmpul vectorial ¥(x,y,z) si
corpul compact € este (vezi Teorema 12.5.2)

//nxv X,V,Z da—///rotvdxdydz
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unde S este suprafata inchisad care limiteazad corpul §2, orientata dupd
normala exterioard 7 (vezi Teorema 11.2.1).

Suprafata S (frontiera lui Q) este formatd din doud portiuni de supra-
fata elementara:

Si:z=x*+4y% (x,y) €DsiSy: 2z =4, (xy) €D,
unde D = {(x,y) € R? | x? 4 4y? < 4}, care au in comun doar bordura
lor, o elipsa.

Deoarece S este orientatd dupd normala exterioard, S; trebuie ori-
entatd dupa normala la fata inferioara in raport cu Oz iar Sy dupd

normala la fata superioara in raport cu Oz. Ca urmare, pe S; avem
2x7 + 8y] i

V1 + 4x2 + 64y2’

Avand in Vedere proprietétile integralei de suprafata in raport cu
coordonatele (vezi Remarca 10.3.3) precum si formula de calcul a
unei astfel de integrale (vezi Teorema 10.3.2), membrul stang din
formula integrald a rotorului de mai sus devine succesiv

//nxvz:y, da—//ﬁ U(x,y,2))do +
//nxvacy, //Sy 10x)dxdy i+

D

//2dedy i+ // 10X - 18xy + 8x%y? - 40y?)dxdy k.

Integralele duble se calculeaza folosind Metoda schimbarii de variabila
(vezi Teorema 9.4.5), trecand la coordonate polare generalizate (vezi

| x=12pcosf _
Exemplul 5.6.1): { v = psinf (p,0) € A =10,1] x [0,27].
Asadar,

//(Sy — 10x)dxdy = 8// p%(2sin 6 — 5cos 0)dpdd = 0,
//2dedy = 8// p? cosfdpdf = 0,

// (10x? — 18xy + 8x2y? — 40y?)dxdy =

n= iar pe So, 7 = k (vezi Remarca 5.9.8).
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= / / 2p° (40 cos 26-18 sin 260 + 32p? cos? Osin” A)dpdf = 5F

si ca urmare, // (z,y,2))do = %I;

Deoarece rot ¥ = X2k, membrul drept din formula integrala a rotorului
de mai sus devine succesiv

/ / / (V x #(z, y, 2))dxdydz = / / / (x2F) dxdydz =
_k//dxdy / QdZ*k// (42— dy?)dxdy.

x2 + 4y?
Integrala dubla se calculeaza ca mai sus:

//x2 47X274y2)dxdy:32// 1— 2)/)3cos29dpd9:%7r

sl ca urmare, // (V x ¥(z,y, z))dxdydz = ?“E

Formula 1ntegrala a rotorului pentru cAmpul vectorial ¥(x,y,z) si cor-
pul compact €2 date se verifica. B

Observatie. Verificarea uneia sau alteia dintre formulele integrale
cunoscute presupune calculul integralelor din cei doi membri din for-
muld si constatarea faptului ci ele sunt egale.

Problema 44

2xyz + x> y2
<2 + y2
la coordonate cilindrice si apoi sa se calculeze grad ¢ si Ap.
b). In expresia campului vectorial ¥ = ——=—J_ s se treacd
VX2 y? 422
la coordonate sferice si apoi si se calculeze rot ¥'si div ¢'si un potential
vector pentru v.

Rezolvare. a). Formulele de trecere la coordonatele cilindrice

a). In expresia campului scalar ¢ = , s se treacd

x = pcosf

sunt ¢ y = psinf , p> 0,0 € [0,27),z € R.
z =1

Ca urmare,
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2xyz + x? —y2 _

o = p(x,y2) = Vet

_ 2zp2cos@sinf + pZcos?h — p?sin?0 :

B VP2 cos2 0 + p2sin? 6 = p(zsin20 + cos20),
care reprezintd expresia cAmpului scalar ¢ in coordonate cilindrice.
Avand in vedere expresia gradientului unui cAmp scalar in coordonate
cilindrice data in Exemplul 12 4.4, avem

grad ¢ = apep + paee9 + azez =

= (zsin260 + cos20) €, + (2zcos 260 — 2sin20) €y + psin26¢,.
Avand in vedere expresia laplaceianului unui cAmp scalar in coordo-
nate cilindrice data in Exemplul 12 4. 10 avern

9
AQD: %a@p (p£> + 2802 + 622 =

= %% (p(zsin26 + cos26)) +

+ p%dg( (2zcos 260 — 2sin 20)) + & (psin20) =
= %(Z sin 20 + cos20) — (z sin 20 + cos20) =

= - % (zsin 20 + cos20) = — %

b). Formulele de trecere la coordonatele sferice sunt
x = pcosfsiny
y = psinfsing , p> 0,0 € [0,27), ¢ € (0,7).

7z = pCos
Ca urmare, (vezi Propozitia 12.4.1)
7= )'f—xf _ psin@sin@;—pcosﬂsingaf _
\/x2 + y2 4 z2 P
R o
= sin @ sin pi — p cos @ sin pj = — sin ey,

reprezintd expresia cAmpului vectorial ¢’ in coordonate sferice.
Avand in vedere expresiile rotorului si divergentei unui caAmp vectorial
in coordonate sferice date in Exemplele 12.4.5, 12.4.7, avem
€, pe, psinpey
rot U = o2 slingo Bip % % =
0 0 —psin®p

_ -~ psin2p&, + psin® &, _ 20054,0 — + slngoé»
- p?sin ¢ - ¥
1 1é)

si apoi, div ¥ = e 90 (=sing) = 0.

Deci, conform cu Definitia 12.6.3, cAimpul vectorial ¥ este solenoidal.
Ca urmare, el admite un potential vector, adica existd un caAmp vec-
torial w astfel incat rot @ = ¢. Urménd ideile din demonstratia
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Teoremei 12.6.2, cautam pe @ sub forma @ = wi€, + wa€,; se sub-
intelege cd w1 = wi(p, @, 0) si la fel wo. Conditia rot W = ¥ se scrie
acum . . oL
€, pe€y, psinpey

9 o)

1 o S
p?sin @ p Do 90 = SN Yeg.
W1 Wo 0
Calculand determinantul dupa regulile cunoscute, egalitatea devine
Owo _
00 - 0
owy _ 0
ow 00 ow B
2 1 — _ 3]
95 i psinp

Rezolvam acest sistem de ecuatii diferentiale cu derivate partiale;
mai exact, cautdm o solutie a acestui sistem. Primele doud ecuatii
ne dau w1 = wi(p, @) si wa = wa(p, ). A treia ecuatie se verificd, de
ezemplu, de w; = pcosp si wp = 0.
In concluzie, un potential vector pentru campul vectorial ¥ este
W = pcospe,. B
Observatie. Pentru a fi absolut corecti, ar fi trebuit s& scriem astfel:
v = p(x,y,2) = p(pcosb, psinfz) = ... =
= p(zsin20 + cos20) = ®(p,0,2)
gi ® = ®(p,0,z) este expresia cAmpului scalar ¢ in coordonate cilin-
drice.
Apoi, expresia gradientului lui ¢ in coordonate cilindrice este
grad ¢ = ‘g—‘ié}, + %%—‘gé’e + %%€Z =
= (zsin20 + cos26) €, + (2zcos26 — 2sin 20) €y + psin26é,.

Daci in aceastd expresie se inlocuiesc versorii €, €y si €, cu expresiile
lor (din Propozitia 12.4.2)

€, = cos 0i + sin 9;,

€y = —sin 0i + cos 93,

e, =k
si se reordoneaza termenii, obtinem

grad ® = (zsin20 + cos26) (cos 0i + sin 03) +

+ (2zcos26 — 2sin 20) (— sin 0 + cos 0;) + psin20k =

= (2zsin39 + cosf + 20030sin20)f+

+ (2zcos® 0 — sinf — 2 cos® fsin ) 7+ (2psinfcos ) k.
Inlocuind aici coordonatele cilindrice in functie de cele carteziene (in
fond, inlocuind pe p,cosf si sinf in functie de x, y, z), avem in
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continuare, dupa cum usor se constata, calculand si derivatele partiale

ale lui ¢
grad@-x +3XV +2vz +2XZ*3XY*Y 2xy k=

(WVor s v) Vo) T e
9
za—fz—&—a—yj Ek:gradcp
egalitate ce trebuie inteleasa ca
grad (po2) =

(pcosﬁ psinb, z)i —i— ac(pcost,psind, 2)j +

+ 9 G2 (pcost, psinb, 2)k =
- grad(pcose,psine,z)@'

Tocmai aceastd egalitate a fost folosita in rezolvarea de mai sus. Ea
ilustreazd un fapt general valabil, si anume acela ca gradientul unui
camp scalar este invariant fata de sistemul de coordonate considerat.
Rezultate similare sunt pentru divergenta si rotor.
Egalitatea anterioard poate fi stabilitd si folosind formulele de derivare
ale functiilor compuse (vezi §5.3, Teoremele 5.3.1 si 5.3.2).
Este clar ca i pentru laplaceianului unui cAmp scalar avem un rezul-
tat similag2 52 52 , ) ,

At + =R+ 2@+ 5+ I
(vezi o Problem4 anterioard).

Problema 45

a). S& se arate cd fiecare din campurile vectoriale de mai jos este
armonic pe un domeniu ce se cere a fi precizat si apoi sa se determine
cate un potential scalar gi un potential vector al lor:

). 7= (4y + 72)] + (Ty — 42)k,
ii). 7= pep,

b). Si se arate ci ¢ = 2xi + Qyj'f ijinE este un camp vectorial
biscalar pe un domeniu ce se cere a fi precizat si apoi sa se scrie sub
forma v = ¢ grad .

Rezolvare. a). Conform cu Definitia 12.6.5, cAmpul vectorial
7 este armonic pe o multime deschisid G C R? (sau R?) daca el este:
— irotational pe G (adicd rot ¥ = 0 pe G — vezi Definitia 12.6.1)

— solenoidal pe G (adicd div ¥ = 0 pe G — vezi Definitia 12.6.3).

i). Avand in vedere Definitiile 12.3.4 si 12.3.3 ale rotorului respectiv
divergentei in coordonate carteziene, se constata cu ugurinta ca au
loc relatiile rot ¥ = 0 si div @ = 0 pe R3.
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Conform cu Definitia 12.6.2, Teorema 12.6.1 si Remarca 12.6.1, cam-
pul vectorial irotational v are potentialul scalar

(x,y,2)
o(x,y,2) = / U(x,y,2) - dF + ¢ =
(0,0,0)
y z
:/(4t+7z)dt+/—4tdt+c:2y2 + Tyz — 22% + c.
0 0

Cand ¢ parcurge multimea numerelor reale R, multimea de functii
o(x,y,2) = 2y% + Tyz — 22° + c este multimea tuturor potentialelor
scalare pe multimea R pentru campul vectorial irotational 4.

Conform cu Definitia 12.6.4 si Teorema 12.6.2, cAmpul vectorial sole-
noidal v are potentialul vector W = wy (X,y,z)er Wo (x,y,z)j cu compo-
nentele wy gi wy solutii ale sistemului de ecuatii cu derivate partiale

ow _
£ Z o
) a—zla = 4y + Tz
W W _
8X2 - Tyl - 7y — 4z

Din primele doud ecuatii ale sistemului rezultd wo = wa(x,y) si re-
spectiv wi = 4yz + %zQ + A(x,y). Punand conditia ca aceste functii
sd verifice si a treia ecuatie a sistemului, se obtine conditia
B -G =Ty
X ¥
Existd o infinitate de functii wo si A care verificd aceastd ecuatie.
Ludm, de exemplu, wo = Txy, A = 0 si atunci,
W= (4yz + %22) i+ 7Xy]
este un potentialul vector pe multimea R pentru caAmpul vectorial
solenoidal .
Conform cu Remarca 12.6.3, multimea potentialelor vectoare ale lui
¥ pe multimea R este
W= (4yz + 522) i+ 7xyj + grad v,
unde ¢ este un camp scalar de clasi C? pe R, arbitrar.
ii). Consideram c& ¢ este dat in coordonate cilindrice, pe domeniul
A:p>0,0€02n),z€eR.
Avéand in vedere expresiile rotorului i divergentei in coordonate cilin-
drice (vezi Exemplele 12.4.6, 12.4.8),

€, pEy &,
-_ 1| 9 0 9 | _ s 19(1) _
I'Ot’l}—; alp 50 9z —O,le’U—;Tp—O.
5 00

Ca urmare, cAmpul vectorial U este armonic pe domeniul considerat.
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Un potential scalar & = ®(p,0,z) pentru ¢ presupune egalitatea
grad ® = ¥/, adica g—éé’p 4 loba L %%éaz _ %é»

590 €6 '\, ceea ce conduce la
sistemul de ecuatii d/i)ferenpiale
0% _ 1
0,
9% _
2=
2 =0

(vezi in Exemplul 12.4.4 eiépresia gradientului in coordonate cilin-

drice).

Ultimele doud ecuatii aratd ca ® nu depinde de 6 si z; raméane deci

® = &(p) si atunci, din prima ecuatie avem ® = Inp + c.

Agadar, multimea potentialelor scalare pentru ¢ pe domeniul A este
®=Inp+ccelR

Un potential vector @ pentru ¢ presupune egalitatea rot W = ¥,

ciutand W de forma @ = wi(p,0,2)€, + wa(p,0,2)€p, aceastd egali-

tate devine

1] 9 9 1z
P ap 00 0z —p P

si conduce la sistemul de ecuatii diferentiale

ow
— 5, =1
dgvl — 0
Z
o owi __
5";}2 _ 691 =0
Din primele doud ecuatii rezultd w; = wi(p,0), wo = — z + B(p,0);

acum, a treia ecuatie devine ?"T]; — agvol =0. Ludm w; =0, B =0 si

aceasta conditie se verifica.

Am obtinut c& W = — zéy este un potential vector pentru caAmpul

vectorial ¥ pe domeniul A.

Ca si mai sus, multimea potentialelor vectoare pentru cAmpul vecto-

rial ¥ este W = — z€y + grad ®, unde P este un cAmp scalar arbitrar

de clasi C? pe domeniul A.

Consideram acum cd v este dat in coordonate sferice, pe domeniul

A:p>0,0€[02nm), v € (0,7). Avand in vedere expresiile rotorului

si divergentei in coordonate sferice (vezi Exemplele 12.4.5, 12.4.7),
€, PpE, psinpéy

d )

- 1 o0 9 9 _
rot v = p2 sin 31p Op a0 =0,
= 0 0
P
o= 108 _ 1
dlvv—p—2 o = o
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ceea ce aratd cid v = % este doar camp irotational pe A.

Un potential scalar ® = ®(p,p,0) pentru ¥ presupune egalitatea

grad ® = 7, adica g(bé'p + %3%5@ + p811n4p ‘z,?é'e Fl)é'p, ceea ce con-

duce la sistemul de ecuagli diferengiale
1

a =
afp_g
5

a9 =0

(vezi in Exemplul 12.4.3 expresia gradientului in coordonate sferice).
Ultimele doud ecuatii aratd cd ® nu depinde de ¢ si 0; raméane deci
® = &(p) si atunci, din prima ecuatie avem ® = Inp + c.

Asadar, multimea potentialelor scalare pentru campul vectorial ¥ pe
domeniul A este ® =Inp + ¢, c € R.

x2 + y2
z

b). Pentru campul vectorial v = 2xi + 2yf - k care este de

clasi C! pe domeniul D = (0,00)3, avem

i g k
~_ | & 9 9 — _2y7 2x7
rot v = ox Jy 28z ) = 1 + = ).
2x 2y —XIY

Se constatd cu usurintd ca v - rot ¥ = 0. Conform Teoremei 12.6.4,
campul vectorial ¢ este biscalar. Conform cu Definitia 12.6.6, existd
doud cAmpuri scalare ¢ si 1 astfel incat v = ¢ grad .

Se observa cd

1
X2+ y2
d 2 . o\~ o -
:a(ln(x +y))l—|—8fy(ln(x —|—y)>375(lnz)k:
= grad (ln#y
de unde rezultd 7 = (x* + y?)grad (ln x? - Y2>_ [

Observatie. Amanunte in legdturs cu caAmpurile vectoriale particu-
lare amintite mai sus dar gi despre alte cAmpuri, se afla in §12.6.

2x =z 1]2:

N
U_x2+v27'+x2+y2]72

Problema 46

a). Sd se determine un camp scalar ® cunoscand gradientul siu
pe un domeniu slmplu conex D ce se cere a fi precizat:
i). gradfl)—72xyz+(y - X )j*k
ii). grad ® = €%¢,.
b). Sa se determine un cAmp vectorial irotational ¥ stiind diver-
genta sa pe un domeniu simplu conex ce se cere a fi precizat:
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i). div ¥ = xy + yz + xz,
ii). div @ =~ %L,
¢). S4 se determine un cAmp vectorial solenoidal ¥ gtiind rotorul
sau pe un domeniu simplu conex ce se cere a fi precizat:
i). rot 7= y(1 - 2x)7 + (z — x> + y2)j + (x - 1)k,
ii). rot ¥ = éy.
d). Si se determine un caAmp vectorial ¥ cunoscand divergenta si
rotorul sau pe un domeniu 81mp1u conex D ce se cere a fi precizat:
i). div ¥ = — xy, rot ¥ = xi + yj — 22k,
ii). div ¥ = \/ﬁ, rot ¥ = pé, — 2z€,,
Rezolvare. a). Avem in vedere cele spuse in §12.7/12.7.1.
i). Deoarece campul vectorial 7 = — 2xyi + (y2 — x2)j — k este
irotational pe R?® (adicid rot ¥ = 0 pe R® — vezi Definitia 12.6.1),
Teorema 12.7.1 ne asigura ca existd un cAmp scalar ® astfel incat
grad ® = — 2xyi + (y2 - x2)j - k pe R3.
(xy,2)
Apoi, Remarca 12.6.1 ne di ®(x,y,z) = / U(x,y,2) - dF + ¢ =
(0,0,0)

X y z

:/Jtydt+/t2dt+/fdt+c=fx2y+ ivi-z+ec
0 0 0

Cand c parcurge multimea numerelor reale R, multimea de functii
d(x,y,z) = — X%y + %y3 — z + ¢ este multimea cAmpurilor scalare
cerute.

ii). Acum, cAmpul vectorial ¥ = e”€, este dat in coordonate cilindrice.
Avand in vedere expresia rotorului in astfel de coordonate data in Ex-
emplul 12.4.6, se constata ca rot v = 0. Agadar, existd un cAmp scalar
® = ®(p,0,z) astfel incat grad & = e?€,. Avand in vedere expresia
gradientului in coordonate cilindrice data in Exemplul 12.4.4, aceasta

egalitate devine ?;D €y + Lova o az ® & = e”€, si conduce la sistemul

b pav°
de ecuatii dlferen‘glale

92 _
dp
02 _
00 —
o0 _ _z
9, — €

Din primele doud ecuatii rezultd cd ® = ®(z), iar din ultima,
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P =¢"+4+cceR.

Aceastd multime de functii este multimea caAmpurilor scalare cerute.
b). Avem in vedere cele spuse in §12.7/12.7.2/1. Ca urmare, solutia
sistemului

rot v =0

dive =90
este U = grad v, cu Ay = .
i). Concret, ecuagia lui Poisson Ay = ® devine
8214’ + O = Xy + yzZ + Xz.

072 y y

Cautdm o 501u§1e P de forma unei functii polinomiale de gradul trei
in x, y, z. Se constata cu usurinta ca ¢ = (x y + v3z + xz ) este
o solutie a acestei ecuatii.
Ca urmare,
7 =grad ¢ = ¢ (3x%y + z3)f+ F(x*+ SyQZ)j—i— & (v® + 3xz?) k
este un camp vectorial irotational cu div ¢ = xy + yz + xz.
ii). Campul scalar ® = — C‘;—ie este dat in coordonate cilindrice. In
astfel de coordonate, ecuatia lui Poisson Ay = ® devine (vezi expresia
laplaceianului in coordonate cilindrice in Exemplul 12.4.10)

e (p%’ﬁ) e e
Cautdm o solutie ¢ de forma 1p =1 (p,0) = %. Ecuatia devine (dupa
eliminarea numitorului p*) f’ + 4f = — 0089
O solutie a acestei ecuatii este f(§) = — 3 cos 6 si deci, ¢ = - 3 5 cosd

este o solutie a ecuatiei lui Poisson de mal sus.

Acum, v = grad ¢ = % cosfé, + % sin #ey este un camp vectorial
irotational ce are divergenta div v = — C‘;—ig.

¢). Avem in vedere cele spuse in §12.7/12.7.2/2. Ca urmare, solutia
rot ¢ =V
divv =0
cu Ay = —div o, @ ﬁlnd un potenpal Vector pe R3 * pentru V.

i). Concret, pentru V = y(1 - 2x)i + (z - x2 + y2)j + (x - 1)k,
avem div V = 0, dupd cum usor se poate constata. Ca urmare (vezi
Definitia 12.6.3 si Teorema 12.6.2), existd un potential vector (vezi
Deﬁmpa 12.6.4) pe R? pentru V. Cutim acest potential vector sub
forma @ = wy(x,y,2 )z + wa(x,y.2)].

Conditia rot w = V se transformé in sistemul de ecuatii cu derivate
partiale

sistemului { (in care div V = 0) este 7 = @ + grad 1
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vy = —y(l-2%)

0z
Owy — 2 2
57 = z—-X"+Yy
Ows  Owy _ o
Ix dy = x-1

Din primele doua ecuatii ale sistemului rezulta
Wy = %zz + (y27X2)Z + A(xyy)
wo = (2x — 1)yz + B(x)y) ’
care duse in a treia ne di conditia pentru A si B: 28 — 24

ax oy
Ludm A = — yx i B = — x gi aceasta conditie se verifici.

In consecinti, @ = (7 + (y*x2)z - yx) i+ ((2x — 1)yz — x) j este

=x-1.

un potential vector pe R? pentru V.
Deoarece div @ = — y -z, rezulté ci ecuatia Ay = —diviwd devine

(vezi Definitia 12.3. 6) ax + ay + 8;;2/) =y +z

O solutie a acestei ecuatii este ¢ = § (y* + 2°).

Acum avem grad 1/} = %yQJ + %z%) si atunci, solutia ¢ ciutata este
17:( + 2)nyx)i+

+ ((2x - Dyz — x + 1y?) i+ %ZQE.
ii). Considerdm c& cerinta rot ¢ = €y este datd in coordonate cilin-
drice. Proceddm ca mai sus, lucrand in astfel de coordonate.
Concret, pentru V = &, avem (vezi Exemplul 12.4.8) div V=0,
dupd cum usor se poate constata. Ca urmare (vezi Definitia 12.6.3 si
Teorema 12.6.2), existd un potential vector (vezi Definitia 12.6.4) pe
R3 pentru V. Ciutdm acest potential vector sub forma

W = wi(p,0,2)€,+ ws(p, 0,2)€,.
Conditia rot @ = V se scrie (vezi expresia rotorului in coordonate
cilindrice in Exemplul 12.4.6)
€, pes &,
o a8 9 | _ 3
ol % @8 or | T €0
W1 0 W3
si se transform& in sistemul de ecuatii cu derivate partiale

—

Owsg __
90 =0
Owy  Owg __ 1
0z dp
owq __ 0
i~ v 60 B . . .
Se constatad cd o solutie a acestui sistem este w3 = 0 gi wg = — p. Ca
urmare, W = — pé, este un potential vector pe domeniul A : p > 0,
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6 € [0,27), z € R pentru campul solenoidal V. Deoarece div @ = 0,

rezultd cd ecuatia Ay = — div @ devine (vezi Definitia 12.4.10)
o) 1 9%y %% 19¢ _
2 + PT 562 072 + ;87/) = 0.

Putem lua 9 = 0. Solutia ¥ este ¥ = w + grad p = — pé,.
Dacai cerinta rot ¥ = €y este data in coordonate sferice, se procedeazi
asemanator.
d). i). Conform cu Teorema 12.7.2, o solutie a sistemului

rot ¥ = xi + Vi — 27k

div ¥ = — xy
se poate determina sub forma v = v} + ¥, unde ¥ gi U5 sunt solutii
ale sistemelor L .

f rot =0 ) rot ¥ =xi 4+ yj — 2zk
(Sl)'{divff—Xy’(SQ)'{divz_)':O '
Determinarea unei solutii #; pe R? a sistemului (S;) se face asemini-
tor ca la pct. b). Se obtine, de exemplu, 7; = — %XZy;* %x3f.
Analog, determinarea unei solutii 7> pe R? a sistemului (S3) se face
asemdndtor ca la pct. ¢). Se obtine, de exemplu, vp = ysz ij
Ca urmare, o solutie pe R? a sistemului dat este
U= (yz - %X2y) i (%XS + XZ) J.

ii). Proceddm ca mai sus, lucrand in coordonate cilindrice. Se obtine,

de exemplu, v; = ——2—¢€, + ——.2——¢,, ca solutie a sistemului
PO =Tarar T Jrra t

rot ¥ =0
{ div v = 7%021 g
si Uy = 20pzé, — %%é’g + (9p2 - 2922) €,, ca solutie a sistemului
rot U = pé, — 2z¢,
{ divv =0
Ca urmare, o solutie pe domeniul A : p > 0, 8 € [027),z € R a
sistemului dat este

ﬁ—<wm+P>@§*y+
N/ P
+ (9p2 - 29Z2 =+ \/ﬁ é’z. .

Observatie. Toate problemele de mai sus au o infinitate de solutii.
Determinarea tuturor acestor solutii necesitd cunogtinte avansate de
Ecuatii diferentiale.

Amanunte in legdturad cu astfel de probleme se pot gasi in §12.7.
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