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1 SPATII VECTORIALE

Fie V' o multime nevidd gi K un corp comutativ (cAmp). O structura de spatiu vectorial pe multimea V, peste corpul
comutativ K, (un
K -spatiu vectorial) este definita de un triplet (V) +, -s.), unde (V, +) este un grup, iar -5 : KXV — V este o lege de compozitie
externd, astfel ca au loc proprietatile:

(V) a-(@+79)=a-Z+a-g, MaecK,z,5€V;
(V2) (a+8)-Z=a-Z+6-%, Va,B €K, TV,
(V3) (a-B)-2=a-(8-2), Ma,fe K, T V;
(V4) 1-z2=z, V)z eV

Elementele multimii V' se numesc vectori, legea de compozitie interna ,,+” pe V' se numeste adunarea vectorilor, iar legea
de compozitie externa ,,-” pe V este numita produs cu scalari. .

Un spatiu vectorial peste corpul numerelor reale (K = IR) se numeste spatiu vectorial real, iar un spatiu vectorial peste
corpul numerelor complexe (K = €) se numeste spatiu vectorial complex. Orice spatiu vectorial considerat in continuare va fi
real sau complex, dacd nu va fi facutd alta specificatie.

Doi vectori T si § pentru care exista un scalar a € K astfel incat & = ag sau § = aZ se numesc vectori coliniari.

Daca 74, ..., T, € V sunt vectori §i a4, ..., a,, € K sunt scalari, atunci se spune ca vectorul z = Zazxz este o combinatie
liniard a vectorilor Zq, ..., T,. Astfel, de exemplu, daca Z, g € V ¢i a, § € K, atunci vectorul z = ax + 07 este o combinatie
liniara a vectorilor Z si y.

Exemple

1. Fie IR? = IR x IR si legile de compozitie:
+1 R xR — IR, (2,9) + (a.0) "L (2 + a,y +b), (V) (2,9), (a,b) € R,

IR xIR? — IR?, o (1,y) del: (ax,ay), (V)a € R, (z,y) € IR%

Tripletul (IR?,+,-) este un spatiu vectorial, numit spatiul vectorial aritmetic IR>.
2. Pentrun € IN*pe IR" = IR x --- x IR se definesc legile de compozitie:
\—/_/

n ori

+:R"xR"— IR",

(xt 22 2™ + (yh e,y del- (et +yt 22 + 92, 2" +yn),
) (zt,22%,...,2"), (y4, 9%, ..., y") € RY,

RXx R — R - (2t,2%,...,2") def- (axl, ax?,. .. az"),

Va € R, (x',22,... 2") € R".

Tripletul (IR™,+,-) este un spatiu vectorial real, numit spatiul vectorial aritmetic IR™.
3. Un caz particular important al exemplului de mai sus este
n = 1. Astfel, corpul real (IR,+-) este un spatiu vectorial real, numit spatiul vectorial aritmetic IR.
4. In general, daca (K, +,-) este un corp comutativ, atunci (K, +, ) este un K-spatiu vectorial.
5. Fie (K, +,) un corp comutativ gin € IN*. Pe K™ = K X --- x K se definesc legile de compozitie:
\—,—/
n ori
+: K" x K™ — K™,
(l’l,zQ’ R 71:”) + (yl’y27 AR 7yn) d;f (xl +y17x2 +y27' b 7:17” +yn)7
(V) (zt, 22%,.. . 2"™), (vt 2, .., y") € K™,
K x K" — R - (xl,22,... 2") def- (axl,az?,... azm),

(V)a € K, (24, 22,...,2™) € K™.

Tripletul (K™, +,-) este un spatiu vectorial peste corpul K.

6. Corpul complex (€, +-) este un spatiu vectorial complex, conform exemplului 4. de mai sus.

7. Se poate defini un spatiu vectorial real (€, +-R), cu legile de compozitie + : € x € — €, de adunare a numerelor
complexe, si ‘g : IR x € — €, de inmultire a numerelor reale cu numerele complexe: « - (a 4 ib) = aa + iab. S& remarcam cd
este important sa fie specificat corpul peste care este definit un spatiu vectorial.

8. Ca un caz particular al exemplului 5. este spatiul vectorial complex (€™, +,-).
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9. Fie p,qg € IN* i M, ((K) = {(aw)l 1p|a” € K, (V)i =1,p, j =1,q}, multimea matricilor cu p linii gi ¢ coloane, cu

elemente din corpul comutativ K. Se con81dera legile de compozitie
+: My g (K) X My g(K) — My 4(K),

(aij)i—tp, + (bij)iz ﬁ = (aij + bij);—15,, de adunare a matricilor, si

J=lg Jj=1 Jj=lgq
sc t KxM,, o(K) — Mp oK), a-(aij);—15, = (aaij);_15,, de Inmultire a matricilor cu scalari din K. Tripletul (M, (K), +, "sc)
=lq Jj=lyq
este un spatiu vectorial peste corpul K.
10. Fie K un corp comutativ gi
K[X] = {Z an X" =ap+ a1 X +axX?+ - +a, X"+ ---|a, € K, (V)n € N i (I)n' € N ai. a, =0, (V)n > n'},
multimea pohnoamelor in nedetermmata X cu coeﬁc1en§11 din K. Se considera legile de compozitie
+: K[X] x K[X] — K[X], Z an X"+ Z b X™ = Z (an + by)X™, de adunare a polinoamelor §i -5, : K x K[X] — K[X],
n=0
a- Y ap X" =
n=0
o0
= > (aa,)X™, de inmultire a polinoamelor cu scalari din K.

n=0
Tripletul (K[X], 4+, s.) este un spatiu vectorial peste corpul K.
11. Fie M o multime si V un K-spatiu vectorial. Atunci multimea F(M,V) = {f: M — V}, a functiilor cu domeniul M
gi codomeniul V', cu legile de compozitie + : F'(M,V) x F(M,V) — F(M V) si
-t K x F(M,V) — F(M,V), definite prin (f +g)(x) = f(z) +g(x) si (a- f)(x) = a- f(z), V)f,g€ F(M,V),a € K,z € M,
este un K-spatiu vectorial.
Fie un K-spatiu vectorial (V,+,-). Sunt adevirate urmatoarele proprietati:

1.0-2=0, V)z e V.
2. a-0=0, (V)a € K.
3. Dacd a € K si £ € V sunt astfel incat o -z = 0, atunci a = 0 sau = = 0.

4. Daca o, 0 € K 5iZ,y e V:

5. Daci a-Z =3 -z iz #0, atunci o = 3;

6. Dacha-ZT=a-ysi a#0, atunci T = §.
7. (-1)-z2=-z, V)zeV.
8. T+y=y+z, (V)Z,y €V, adica grupul (V,+) este un grup comutativ.

2 Subspatii vectoriale

Fie V un K-spatiu vectorial. Un subspatiu vectorial al lui V' este o submultime nevida W C V care are proprietatea ca
pentru orice Z,y €« W sia € Krezulta z + 9y, a- T € W.

Orice K-spatiu vectorial V contine ca subspatii vectoriale pe el insusi (V C V) si subspatiul nul {0} C V, care contine
numai vectorul nul. Acestea se numesc subspatii vectoriale improprii. Celelalte subspatii vectoriale se numec proprii. Asadar,
un subspatiu vectorial W este propriu dacd contine un vector nenul ((3)z € W\{0}) si existd un vector V mnecontinut in
subspatiul W ((3)g € V\W).

Se observa ca din conditia ca submultimea W C V este un subspatiu vectorial, rezulta ca W+ W C W si K- W C W,
unde am notat
W4+ W = {w; + ws|wy,ws e W} si K-W = {a wlaec K, weW}. Rezultd ca restrictiile celor doud operatii la W definesc
aplicatiile induse +: W xW - Wi -: K xW — W.

Propozitia 1 Fie V un K-spatiu vectorial. Atunci W C V' este un subspativ vectorial dacd si numai dacd orice combinatie
liniara de doua elemente ale lui W este in W, mai precis, dacd
wy, we € W si a1, ag € K, atunci a1y + aswe € W.

Un subspatiu vectorial este la randul sau ub spatiu vectorial.

Propozitia 2 Daca V' este un K-spatiu vectorial, atunci orice subspatiu vectorial W C V' este la randul sdu un K-spatiu
vectorial cu operatiile induse de pe V.
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Exemple.
1. Fie V un K-spatiu vectorial si Z € V. Atunci submultimea V; = {a - Z|a € K} C V este un subspatiu vectorial. Daca
T # 0, atunci V; nu este spatiu vectorial nul (pentru ca il contine pe ). Nu putem afirma ins&, in general, cd Vz C V este un
subspatiu propriu, deoarece este posibil ca Vz = V.
2. Fien € IN si K,,[X] C K[X] submultimea polinoamelor cu elemente din K, care au gradul cel mult n (reaminitim ca
oo
gradul unui polinom nenul f = Y a; X* este cel mai mic numar n’ € IN astfel incat a,, = 0, (V)n > n’, iar gradul polinomului
k=0
nul este —o0).
Subspatiul vectorial K,[X] C K[X] este propriu, deoarece contine polinoamele constante nenule, care au gradul 0 (de
exemplu, f =1 € K,[X]), deci K,,[X] # {0}, si existd polinomul X"*! € K[X]\K,[X], deoarece are gradul n + 1).

Propozitia 3 Intersectia a doud sau mai multe subspatii vectoriale ale unui K -spatiu vectorial V' este un subspatiu vectorial
al lus V.

Fie M C V o submultime a unui spatiu vectorial. Fie £(M) intersectia toturor subspatiilor vectoriale care contin pe M,

adica
LMy = (| W
MCWCV
W subspatiu

Din propozitia 3 rezultd ca L(M) C V este un subspatiu vectorial, care se numeste subspatiul vectorial generat de multimea
M. Sa remarcam faptul ca M C L(M), deoarece M este inclus in toate subspatiile vectoriale care se intersecteaza pentru a
se obtine £L(M).

Definitia subspatiului vectorial generat de o multime este dificil de folosit in aplicatii. De aceea, este util urmatorul rezultat,
care exprimé concret forma elementelor lui £(M).

Propozitia 4 Fie V' un spativ vectorial i M C V o submultime a sa. Atunci L(M) = {101 + aa¥s + -+ + @, Uy |01, Va2,
e, Un €M,

a1, g, ..., 0y € K} (adicd subspatiul vectorial generat de mulfimea M este format din mulfimea tuturor combinatiilor liniare
cu elemente din M si scalari din K, numitd acoperirea liniard a lui M ).

Aceasta arata ca subspatiul liniar generat de o submulfime a unui spatiu vectorial coincide cu acoperirea liniard a submulfimii.
Se considera spatiul vectorial canonic (IR?,+,-) si subspatiile
Vi = Rx {0}, Vo = {0} x IR C IR?. Se observa ca V; UV, C IR? nu este un subspatiu vectorial, pentru ca suma (1,0)+(0,1) =
(1,1) ¢ V41 U V4. Prin urmare reuniunea a doud subspatii vectoriale nu este, in general, un subspatiu vectorial. In schimb, se
poate demonstra rezultatul urmétor.

Propozitia 5 Fie V un K-spatiu vectorial i Vi, Vo CV sunt doud subspatii vectoriale. Atunci Vi + Vo ={z+ g |z € V1,
g € Vo} este un subspatiu vectorial ol lui V' i are loc egalitatea Vi + Vo = L(V1 U V).

Avem, in general, urmatorul rezultat.
Propozitia 6 Dacd My, My CV sunt doud submulfimi ale spatiului vectorial V', atunci L(My) + L(Msy) = L(M; U Ms).

Doud subspatii vectoriale Vi, Vo C V spunem ci sunt transverse daca V3 N Vo = {0}, adicd daca intersectia lor este
subspatiul vectorial nul.

Daca doua subspatii vectoriale Vi, Vo C V sunt transverse, atunci suma lor, V5 + V5, se noteaza V) & Vs si se numeste
suma directa a celor doua subspatii.

Propozitia 7 Fie doud subspaiii vectoriale Vi, Vo C V. Atunci sunt echivalente afirmatiile:

1. Vi si Vo sunt transverse;

2. (V) € Vi + Va se scrie in mod unic sub forma v = 01 + Ua, cu v1 € V1 i U3 € Vs.

Spunem ca spatiul vectorial V' este suma directa a doua subspatii vectoriale V;, Vo C V', daca V =V, & Vs. In acest caz
subspatiile V; si V5 se spune ca sunt subspatii suplimentare.

Vom arata in continuare ca multimea solutiilor unui sistem liniar si omogen poate fi privita ca un subspatiu vectorial al

unui spatiu vectorial de matrici coloana.
Un sistem liniar si omogen, cu m ecuatii i n necunoscute, cu coeficientii din corpul K, este un sistem de forma:

anzt  +--+ apurt = 0,

A1t F o amnz™ = 0,.
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unde n,m € IN* gi a;; € K, (V)i =1,m, j = 1,n. Sistemul de mai sus se poate scrie matricial:

A-X =0, (2)
ay; e G1p
unde A = (aij)i:Lm = € Myn(K),
=t am1 A
zl 0
X=1: e Mp1(K) 0y = € Mp1(K)
" 0
2l
O matrice X = [ € M, 1(K) care verificad egalitatea (2) se numeste solutie a sistemului liniar si omogen dat;
"

notdm cu § C M,, 1 (K) multimea solutiilor. Dupa cum se stie, multimea de matrici M,, 1 (K) este un K-spatiu vectorial.

Propozitia 8 Submultimea S C My, 1(K) a solutiilor unui sistem liniar i omogen de forma (2) este un subspativ vectorial
al multimii matricilor coloand, My, 1(K).

T
. L) +2y +z =0 . - 12 1 {0\
Exemplu. Fie sistemul de ecuatii { x4y -2z =0 care se scrie matricial ( 11 —o ) . Z = < 0 >,
solutiile sunt de forma
5
5 1 3¢
T = fgoz, y= ga, z=a,a € IR, sau X = ia in notatie matriciala. Rezulta ca
3
@
5
——«
S=<{X= ia € Mg,l(R”Oé celR; C M371(]R)
3
«a
5
este L({Xo}), subspatiul generat de Xy, unde Xg = %

3
1

Fie doua sisteme de ecuatii liniare omogene cu acelagi numar de necunoscute, scrise sub forma matriciala: A- X = 0,, si
A"Y =0, unde A € My, (K), A € My n(K), X, Y € My, 1(K). Sdnotdm cu S,S8" € M, 1(K) multimea solutiilor celor

¢ o S . . . C e A
doud sisteme de ecuatii si sa consideram multimea solutiilor §” C M,, 1 (K) a sistemului liniar omogen ( B > - Z = Omtm/,

obtinut prin reunirea ecuatiilor celor doud sisteme. Atunci 8" =SNS'.

O submultime L C V a unui spatiu vectorial V este o subvarietate liniard daci existd un subspatiu vectorial V' C V,
numit subspatiu vectorial director al lui L si un vector Ty € V astfel incat
L=A{z0} +V (={zo + z|Z € V'}).

Exemplu. Fie multimea solutiilor sistemului liniar si neomogen cu m ecuatii si n necunoscute, cu coeficientii K:

apz'4+ o Hapa” = b
: (3)
amatt+ o Flpma™ = by
care se poate scrie matricial sub forma:
A X =b, (4)
unde:
ain - ap 21
a=| L eMun ), X = | | e M (K,
alm “ee anm x’ﬂ
by
b= : €My (K).
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Prin scrierea matriciald, multimea solutiilor unui sistem de ecuatii liniare de m ecuatii si n necunoscute poate fi considerata
ca o submultime a multimii de matrici M,, 1(K), (multimea matricilor cu n linii, unde n este numarul de necunoscute, si o
coloand, cu elemente din K).

Propozitia 9 Fie A- X = b un sistem compatibil de ecuatii liniare, unde A € My, n (K), X € My 1 (K) sib € My, 1 (K).
Atunci multimea solutiilor sistemului dat este o subvarietate liniard a spatiului vectorial My, 1 (K), care are ca subspatiu
vectorial director subspatiul vectorial al solutiilor sistemului omogen asociat A - Z = 0,,.

3 Sisteme de vectori

3.1 Dependenta si independenta liniara

Fie V un K-spatiu vectorial. O multime S C V se numeste sistem de vectori. Spunem ca un sistem de vectori S C V este
liniar independent daca din orice combinatie liniard nuld cu elemente din S
(1?1 + -+ apty, =0 cuay,..., a, € K §i 91, ..., U, € S) rezultd ci toti coeficientii sunt nuli (a1 = -+ = a,, = 0).
Exemplu. Daci v € V\{0} este un vector nenul, atunci multimea S = {v} este liniar independenta, deoarece - v = 0,
aceKsgiv#0=a=0.

O multime S C V se spune ca este liniar dependentd daca nu este liniar independentéd. Aceasta revine la conditia ca exista
o combinatie liniard nuld cu elemente din S, ai cirei coeficienti nu sunt toti nuli, adici existd a1y +- - -+ apv, =0 cu aq,. ..,
an, € K, nu toti nuli, si 01, ..., v, € 5.

Exemple.

1. O multime S C V care contine vectorul nul (0 € S), este multime liniar dependentd, deoarece dacd v € S, atunci
0-7+1-0=0, coeficientii nefiind toti nuli.

2. Daca v € V este un vector si @ € K este un scalar, atunci multimea S = {#, - 7} este liniar dependents, deoarece
a0+ (=1) (a-9) = 0, coeficientii nefiind toti nuli. Rezultd agadar ci doi vectori coliniari formeazi o multime liniar
dependenta.

Propozitia 10 O multime de vectori S C 'V este liniar dependentd dacd si numai dacd unul dintre vectori este o combinatie
liniard a unut numar finit de vectori din S.

Propozitia 11 Fie S CV un sistem liniar independent. Atunci:

1. Daca S’ C S, atunci §t S’ este liniar independent (adica orice
subsistem al unui sistem liniar independent este tot liniar independent).

2. Daca vy, ..., Uy € S sunt diferiti doi cate doi, aq, ..., o, € K si
U =001+ + QnUp, atunci ay, ..., a, sunt unic determinati (adicd coeficientii prin care un vector este o combinatie
liniard a unor vectori liniar independenti dati, sunt deternminati in mod unic).

Un sistem de vectori S C V' se spune ca este sistem de generatori pentru V dacéd acoperirea sa liniard coincide cu intreg
spatiul vectorial V, adica L(S) = V.

Un sistem de vectori B C V se spune cé este bazd a spatiului vectorial V' daca este liniar independent si sistem de generatori
pentru V.

Fie B = {v1,...,7,} 0 bazd a lui V. Dacd Z = a9y + - - - @™, atunci, cu propozitia 11, coeficientii a!,..., o™ sunt unic
determinati. Coeficientii a',..., a™ se numesc coordonatele vectorului Z in baza B.
Exemple.

1. Fie K™ = K x --- x K gi K-spatiul vectorial (K™, +, s.). Atunci B = {é1,...,é,} C K™, unde
\—/_/

&1 =(1,0,...,0),....6, = (0,...,0,1),

este o bazd, numita baza canonicd a spatiului vectorial (K™, +,-). Coordonatele unui vector z = (z!,...,2") = xle; + -+ +
2"€,, in baza canonici, sunt z!,..., 2™
2. Daca corpul K are cel putin n + 1 elemente (de exemplu, K poate fi o multime infinita, cum este IR sau €) si

(K,[X],+, -sc) este K-spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult n, atunci multimea de polinoame

{1, X, X%,..., X"} C K,[X] formeazi o bazd, numitd baza canonicd. Dacd f = ag + a1 X + -+ + a, X" € K, atunci
coordonatele lui f in baza canonica sunt ag, ..., a,.

Propozitia 12 Dacd S = {01,...,0,} C V este un sistem de vectori liniar independent, atunci S C L(S) este o bazd a lui
L(S).

Propozitia 13 Fie S = {¥y1,...,0,} C V un sistem de vectori liniar independent, T = o'ty + a*vg + -+ - "0, € L(S) si
1 <k <n. Fie sistemul de vectori S" = {v1,..., Uk—1, T, V41, ---,0n} C L(S).

Atunci sunt echivalente afirmatiile:
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1. S este un sistem de vectori liniar independent.
2. o £0.
3. L(S)=L(Y).

Propozitia 14 Dacd S = {01,...,0,} C V este un sistem de vectori liniar independent i S' = {wy,..., W} C L(S) este de
asemenea un sistem de vectori liniar independent, atunci k < n.

Propozitia 15 Fie S = {w1,...,w,} C V un sistem de generatori pentru V. Atunci existd o baza B C V astfel ca B C S
(adicd din orice sistem de generatori pentru V' se poate extrage o bazd a lui V).

Propozitia 16 Orice spatiu vectorial care admite un sistem finit de generatori admite o baza formatd dintr-un numar finit
de vectori.

In general, se poate arata ca orice spatiu vectorial admite o bazd. Demonstratia acestui fapt foloseste cunostinte de
matematica superioard (lema lui Zorn, echivalenta cu axioma alegerii).

Teorema 1 (Teorema dimensiunii) Daca B = {¥1,...,0,} CV este o bazd a lui V', atunci orice alt@ bazd a lui V are acelasi
numdr n de vectort.

Numirul vectorilor dintr-o bazi a lui V' se numeste dimensiunea lui V si se noteazi cu dimg V', sau dim V. Daca V = {0},
atunci se defineste dim V' = 0. Un spatiu vectorial care admite o baza finitd se spune ca este finit dimensional. Spatiile
vectoriale considerate in continuare sunt presupuse finit dimensionale.

Spatiile vectoriale (K™, +,-s.) si (K,[X],+,sc) peste K au baze cu n, respectiv n + 1 vectori, deci au dimensiunile
dim K™ =n gi dim K,[X] =n+ 1.

Propozitia 17 Fie W C V' un subspatiu vectorial al unui spatiu vectorial (finit dimensional) V. Atunci:

1. Orice baza a lui W se poate completa la o bazd a lui V.

2. Ezistd un subspatiu vectorial W' C V astfel incat V.= W & W’ (adicd V este sumd directd a subspatiilor vectoriale
suplimentare W gi W').

Propozitia 18 Dacd dimV = n, atunci
1. orice sistem care conline n vectori liniar independenti formeazd o bazd in V;
2. orice sistem de generatori care contine n vectori formeazd o bazd in V;

8. daca W C 'V este un subspatiu vectorial, atunci W =V daca si numai daca dimW = n.
Propozitia 19 Fie V1,Vo CV doud subspatii vectoriale (finit dimensionale) ale unui spatiu vectorial V. Atunci:
dim(V1) + dim(Vz) = dim(V; N'Va) + dim(Vy + V),

formula cunoscuta sub numele de formula dimensiunii sau formula lui Grassmann.

3.2 Rangul unui sistem de vectori
Daca M C V este un sistem de vectori din V, atunci rangul lui M este dimensiunea subspatiului vectorial generat de M

(rang M = dim L(M)).

Propozitia 20 Fie matricea A € My, o (K) si fie sistemele de vectori: C C My, 1(K), format din coloanele matricii A si
L C My, (K), format din liniile matricii A. Au loc urmdtoarele egalitati intre rangurile sistemelor de vectori C' , L si rangul
matricii A:

rang C' = rang L = rang A,

rezultat cunoscut sub numele de formula rangului.

Propozitia 21 Fie F = {v1,...,0} C V un sistem finit de vectori din V' si [F|g matricea coordonatelor vectorilor din F
intr-o bazd oarecare B C V', cu cordonatele scrise pe coloand. Atunci:

1. Rangul lui F este egal cu rangul matricii [F|g (adicd
rang F = rang [F|z).

2. Rangul matricii [F|p este k (rang [F|p = k) dacd si numai dacd vectorii din F sunt liniar independenti.
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3. Rangul matricii [F)p este strict mai mic decat k dacd $i numai dacd vectorii din F sunt liniar dependenti.

4. Rangul matricii [Flg este egal cu dimensiunea lui V
(rang [F|p = dim V') dacd si numai dacd vectorii din F formeazd o bazd (adica F C'V este o bazd) a lui V.

Exemplu.
1 -1 1
Fie o1 = (1,—1,2), vy = (—1,1,1) si v3 = (1,1, —1) € IR3. Matricea coordonatelor vectorilor este A = | —1 1 11,
2 1 -1
iar det A = —6, prin urmare rangA = 3, deci {01, U2, 93} C IR® formeazi o bazi.
Data o baza B = {#1,...,0,} C V, fiecarui vector T € V i se asociaza o matrice coloand formata din cordonatele vectorului
Z In aceasta baza:
1
x
Voi—[Tg= : € My 1(K), unde = 2oy + - - - + 2"0,,.
I.TL
Vom numi matricea [Z]|p reprezentarea matriciald a vectorului Z in baza B.
Exemplu.
Fie baza B = {v; = (1,-1,2),91 = (—1,1,1),93 = (1,1,—1)} C IR3. Vectorul = (2,4,1) € IR? se scrie sub forma
1
Z=1-79+2 03+ 3 Us. Reprezentarea matriciald a lui Z este [Z]pr = [ 2 | € M31(R).
3

Dacd B={é1,...,én} CV si B ={fi,..., fu} C V sunt doui baze ale lui V, atunci matricea de trecere de la baza B la

baza B’ este, prin definitie, matricea A = (aé)i,jzﬁ, unde f; = Z:laé-éi, n = dim V. Explicit, cordonatele vectorilor din baza
B’ formeazd coloanele matricii A. Notam A = [B, B'].

Exemplu.

Fie baza canonica
B ={e; = (1,0,0), &2 = (0,1,0)}, &3 = (0,0,1)} € R3si B' = {1 = (1,-1,2),02 = (—=1,1,1),93 = (1,1,-1)} C IR baza
consideratd in exemplele de mai sus. Matricea de trecere de la baza B la baza B’ este matricea

1 -1 1
B,B=1 -1 1 1
2 1 -1

Propozitia 22 Fie B,B’ C V doud baze. Pentru un vector T € V, intre reprezentdrile sale matriciale in cele doud baze si
matricea de trecere existd relatia:

7] = B, 8] 7] - ©)
Dacin=dimV, B={e},_15, B = {fi};,otm T=a2'e1 + -+ a"e, =
=y fid Ay sic =Y dlf;, (V)i =1,n, atunci:
j=1
! ay an, y'
=1 z z (6)
z" ay an y"
2
Exemplu. Vectorul 7 = (2,4,1) € IR® | are reprezentirile matriciale [Z]g = | 4 | in baza canonica
1
1
B = {e; = (1,0,0), &2 = (0,1,0), &3 = (0,0,1)} C R* i [Z]gr = | 2 | in baza B' = {v1 = (1,-1,2), 12 = (—1,1,1),03 =
3
1 -1 1 .
(1,1,—1)} c IR®. Matricea de trecere de la baza B la baza B’ este [B,B'] = -1 1 1 |. Intr-adevar, [z]p =
2 1 -1
2 1 -1 1 1
[B,B'][z]g, pentruca | 4 | = -1 1 1

—
[N}
—_
|
—_
w
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Propozitia 23 Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n. Daca B, B’ sunt doud baze ale sale, matricea de trecere B, B],
de la baza B la baza B', este o matrice inversabild, inversa sa fiind [B',B]. Reciproc, dacd B este o bazd a lui V' i A € M,,(K)
este o matrice inversabild, atunci existd o baza B’ astfel incat [B, B'] = A.

Fiind data o baza B, si observam ca matricea unitate I,, poate fi considerata drept I,, = [B, B] (adica matricea de trecere
care lasa baza neschimbata).

Propozitia 24 Fie B, B' si B” trei baze ale unui spafie vectorial V. Atunci are loc egalitatea matriciald:
[B,B']-B',B"] = [B,B"].
Dacd B={é1,...,8,} CV si B ={fi,..., f,} CV sunt doui baze ale unui spatiu vectorial real V, atunci:

1. Daca det[B, B'] > 0, atunci se spune ci bazele B si B’ sunt la fel orientate;

2. Daca det[B, B'] < 0, atunci se spune ca bazele B si B’ sunt invers orientate.

Propozitia 25 Pe mulfimea tuturor bazelor unui spafiv vectorial real V', relatia ,,B ~ B’ dacd B si B’ sunt la fel orientate
(adica det[B,B'] > 0)” este o relatie de echivalentd.

Mulfimea tuturor bazelor se scrie ca reuniunea a doud clase de echivalentd; doud baze din aceeasi clasa sunt la fel orientate,
iar doud baze din clase diferite sunt invers orientate.

De exemplu, in IR?, daca se iau bazele By = {&; = (1,0), & = (0,1)} si B; = {f1 = (1,0), f> = (0,—1)}, atunci cele doua

. o 1 . . Dy o e
baze nu sunt echivalente, pentru ca [By, B1] = < 0 _01 ), det[By, B1] = —1, deci By si By determind doud clase diferite.
3.3 Lema substitutiei
Propozitia 26 (Lema substitutiei) Fie B = {€1,...,&,} 0 bazi a unui K-spatiu vectorial V, doi vectori To = xjér + - +
rhen €V si
T =uxle; +---+a"e, €V siun indice ig € {1,...,n}. Atunci
1. Multimea B' = {&1,...€;,—1,T0,ig+1, €n} este o bazd a iV dacd $i numai dacd xé‘) #0.

2. Dacd zi # 0 si
T=yler + - +ylole, 1+ yoxe +yotle, 11 + - + Y€, este scrierea vectorului T in baza B, atunci:

1o i
. o gttt — ghxto [
0 — i 0 0 _ 0 . .
y = —— Yy = io - io ) (V)Z 7é 0.
Lo Lo Lo

Numarul :vff se numeste pivot, iar regula de calcul a cordonatelor y°, i # ig, se numeste requla dreptunghiului, deoarece din
tabelul cordonatelor vectorilor:

Zo x
e1 xé xl
— —io—1 v
€io—1 ‘ zy gio—1
iese din baza _ 20 : u 0
— €, x*o 0 z
— —io+1 —io+1 -
Cigt1 ‘ xOO Tt . N\ ;
T X
. . 0
€; xg '
en xy "

se observil cd y', care va lua locul lui 2*, se obtine ca rezultat al sciderii produselor zizl — zhato (al elementelor aflate in
colturile dreptunghiului din dreapta), impartit la pivolul z¢ .
Se obtine:
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To z
T 17 T_io
é 0 1 _ zad -z
1 Yy = 0
)
P =T 3
- 0 o1 201570 _ g0~ g0
i0—1 Yy - 10
L)
- 0
7 i z
Zo 1 Yy~ =5
z, -
— - -
_ 0 o1 ziot 0(J 1.00 20
€ip—1 ) 0
Tq
; B i 0
e 0 3 z'xy’ —xox
i Yy o
Zo
n,.t n, .ig
e 0 n z"x —xlx
n Yy = )
Zo

Vom prezenta in continuare cateva aplicatii ale lemei substitutiei.

3.3.1 Determinarea rangului unui sistem de vectori

Exemplu. Fie vectorii v; = (1,2, 1), vy = (1,—1,1), 93 = (2,1,0), o4 = (0,3, -2) € IR3.

U1 Uy U3z U4
€1 ] 1 2 0
&l 2 -1 1 3
el -1 1 0 -2
1 1 1 2 0
€s 0 =3 -3 3
€3 0 2 2 =2
U1 1 0 1 1
Vo 0 1 1 -1
€3 0 0 0 0

S-au facut doui inlocuiri, deci rangul sistemului {vy, %2, 03,04} C IR* este 2 si L({v1,02}) = L({1, V2, U3, 04}).

3.3.2 Rezolvarea unui sistem de ecuatii liniare

Exemple.

1. Sistemul urmator este incompatibil:

Avem:

Sistemul este incompatibil, pentru ca —11 # 0. Justificarea este urmitoarea

este baza, deci b ¢ L({¢1, ¢, c3}).

2. Sistemul urmator este compatibil:

x —? +z3 =
b 42?2 423 =6
3zt +a2? 4322 =1
ci Co C3 b

€1 @ -1 1 0

€9 1 1 1 6

&l 3 1 3 1

all 1 -1 1 0

€ 0 0 6

&l 0 4 0 1

C1 1 0 1 3 x

Co 0 1 0 3 &

€3 0 0 0] —-11

2zt

!

3zt

g2
+222

+a?

+z3
+z3
4223

o
|
—
=

: b=3¢1+36 —11éy, iar {¢1,6} C L({¢1,82,83})
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Sistemul este compatibil, pentru ca b € L({¢1,}). Sistemul, in forma simplificati, din care putem scrie solutiile, se scrie:

3 12
x! +-2d ==
? at
ba? gt =2
5 5
. . " 3 12 1 9 3 o .o
deci multimea solutiilor este {(——a+ —,——a+ —,a)| a € IR}. Necunoscuta x* este necunoscuta secundara si necunoscutele

5 5 5 5
z! si 22 sunt necunoscute principale.Urmeaza tabelul:

C1 Ca
€1 -1
€s 1

o
N
(en]
o Plut PIokol H — o

Ut U GO | | = N o =&
cn"_‘
ol © NN || © NIW o o w| o

€3 0
C1 1
Co 0 1
€3 0 0
3.3.3 Calcularea inversei unei matrici
1 -1 1
Exemplu. Sa se determine inversa matricii A = | —1 1 0
1 0 -1
C1 Ca C3 | €1 & €3
€1 o -1 1 1 0 0
e || —1 1 0 0 1 0
€3 1 0 -1 0 0 1
& 1 -1 1] 1 0 0
€9 0 0 1 1 1 0
€3 0 1 2| -1 o0 1
_ 1 1 0 1 0 1
“ @ 2 2
_ 1 1
€2 0 0 ? 1 %
1
C3 0 —= 1 - 0 —=
2 2 2 11 1
al 1 o0 o] 1 1 1 »
&1 0o 1 ol 1 2 1 =A=121
sl o o 1] 1 1 o0 110
intr—adevér,
1 -1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 1 0 0
-1 1 0 1 2 1 = 1 2 1 -1 1 0 = 0 1 0
1 0 -1 1 1 0 1 1 0 1 0 -1 0 0 1

4 Aplicatii liniare intre doua spatii vectoriale

Fie V si W doua spatii vectoriale peste acelasi corp K.

O aplicatie f : V — W se numeste aplicatie liniard daci are proprietatea cd f(aZ + 8y) = af (z) + 8f(y), V)T, g € V si
(V)a, f € K. Notdm cu L(V,W) = {f : V — W|f aplicatie liniara}.

De exemplu, dacd V = M, 1 (K), W = M,,, 1(K) si A € M, »,(K), atunci aplicatia f : M,, 1(K) — M,, 1(K) definitd prin
f(X)=A- X, este o aplicatie liniara. intr—adevér, tindnd seama de proprietatile operatiilor cu matrici, avem f(aX + 8Y) =
af(X)+ 1Y) &

A (aX+8Y)=a(A-X)+6(A-Y), MX,Y € M, 1(K) si a, 8 € K, ceea ce este, evident, adevarat.
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Propozitia 27 O aplicatie f : V — W este liniard daca si numai dacd sunt satisfacute simultan conditiile:
f(@+79) = f@)+ f®), (7)

flaz) = af(z), (8)
(M)z,y € V si (V)a € K. Proprietatea (7) se numeste proprietatea de aditivitate, iar proprietatea (8) se numeste proprietatea
de omogenitate.

Propozitia 28 Fie o aplicatie liniard f:V — W, tar V' CV si
W' C W doud subspatii vectoriale. Atunci f(V') = {f(@')|z' e V'} C W si f~Y(W') ={z € V|f(Z) € W'} C V sunt subspatii
vectoriale.

Dacé se considerd, in particular, V' = {0y },atunci f(V’) = {Ow }, deoarece f(0Oy) = f(0-0y) =0- f(0Ov) = Ow .
Daci se consideri, in particular, V' =V si W’ = {Ow }, in propozitia 28, rezultd ca f(V) C W si f~1({Ow}) C V sunt
subspatii vectoriale.

Nucleul aplicatiei f este ker f = f~1({Ow}) ={z €V | f(Z) =0w} C
C V. Dimensiunea dimker f (daci este finita) se noteaza def f si se numeste defectul aplicatiei f.

Imaginea aplicatiei f este Im f = f(V) = {f(Z) | € V} € W. Dimensiunea dimIm f (daci este finitd) se noteazd rang f
si se numeste rangul aplicatiei f.

Propozitia 29 O aplicatie liniara f : V — W, intre doud spatii vectoriale peste acelasi corp K, este injectiva dacd i numas
dacd ker f = {0y }.

Propozitia 30 Fie f: V — W o aplicatie liniara intre doua K -spatii vectoriale.

1. Daca {g1,...,9x} C W este un sistem liniar independent astfel ca g1 = f(Z1),...,9x = f(Zk) (adica {y1,...,9} C
Im f), atunci si sistemul {Z1,...,Tx} C V este un sistem liniar independent.

2. Daca {Z1,...,Tn} CV este un sistem de generatori pentru V, atunci si
{f(Z1),..., f(Tn)} este un sistem de generatori pentru f(V).

Teorema 2 (Teorema rangului) Dacd f:V — W este o aplicatie liniard intre K -spatii vectoriale finit dimensionale, atunci
dimV = def f 4+ rang f.

Propozitia 31 Fie f : V — W o aplicatie liniard intre doud spatii vectoriale peste acelagi corp K. Fie B ={01,...,0p, Upt1, ..., Un
V' o0 bazd care extinde o bazd {U1,...,0,} C ker f. Atunci sistemul de vectori {f(Tp41),..., f(Tn)} formeaza o baza pentru
Im f.

Sa remarcam ca demonstratia propozitiei 31 da si o modalitate concreta de a construi o baza in Im f: se ia o baza in ker f,
care se extinde la o baza a lui V; imaginile prin f ale vectorilor care extind baza din nucleu formeaza o baza in Im f.

Propozitia 32 Fie f : V — W o aplicatie liniard intre doud K-spatii vectoriale (finit dimensionale).
1. Aplicatia [ este injectiva dacd st numai dacd rang f = dim V.
2. Aplicatia f este surjectiva dacd st numai dacd rang f = dim W.

8. Aplicatia f este bijectiva dacd si numai dacd rang f =dimV =
=dimW.

Fie B={éy,...,e,} C VB ={é,...,e,} C W doud baze ale lui V, respectiv W. Matricea [f]|z, B = (ff)i:ﬁ,a:m

m
M (K), definita de egalitatea f(€;) = > ffel,, se numeste matricea aplicatiei f corespunzitoare bazelor B si B;.

a=1

Propozitia 33 Daca z € V, iar [Z]g € My si [f(Z)|B, € Mm1 sunt matricile coloand formate din cordonatele vectorilor &
st f(Z) on bazele corespunzdtoare (reprezentdrile matriciale ale celor doi vectori), atunci are loc formula:

[f (@), = [fls..5 " []8,

L ol

S I N
( fm x.n
m

' (reprezentarea matriciald a aplicafiei liniare f in perechea de baze

sau:

unde T = x'e; + - +a"e, si f(T) =y é’l
(BaBﬁ)'
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Propozitia 34 Are loc formula
rang f = rang [f]B,.5 , (9)
adicd rangul aplicatiei liniare [ este egal cu rangul matricii sale in orice pereche de baze (B, By).

In particular, rangul matricii unei aplicatiei liniare f nu depinde de perechea de baze in care este considerat.

Propozitia 35 Fie B = {u1,...,4,} st B = {@},...,u,} C V doud baze ale lut V i By = {01,...,0m} st B} =
{t4,...,0,} C W doud baze ale lui W. Fie [B,B'] matricea de trecere de la B la B’ si [B1,B}] matricea de trecere de la
By la By. Atunci:

[fls;.50 = [B1, B1] " - [f]s,.5 - [B, B'] sau (10)
[flp.50 = [B1, B1] - [f]s,.,5 - [B, B].
Propozitia 36 Fie f : U — V si g : V — W doua aplicatii liniare intre spatii vectoriale peste acelasi corp K si fie
Bi ={a1,....,0n} CU, Bo={01,...,0,} CV si By = {w1,..., W} CW baze ale celor trei spatii vectoriale. Atunci este
adevarata egalitatea matriciala:
(90 flBsB, = [9]Bs.,8,  [f]Bs,8:

adica matricea compunerii a douda aplicatii liniare este produsul matricilor celor doua aplicatii, in bazele corespunzatoare.

5 Izomorfisme de spatii vectoriale

O aplicatie liniara f : V — W intre doua spatii vectoriale peste acelagi corp K, se spune ca este un izomorfism de spatii
vectoriale, daca f este o bijectie. Doua spatii vectoriale intre care exista un izomorfism se spune ca sunt izomorfe.

Propozitia 37 Dacd f : V — W este un izomorfism de spatii vectoriale, atunci si =1 : W — V este un izomorfism.

Propozitia 38 Fie f: V — W un izomorfism de spatii vectoriale,
S={01,...,0,} CV un sistem de vectori gi

F(S) = Lf(@1),..., f(5n)} C W. Atunci:

1. § C V este liniar independent dacd si numai daca f(S) C W este liniar independent.
2. S CV este sistem de generatori dacd $i numai dacd f(S) C W este sistem de generatori.

3. § CV este bazd dacd st numai dacd f(S) C W este bazd.

Teorema 3 Doud spatii vectoriale (finit dimensionale) sunt izomorfe dacd i numai dacd au aceeagi dimensiune. In particular,
toate spatiile vectoriale care au dimensiunea n € IN* sunt izomorfe cu K-spatiul vectorial canonic definit pe K™.

Propozitia 39 Fie f: V — W un izomorfism de spatii vectoriale peste acelasi corp K si fie By = {a1,...,a,} CV,
By = {b1,...,bn,} C W baze ale celor doud spatii vectoriale. Atunci este adevdrata egalitatea matriciald:

[f_1]31732 = [f]gzl,Bl’

adica matricea izomorfismului invers unui izomorfism de K-spalii vectoriale este inversa matricii izomorfismului in bazele
corespunzatoare.

Propozitia 40 Fie B = {ay,...,a,} CV si By = {b1,...,byn} C
C W doua baze ale K -spatiilor vectoriale V', respectiv W. Sa consideram aplicatia
F:L(V,W) — My, n(K), care asociazd unei aplicatii liniare f € L(V,W) matricea [f]g, 8 = (f{);
adica matricea aplicatiei f corespunzatoare bazelor B si Bi.
Atunci F este un izomorfism de spatii vectoriale.

O consecinta importanta a propozitiei de mai sus este urmatorul rezultat.
Propozitia 41 Daca V si W sunt spatii vectoriale finit dimensionale peste corpul K, atunci dim L(V,W) = dimV - dim W.

Ca un caz particular, se poate deduce ca dimV* = dim L(V, K) =
=dimV -dim K = dimV -1 = dim V, rezultat obtinut in propozitia ??, unde se construieste efectiv o baza B* C V*, duala
unei baze B C V. De remarcat ca desi spatiile vectoriale V' gi V* sunt izomorfe, avand aceeasi dimensiune, nu exista nici un
izomorfism canonic intre aceste spatii vectoriale.
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6 Endomorfisme liniare

6.1 Generalitati privind endomorfismele liniare

Fie V un spatiu vectorial peste un corp K.

O aplicatie K-liniard f : V — V se numeste endomorfism liniar. Se noteazi cu End(V') multimea endomorfismelor liniare
ale spatiului vectorial V. Deoarece End(V) = L(V, V), din propozitia ?? rezulta cad End(V') este un K-spatiu vectorial.

Un endomorfism liniar bijectiv se numeste automorfism liniar. Un automorfism liniar este deci un endomorfism care este
in acelasi timp un izomorfism.

Pentru endomorfisme si automorfisme se pot folosi rezultatele si constructiile din cazul aplicatiilor liniare, tinand seama ca
domeniul si codomeniul este acelagi. Aceasta particularitate impune insa unele elemente specifice. Unul dintre aceste elemnte
specifice este matricea unui endomorfism intr-o baza a spatiului vectorial, cand atat pentru domeniul de definitie, cat si pe
codomeniu, se considera aceeagi baza.

Fie B={eé1,...,é,} C V o bazi. Matricea endomorfismului corespunzitoare bazei B este

(18 = [fls.s = (f1); j1 € Mn(K),

n .
unde elementele matricii sunt definite de relatia f(a;) = Y. f/a;. Dacid € V este un vector si [Z]|g, [f(Z)]s sunt matricile
j=1
coloana formate din cordonatele vectorilor Z si f(Z) in baza B (sau reprezentarile matriciale ale celor doi vectori), atunci:

[f(®)]s = [fls-[Z]B ,
adica:
y' fo !
o) e w )

unde T = x'ay + -+ + 2", $i ¥ = y'a1 + - - - + y, (propozitia 33).
Aplicand propozitiile 34 si 35 se obtin rezultatele urmatoare.

Propozitia 42 Dacd f € End(V) si B este o bazd a spatiului vectorial V', atunci

rang f =rang [f]s , (11)
adica rangul endomorfismului f este egal cu rangul matricii sale in orice baza B a lui V.

Propozitia 43 Fie B={a1,...,a,} CV ¢i B ={a},...,a,,} CV doud baze ale lui V si fie [B, B'] matricea de trecere de la
B la B'. Atunci:
[fler = 1B, 817" - [f]s - [B,B] sau (12)
[fls = [B",B] - [f]s - [B,B].

6.2 Vectori si valori proprii

Un wvector propriu al endomorfismului liniar f € End(V) este un vector v € V\{0} care are proprietatea ca existd A\ € K
pentru care f(v) = Av. Scalarul A € K care corespunde unui vector propriu ¢ se numeste valoare proprie. Multimea valorilor
proprii ale endomorfismului f se numeste spectrul lui f si se noteaza cu o(f). Sa& remarcim ca un vector propriu este nenul,
pe cand o valoare proprie poate fi nula.

6.3 Calculul valorilor si vectorilor proprii pentru
dimensiunile 2 si 3

Vom explicita in continuare calculul valorilor si vectorilor proprii in cazurile n =2 gi n = 3.
In cazul n = 2, se considerd baza B = {€1,é3} C V. Atunci

1 g1
F= ( hofz ), iar polinomul caracteristic se scrie

113
1 1
Pr(A) = ;12 A j% Y ’ =N — (fl+ fON+ (fL - f3 — f5 - f?). Ecuatia ale carei solutii sunt valorile proprii (ecuatia

caracteristicd) este:
N+ X+ f5-fa D) =0, (13)

sau:
A2 — (trace F) - A+ det F = 0.
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Dacé ecuatia (13) are rddacini in K, atunci sistemul care d& coordonatele vectorilor proprii se reduce la una din ecuatiile

sistemului omogen:
(Fl=n)v'  +fe® =0
2yt +(ff5-Nv* =0

Exemple.
1. Fie endomorfismul liniar f : R?> — IR?,

z,y) = Br+y,x+ y.An aza canonica B = {é1,e3} C ,e1 =(1,0), éo = (0,1), matricea lui f este [f|g = ,
! 3 3y). Inb B R’ 1,0 0,1 lui f este [f -

deoarece f(e1) = (3,1) si f(e2) = (1,3), [f(e1)]s = ( i) ) si[f(e)ls = ( 515 ) alcdtuiesc coloanele matricii [f]g. Polinomul

cararcteristic este Pr(\) = ‘ 3 I A 3 i \ =

= A2 — 6\ + 8, care are radacinile A\; = 2 si Ay = 4.
. . . o e . . . -2 1
-Pentru A\; = 2, sistemul a carui solutie nenula reprezinta coordonatele vectorilor proprii corespunzatori este ( 3 1 3_9 ) (

0 11 vl 0 vt 0?2 =0 L ) 1 e y .
<O>®(1 1)(1}2)(0)@{@1—1—112 _p BV +v* =0« v* = —v. Dacad notam v- = a € IR*, atunci
01 = (o, —a) = (1, -1

. . . . o e . . o . —4 1
-Pentru A\; = 4, sistemul a carui solutie nenula reprezinta coordonatele vectorilor proprii corespunzatori este ( 1 3_4 ) (

0 -1 1 vt (0 vt +0?2 =0 R s 1 e 1 .
<O><i>( 1 _1>(U2>—(0)<:>{ o2 —0 S vt —v° =0« v° =v. Daca notam v' = a € IR*,

atunci 77 = (o, ) = (1, 1).

Daci se considera baza B’ = {(1,—1),(1,1)} C IR?, rezultd matricea [f]s = < 2

0 4
2. Fie endomorfismul liniar f : R?2 — IR2, f(z,y) = (z,x +y). In baza canonici B = {e1, &} C IR?, matricea lui f este
0
’y

>, care este o matrice diagonala.

- A

1 1 = (1 —))*, cu riddicina dubli A, = A, = 1. Sistemul a ciirui

[flg = ( 1 (1) ) Polinomul caracteristic este

. y . . . o 1-1 !

solutie nenula reprezinta coordonatele vectorilor proprii corespunzatori este < 1 1 2 1 ) ( 52 ) = ( 8 > & vl =0.
Rezulta ca multimea vectorilor proprii este de forma
{(0,v?)|v? € R*} = {a(0,1)|a € IR*}. In cazul acestui endomorfism nu existi o baza a lui IR?, formata din vectori proprii.

3. Fie endomorfismul liniar f : R? — R?, f(x,y) = (z — y,z +y). In baza canonicd B = {é1,é} C IR?, matricea lui f

1 -1 . . 1-x -1 ¢ e e <

este [f]p = 1 1) Polinomul caracteristic este ) 1 1 ’ = (1= \)? + 1, care nu are radécini reale. Rezultd c&
endomorfismul f nu are vectori gi valori proprii. .

4. Fie endomorfismul liniar g : €2 — €2 al spatiului vectorial complex €2, f(z,y) = (r —y,x +y). In baza canonici
B = {é1,é} C €%, matricea lui g este [g]g = ( } _1 > Polinomul caracteristic este ! I A 1__1)\ ‘ =(1-X\?+1, care
are ca riadacini A\; o = 1+ 14, unde i € € este unitatea imaginard (i? = —1).

Pentru A\; = 1 + ¢, sistemul a carui solutie nenula reprezinta coordonatele vectorilor proprii corespunzatori este:

(1_(11”) 1_<_11+¢))(2;>:(8)@
(7 ) () =(0) = =0 e

vt —iv? = 0. Dacd notdm v? = o € €*, atunci v; = (ia, ) = (i, 1).
Pentru A\ = 1 — ¢, sistemul a carui solutie nenula reprezinta coordonatele vectorilor proprii corespunzatori este:

() (R )=(0) -
(1 3 )(e)=(0)e{ue 20 -

vl +iv? = 0. Daci notam v? = o € €*, atunci v, = (—ia, a) = a(—i, 1).
Sy . . o . . o 141

Daca se considera baza B' = {(i,1), (—i,1)} C €2, rezultd matricea diagonala [g]p = ( 3_2 1 g ; >

Sa remarcam ci endomorfismul f € End(IR?) de la exemplul anterior, are aceeasi matrice in baza canonici a lui IR? ca
g, dar nu are nici o valoare proprie (o(f) = () ), pe cand o(g) = {1 £i}. Desi cele doud endomorfisme au acelasi polinom
caracteristic Pr(A\) = P,(\) = A2 — 2\ + 2, ecuatia Py(\) = 0 nu are radicini in IR, pe cand ecuatia P,(\) = 0 are doud
radacini in €. Diferenta provine din faptul cd IR nu este un corp algebric inchis, adicd nu toate polinoamele cu coeficienti
reali au radacinile in IR, pe cand € este un corp algebric inchis.

Sa studiem acum cazul n = 3. Se considera baza B = {é1, é2,é3} C V. Atunci matricea endomorfismului f € End(f) are
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forma
fi f2 fs
F= 12 22 32 )
3 £3  £3
T J2 J3
iar ecuatia caracteristica se scrie
M+ (trace F) - A* — Ay - A+ det F = 0, (14)
unde:
2 2 1 sl 1 sl
trace F = fl + f3+ fisi Ay = | 13 T3 ’+ o ’+ LR
fy f3 i fs fi f3

(adicd trace F este suma elementelor matricii F' de pe diagonala principald, iar As este suma complementilor algebrici ai ele-
mentelor de pe diagonala principald). Sistemul a carui solutie nenuld reprezinta coordonatele vectorilor proprii corespunzatori
valorii proprii A, este:

(ff=A)o"  +f30? +f30° =0
ol (=N Hff =0
P! +f3v° (f3=A)* =0

Exemple.
1. Fie endomorfismul liniar f : IR? — IR3,
flz,y,2) = (4o + 2y — 22, © + 3y + 2z, —x — y + 5z). Considerand baza canonicd B = {&; = (1,0,0), & = (0,1,0),

4 2 =2
e3 = (0,0,1)} C IR?, matricea endomorfismului f este F' = [f]g = 1 3 1 |. Polinomul caracteristic este Py(\) =
-1 -1 5
4—-A 2 -2
1 3—-A 1 = 48 — 44X\ + 1202 — X3, Pentru a folosi formula (14), se calculeazi trace f = 4 +3 + 5 = 12,
-1 -1 5—-A
3 1 4 =2 4 2 .
S UL e R R
4 2 =2
detF=| 1 3 1 |=48. Radacinile P(\)=0sunt A =2, Ao = 4, A3 = 6, deci o(f) = {2, 4,6}
-1 -1 5

Pentru Ay = 2, sistemul omogen a carui solutie nenula reprezinta coordonatele vectorilor proprii corespunzatori este
2 2 -2 vl 0

1 1 1 v2 | = 0 |, deundev! = —a, v} = a, v® =0, deci v; = a(-1,1,0), a € IR*.

-1 -1 3 v3 0

Pentru Ay =4, sisterriul omogen a carui solutie nenula reprezinta coordonatele vectorilor proprii corespunzatori este
0 2 =2 v 0

1 -1 1 v? | = 0 |,deundev! =0, v?=p,0>=4, deci v, = 3(0,1,1), 3 € IR".
-1 -1 1 v 0
Pentru A3 = 6, sistelmul omogen a carui solutie nenula reprezintd coordonatele vectorilor proprii corespunzatori este
-2 2 =2 v 0
1 -3 1 v2 | = 0 |, deunde vl = —, v2 =0, v3 =7, deci v3 =v(-1,0,1), v € R*.
-1 -1 -1 v3 0
2 00
In baza B’ = {(~1,1,0),(0,1,1),(=1,0,1)} C IR?, rezulti matricea diagonald [f]z = | 0 4 0
0 0 6

2. Fie endomorfismul liniar
f R — IR3 f(x,y,2) = (92 + 3y — 3z, 22 + 8y — 22, —x — y + 7z). Considerand baza canonici B = {é;, és, é3} C IR3,

9 3 -3
matricea endomorfismului f este F = [f]p = 2 8 —2 |. Avem trace f =9+ 847 = 24,
-1 -1 7
8 -2 9 -3 9 3 93 =3
Ag = + + =180,det F =| 2 8 —2 | =432, prim urmare polinomul caracteristic este
IR g 2 8 -

Pp(N) = —A3 +24X2 — 180X + 432 = —(A — 6)%(A — 12), o(f) = {6,12}.
Pentru A\; = 6, sistemul omogen a carui solutie nenula reprezinta coordonatele vectorilor proprii corespunzatori este
3 3 -3 vl 0
2 2 =2 v2 | = 0 |, deunde v' = —a+ 3, v2 = o, v® = 5. Rezultd ci un vector propriu asociat valorii
-1 -1 1 v3 0
proprii A; = 6 are forma v = (—a + (3,a,0) = a(-1,1,0) + 5(1,0,1), o, 5 € IR. Rezulta ca {v; = (—1,1,0), 72 = (1,0,1)}
genereaza un subspatiu vectorial de dimensiune 2, ai carui vectori nenuli sunt vectorii proprii asociati valorii proprii A; = 6.
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Pentru A\; = 12, sistemul omogen a carui solutie nenula reprezinta coordonatele vectorilor proprii corespunzatori este

-3 3 -3 vl 0
2 -4 =2 v? = 0 |, de unde
-1 -1 -5 v3 0
vt = =3y, v = —2v, v® =, deci v3 = (-3, -2,1), v € R*.
A 6 0 O
In baza B = {(-1,1,0),(1,0,1),(=3,-2,1)} C IR?, rezultd matricea diagonala [f]zr = | 0 6 0
0 0 12
3. Fie endomorfismul liniar f : IR? — IR3, f(x,y,2) = (62 + 9y, 22 + 8y — 22, —4x + 5y + 102). Considerand baza canonica
6 9 0
B = {é1, €, €3} C IR3, matricea endomorfismului f este F = [f]z = 2 8 —2 |. Avem trace f =6+ 8+ 10 = 24,
-4 5 10
8 —2 6 0 6 9 690 . . .
Ag = + + =180, det FF = | 2 8 —2 | = 432, prim urmare polinomul caracteristic este
5 10 -4 10 2 8 45 10
Pp(A) = =23 +24)% — 180X + 432 = —(A — 6)%(\ — 12) = o(f) = {6, 12}.
Pentru A\; = 6, sistemul omogen a carui solutie nenula reprezinta coordonatele vectorilor proprii corespunzatori este
0 9 0 vl 0
2 2 =2 v? = 0 |, de unde v' = o, v2 = 0, v® = . Rezulti c& un vector propriu asociat valorii proprii
-4 5 4 v3 0

A1 = 6 are forma v; = (1,0, 1), a € R*.
Pentru Ay = 12, sistemul omogen a carui solutie nenula reprezinta coordonatele vectorilor proprii corespunzatori este

-6 9 0 vl 0
2 -4 =2 v? = | 0 |, deunde v! = =38, v2 = =28, v3 = B. Rezultd ca un vector propriu asociat valorii
-4 5 =2 v3 0

proprii A\; = 6 are forma v; = 3(—3,-2,1), § € IR*.

Sa observam ca, spre deosebire de exemplul anterior, spatiul vectorial generat de vectorii proprii are dimensiunea 2, fiind
generat de vectorii {(1,0, 1), (—3,—2,1)} si nu mai este intreg spatiul IR3. Cu toate acestea, polinoamele caracteristice asociate
celor doua endomorfisme, coincid. Exista agsadar endomorfisme care au acelasi polinom caracetristic, dar subspatiile generate
de vectorii proprii au dimensiuni diferite.

4. Fie endomorfismul liniar f : R3 — IR3, f(z,y,z) = (6x + 9y, 10y — 4z, —6x + Ty + 8z). Considerand baza canonici
B = {éy, &, e3} C IR?, matricea endomorfismului f este

6 9 O
F=|[fls= 0 10 —4 |]. Polinomul caracteristic este:
-6 7 8

Pp(X) = =A% + 2402 — 216X + 864 = — (A — 12) (A2 — 12X + 72), cu singura radécind reald A; = 12. Sistemul omogen a cdrui
solutie nenula reprezinta coordonatele vectorilor proprii corespunzatori este

-6 9 0 vl 0
0 -2 —4 v2 | = 0 |, deunde v; = a(-3,-2,1), « € R* .
-6 7 -4 v3 0

5. Fie endomorfismul liniar g : €% — €3,
g(z,y,2z) = (6 + 9y, 10y — 4z, —6x + Ty + 8z), care are aceeagi matrice ca endomorfismul f din exemplul de mai sus.
Polinomul caracteristic este deci acelagi: Py(A) = —A% + 24X% — 216A + 864 = — (A —12) (A2 — 12X + 72), cu radacinile
AL =12, Ays = 6 £ 6.

Pentru A\; = 6, se obtine ca mai sus 7; = a(—3,-2,1), a € C*.

Pentru Ay = 6 — 64, se obtine sistemul

67 9 0 vl 0
0 4+61 —4 v? | = 0 |, deunde v, = 3(3,-2i,3 — 2i), B € €.
—6 7 2+ 6t v3 0
Pentru A3 = 6 + 6i, se obtine 03 = (3, 2i,3 + 2i), v € €*.
6 0 0
In baza B' = {(—3,—-2,1), (3, —2i,3 — 2i), (3,2i,3 + 2i)} C €3, rezulti matricea [f]gr = | 0 6 —6i 0

0 0 6 + 67
Sa& remarcam faptul ca pe cand un endomorfism al unui spatiu vectorial real de dimensiune pard (in particular 2) poate
s aibd spectrul vid, un endomorfism al unui spatiu vectorial real de dimensiune impard (in particular 3) are intotdeauna
spectrul nevid, pentru ca orice polinom cu coeficienti reali, de grad impar, are cel putin o radacina reala.

6.4 Diagonalizarea matricilor endomorfismelor liniare

Fie V un K-spatiu vectorial finit dimensional. Fie A\g € K o valoare proprie a lui f € End(V) i fie
Vo = {0 € V|f(D) = Ag¥}, adicd multimea vectorilor proprii, corespunzitoare valorii proprii Ag, la care se adaugd vectorul
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nul.
Propozitia 44 Submultimea Vi, CV este un subspatiu vectorial al lui 'V, invariat de f (adica f(Vy,) C Vi, ).
Subspatiul vectorial V, C V se numeste subspatiul propriu corespunzator valorii proprit Ag.

Propozitia 45 Dimensiunea dimVy, (numitd multiplicitate geometricd) nu depdseste multiplicitatea lui N, ca rdddcing a
polinomului caracteristic Py()\) (numitd multiplicitate algebrica).

Propozitia 46 Fie v1,. .., U vectori proprii ai unui endomorfism liniar f € End(V'), care corespund valorilor proprii A1, .. .,
A, diferite doud cdte doud. Atunci sistemul format din vectorii {Uy,..., Uk} CV este un sistem liniar independent.

Teorema 4 (Diagonalizarea endomorfismelor) Fie f € End(V) un endomorfism liniar al unui K -spatiu vectorial V, dimV =
n. Sd presupunem ca f are toate valorile proprii in K, iar, pentru fiecare valoare proprie X € o(f), multiplicitatea geometrica
este egala cu multiplicitatea algebrica (adica dimensiunea subspatiului propriu corespunzator valorii proprii A, Vy C V, este
egald cu multiplicitatea lui X ca raddcing a polinomului caracteristic Py). Atunci existd o bazd By C V' astfel incat matricea
[flB;, a endomorfismului f in baza By, este diagonald, unde pe diagonald sunt valorile proprii, fiecare valoare proprie fiind
luata de atdtea ori cat este multiplicitatea sa (algebrica ori geometricd,).

Exemplu. Fie f: R5 — IR%, f(a!, 22, 23,24, 2°) =
= (122! — 422 + 23 + 52* + 3z, 922, 32t — 222 + 823 + xil + 32,
=32l + 422 — 23 + 42* — 325, —62! + 622 — 62 + 32°). In baza canonica

B={é1,...,e5} alui IR®, f are matricea
12 —4 1 ) 3
0 9 0 0 0
fls=] 3 -2 8 1 3
-3 4 -1 4 =3

Polinomul caracteristic este:

12-x -4 1 5 3
0 9-2A 0 0

PN =| 3 —2 8-\ 1 3 |,
-3 4 -1 4-x -3
—6 6 0 -6 3-2\

Pp(X) = 13122 — 10935 + 340222 — 50423 + 36A* — \° =

= (=1)5(A = 3)(A — 6)(A — 9)3. Valorile proprii sunt A\; = 3, Aa = 6,

A3 = Mg = A5 = 9. Multiplicitatile algebrice ale valorilor proprii Ay = 3 si Ao = 6 sunt 1, iar ale valorii proprii A3 = 9 este 3.
By = {v1} C V), este o bazd, iar V), este spatiul vectorial al solutiilor sistemului

9 —4 1 5 3 vl 0
0 6 0 0 O v2 0
3 -2 5 1 3 v =10
-3 4 -1 1 -3 v? 0
-6 6 0 —6 0 v 0

Rezultd v! = a, v = 0, v3 = , v* = —2a, v° = —3a, a € IR, de unde vectoriul propriu v; = (2,0,1, -2, —3).

By = {Ua} C V), este o bazd, iar V), este spatiul vectorial al solutiilor sistemului

6 -4 1 5 3 vl 0
0 3 0 0 0 v? 0
3 -2 2 1 3 v =1 0
-3 4 -1 -2 =3 vt 0
-6 6 0 -6 -3 v° 0

Rezulta asemanitor vectorul propriu 72 = (—1,0,1, 1,0).
Bs = {U3, 04,05} C V), este o bazd, iar V), este spatiul vectorial al solutiilor sistemului

3 -4 1 5 3 v
0 0 0 0 0 v
3 -2 -1 1 3 v
-3 4 -1 -5 =3 v
-6 6 0 -6 —6 v

=W N =
|
coocoo
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Vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A3 = 9 sunt o3 = (1,1,1,0,0), o4 = (1,2,0,1,0) si v5 = (-1,0,0,0,1), care
formeaza o baza in V).

In baza B =B U By UBs = {?1,...,05}, matricea endomorfismului f este
300 00
0 6 000
fls=| 009 00 [,
00 0 9 0
000 09

deci endomorfismul este diagonalizabil.

7 Forme biliniare

Fie V un spatiu vectorial peste corpul comutativ K.
O aplicatie ¢ : V x V — K se numeste forma biliniard daca este K-liniara in ambele argumente, adica:

1. So(ajl +ﬁj27g) = aw(jlag) +/690(£E27g)7 (V)j17f27g € Va CV,IB eK §1
2. (@, a1 + By2) = ap(Z,y1) + Bp(T,72), V)T, 91,92 €V, o, B € K.

Spunem cé o forma biliniard este simetricd dacd ¢(Z,7) = ¢(7,Z), (V)Z,§ € V si antisimetrica dacd ¢(Z,7) = —(y, T),
(M)z, g€ V. Daci p:V x V — K este o forma biliniara, are loc identitatea

(0 (2.5) + ¢ (1.9) + 5 (9 (2,9) — 0 (5,7))

o1 _
p(2,9) = 5
= ¢'(z,9) +¢" (2,7)-
Atunci:
L¢ VXV =K, @7y = %@y +¢(y,12)este o formd biliniard simetrica, numitd forma biliniard simetrica
asociata formei biliniare ¢ si

2. 0" VXV - K, Z,79) = % (¢ (Z,7) — ¢ (7, Z))este o forma biliniara antisimetrica, numita forma biliniard antisimet-
rica asociata formei biliniare .

Fie ¢ : V. xV — K o forma biliniard i B = {€1,...,€,} 0 bazd a lui V. Vom presupune in continuare c& spatiul vectorial
V' este finit dimensional. Matricea formei biliniare corespunzatoare bazei B se definegte prin
n X n .
[Pl = (¢ij)i j=1m € Mn(K), unde p;; = ¢(&;, ;). Daca z = Y 2'¢;, y = ) y'e; € V si []p, [y]p sunt reprezentarile
i=1 i=1

matriciale ale vectorilor T si ¥ In baza B, atunci:

e(@y) =Y =y, (15)
ij=1
sau, cu scriere matriciala:
Y11 o Pin yl
p(z,9)=( ' z" ) : : N
< ¢ (@,9) =T ¢z 75, (16)

Propozitia 47 Forma biliniard ¢ : V x V. — K este simetricd (antisimetricd) dacd $i numai dacd matricea sa intr-o bazd
oarecare a lui V' este simetricd (antisimetricd).

Propozitia 48 Fie B= {eé1,...,é,} si B’ ={&,...,e,} doud baze ale K-spatiului vectorial V', cu matricea de trecere B, B'].
Atunci are loc formula:
[QD]B’ = [Bagl]t ’ [(p]B . [Ba Bl]a (17)

unde ¢ : V XV — K este o forma biliniara.
Propozitia 49 Rangul matricii unei forme biliniare este acelasi, indiferent de baza in care se scrie matricea formei biliniare.

Rangul matricii unei forme biliniare ¢ : V x V' — K intr-o baza oarecare, se numeste rangul formei biliniare p. O forma
biliniard ¢ : V x V' — K se spune cé este nedegeneratd dacd din ¢(Z,7) =0, (V)y € V, rezulta = 0.
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Propozitia 50 Fie ¢ : V x V — K o forma biliniara pe un spatiu vectorial finit dimensional V. Urmdatoarele conditii sunt
echivalente:

1. ¢ este nedegenerata;
2. matricea [p]g, a formei ¢ intr-o baza B C 'V, este nesingulard;

3. dacd p(Z,y) =0, (V)T €V, atunci § = 0.

8 Forme patratice

O aplicatie p : V — K este o forma pdatratica pe K-spatiul vectorial V' daca exista o forma biliniara ¢ : V x V — K,
numia formd biliniard asociatd, astfel incat p(z) = p(z,z), (V)T € V.

Propozitia 51 Dacap:V — K este o forma patratica, atunci exista o singura forma biliniard simetrica o, asociata ei, data
de formula:
_ 1 L _ _
p(z.9)=5 @@ +y) —p@) —p(H)-

Forma biliniara simetricd asociatd unei forme péatratice se numeste forma polard sau forma dedublatd a formei patratice.

Matricea unei forme pdatratice p: V — K intr-o bazi B = {éy,..., €,} C V se definegte ca fiind matricea formei biliniare
simetrice asociate ei (formei polare), corespunzétoare bazei B. Din propozitia 47 rezulta ca matricea unei forme patratice este
o matrice simetrica.

Sa studiem reprezentarea pe coordonate a unei forme pétratice.

Fie p: V — K o form4 patratica i B = {€1,...,8,} C V o bazi. Forma pétratici p are forma:

p(@) = bya'al, (18)

i,7=1

unde Z = z'e; + -+ + "€, € V i matricea formei patratice este [p]g = (bi;)
simetricd asociatd formei patratice (forma polard sau dedublata) este:

i,j=T,n bij = bjia (V)Z,] = 1,7’?,. Forma biliniara

p(z,7) = > by'y’,

ij=1

unde Z =z'eé; + -+ "€y, g=y'er + - +y"e, € V.

Exemplu.

Fie p: R? — IR, p(v) = 22 + 4wy —y?, unde v = (x,y). Forma polari sau dedublata este: ¢((x,v), (2',y)) = za’ +2(xy’ +
yz') —yy'.

8.1 Forme canonice pentru forme patratice

Propozitia 52 (Gauss) Fie V un K-spatiu vectorial, dimV = n. Pentru orice formd pdtraticd nenulap : V xV — K, existd

0 baza B' = {v1,...,0,} CV si scalarii nenuli
a1, ...,a € K* 1 <k <n, astfel incat:

p(Z) =y - (@) 4+ -+ - (28)? (19)
unde T = z'0; +--- +a"0, € V.

Demonstratia propozitiei 52 este constructiva, metoda descrisa in demonstratie se numeste metoda lui Gauss de aducere
la forméa canonica a unei forme pétratice.
Exemple
1. Fie p: IR? — IR, B = {&1, &, 3} baza canonica a lui IR?, p(v) =
=22 — 22y + 222 + 3y — 6yz + 222, unde v = (x,y,2) = xé; + yés + zé3 € IR>.
Avem p(v) = (22 — 2zy + 2x2) + 3y? — 6yz + 222 =
(r —y+2)% —y? — 22 + 2y2] + 3y? — 6yz + 222 =

z/ 1 -1 1 x
/ 0o 1 -1
z 0 0 1 z

<
I
<
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deci
1 -1 1
B,B'=10 1 -1 |,
0 0 1
prin urmare
1 -1 1\ " 110
B,BI=0 1 -1 =0 1 1],
0 O 1 0 0 1

deci baza B' = {1, 03,03} C IR? in care p are forma
p(0) = (2')? +2(y)? — (2')%, v = 2’01 + y' Vs + 2'V3 este
B ={v; =é, 02 =€ + &, U5 =6+ ¢€3}.
2. Fie p: IR® — IR, B = {€1, €2, €3} baza canonici a lui IR,
p(v) = 2% — 2wy + 222 + y? + 222, unde
0= (x,y,2) = wéy + yés + zé3 € IR>.
Avem p(?) = (x—y+2)?+2yz+22. Pentru a continua, se considerd coordonatele (z’,y, z’), astfel incat z = 2/, y = 3/ + 2/,

2 = y/ _ 2/7 deci p(’D) — (x/ _ y/ _ Z/ + y/ _ Zl)2 + Q(y/ _|_ Z/>(yl _ Z/) + (y/ _ ZI)2 — — (l‘/ _ 2Z/)2 + S(y/)Q _ (Z/)2 _ 2y/ ! —
1 4
((E/ _ 22/)2 + 3(1// _ gZ/)Q _ 5(21)2.
1 4
Fie schimbarea de coordonate z” =z’ — 22/, ¢/ = ¢/ — §Zl’ 2" =2 deci p(®) = (z")? + 3(y")? — g(z”)Q. Dar ¢’ = =z,
1
y/ = 5(:‘/ + Z)a
/ 1 : " 1 1 2 " 1 L
2= a(y —z2),decia’ =x—y+2z,9y" = 3V + 397 = i(y — 2). Matricial, avem:
. 1 -1 1
x T
s o L 2
y' | = 3 v |,
" 0 ? 1 Py
2 2
deci .
-1 1 B
1 ) 1 0 2
BB=|" 3 3 | =(0o1 5 ]
0 P 0 1 -3
2
: /A = 11\2 11\ 2 4 11\2
prin urmare baza B” in care p(v) = (z")* + 3(y")* — 3(2 )* este
2
B’ = {171 = ey, Uy = €3 + €3, U3 = 2€1 + gég — 563}
Dacd ¢ : V x V — K este o forma biliniard simetricé, atunci o bazid B = {#1,...,0,} C V este ortogonald in raport
cu ¢ dacd ¢(7;,7;) = 0, pentru ¢ # j. Conform propozitiei 51, intre formele patratice si formele biliniare simetrice existd o
determinare reciproca. Daca p: V — K este o forma patratica, atunci o baza B = {01,...,0,} C V este ortogonald in raport

cu p, daca este ortogonala in raport cu forma biliniara simetrica asociata ei.

Intr-o bazi ortogonald fata de o forma biliniara simetricd (forma patratica), matricea formei biliniare simetrice (respectiv
a formei patratice) este diagonala. O astfel de bazd se spune ca realizeaza o formd canonicd a formei biliniare simetrice
(respectiv a formei péatratice).

Propozitia 52 afirma faptul cd pentru o forma patraticd p, existd o bazd B = {v1,...,0,} C V 1n care forma pétraticd are
forma canonicd (19). Rezulta ca forma biliniard simetricd asociata ¢ are forma:

Sp(jvg) =aq - Iﬂlyl +-+ akxkyka (20)

unde k<nsiZz=z'9 + - +2"0,, F=y' 01 +--- +y"v, € V.
Numarul k£ din formula de mai sus nu depinde de baza B, fiind egal cu rangul aplicatiei biliniare.
O alta metoda de aducere la forma canonica a unei forme patratice este metoda lui Jacobi.

Propozitia 53 (Jacobi) Fie V un K-spatiu vectorial, dimV =n. Fie p:V — K o formd pdtratica care are rangul q, astfel
cd intr-o baza B = {eé1,...,€,} CV, matricea formei patratice este [p|lp = (bij)1<i,j<n- Dacd toti scalarii:

bll b12

Ao =1,A1 = b1, A2=‘ bio  boo
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sunt nenuli, atunci exista o baza B = {¥1,...,0q,Vg41,--.,0n} C V astfel incat::
= 0/ 1\1 Ay 2\2 Aqfl 2
B= 200N Ry 77 21
p(z) N W) 22(y) \, (y?) (21)

unde & = y'v; + -+ +y"v, € V.

Exemplu.

Fie spatiul vectorial aritmetic IR® si fie baza canonicd B = {é1,é,e3}. Fie forma patratica p : IR® — IR, p(v) =
2?2 — 2wy — 22z + dyz + 222, unde v = (x,v,2) € R>.
Luand B = {é, &2, é3} C IR? baza canonici, avem

1 -1 -1
ps= -1 0 2 |,
-1 2 2
rin urmare Ag =1, A1 =1#0, Agy = L =—-1+#0si
p 0 y 81 y B2 1 0 3
1 -1 -1
Az=| -1 0 2 |=-2%#0. Atunci existd o baza
-1 2 2
B’ = {1, 02,03} C IR? astfel incat
A N A ISV
p(vl)— Al(xl) +A2(?J)1 +K3(Z) =
— 1
= @ S () = (@)~ () + ()7, unde

v =2'v, + 9’0y + 2'03.
Sa determinam baza in care p are forma canonica.
Se cauta vy, de forma v; = aq1€1, unde aqq - 1 =1, deci a1 = 1, prin urmare v, = €.
Se cauta Uy de forma s = ain1€1 + ia2€2, unde aioy §i apo sunt solutii ale sistemului

{ g —agy =0

—Q921 =17

deci ag; = gy = —1, prin urmare v, = —€; — és.
Se cauta v3 de forma U3 = ag1€1 + 3262 + aizzé3, unde a1, aizs Si agz sunt solutii ale sistemului

azr  —azy —azgz =0
—a3; +2a33 =0 ,
—Q31 +20&32 +20[33 =1
. 1 . 1 _ o 1_ 1.
deci az; =1, agy = 5 Sl (33 = 5, prin urmare v9 = €1 + 562 + 563.
1 0 0
Deci, forma patratica p are, in baza B’ = {01, 02, 03}, matricea diagonald [p|g = U (1)
0 0 3

9 Produs scalar si spatii vectoriale
euclidiene

Fie V un spatiu vectorial finit dimensional peste corpul K = IR. O forma bilinard < -,- >: V x V — IR se numeste produs
scalar daca este simetrica si strict pozitiv definita. Asadar, un produs scalar < -,- >: V x V — IR are proprietatile:

1. este IR-liniar in fiecare argument, adica:

(a) <C¥(Z’1 +5f27g>:a<ilag> +5<f2»§>, (v)i'l,y%geva a?ﬂelei
(b) <Z,ajr + Py >=a < T, > +6<Z,9% >, VT, 51,52 €V, o, B € R;

2. este simetric, adicd < &,y >=< 4, >, (V)Z,5 €V ;

3. este strict pozitiv definit, adica < 7,7 >>0, V)€ V§i<z,2>=0< 7 =0.
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Ultimele doua conditii sunt echivalente cu faptul ca matricea formei biliniare intr-o baza oarecare este simetrica si are
toate valorile proprii reale strict pozitive.

Daca < -,- > este un produs scalar pe V, spunem ca (V, < -,- >) este un spatiu (vectorial) euclidian real.

Pe spatiul vectorial real IR" se defineste un produs scalar canonic, dat de 7 - j = x'y' + -+ a"y", (V) 7 = (2,... 2"),
7= (y',...,y") € IR™. Spatiul vectorial euclidian real (IR",-) se numeste spatiul euclidian real n-dimensional canonic. Se
noteaza IR"™ = FEj.

Daca B = {z;}
baza B.

Daca (V, < -,- >) este un spatiu vectorial euclidian real, atunci se defineste norma unui vector & € V ca fiind ||Z| =
/< Z,z >. Norma este corect definitd, deoarece produsul scalar este strict pozitiv definit, adica < z,z >> 0, (V)z € V

C V este o bazd, atunci matricea (< Z;, Z; >) se numeste matricea asociatd produsului scalar in

i=1n i.j=1,n

Propozitia 54 (Inegalitatea Cauchy-Schwarz) Daca (V, < -,- >) este un spaliu vectorial euclidian real si T,y € V, atunci
l<z,g> <z,

egalitatea avand loc doar daca vectorii T gty sunt coliniari.

<ZT,y>
Inegalitatea demonstrata mai sus se mai scrie —1 < % < 1. Se defineste masura unghiului a doi vectori Z,y € V ca
LY
<Z,y> . o 3
fiind « € [0, 7], astfel Incat cosa = m Se mai noteaza o = (7, 7).
z| - |y

Propozitia 55 (Inegalitatea lui Minkowski, sau inegalitatea triunghiului) Daca (V, < -, >) este un spatiu vectorial euclidian
real i
z,y €V, atunci

1z + gl < [1Z]| + [zl

egalitatea avdnd loc doar daca vectorii T si § sunt sau unul nul sau ambii nenuli i coliniari de acelagi sens (adicd (F)a > 0
astfel incit T = ag).

Agdar, norma unui spatiu euclidian real (V, < -,- >) este o functie
II]l : V' — IR,care are proprietatile:

(N1) ||z|| >0, (V)Z € V, iar ||Z|]| = 0 = Z = 0 (proprietate de strict pozitivitate);
(N2) |la-z|| = |a]||1Z], (V)Z € V, a € IR (proprietate de omogenitate);
(N3) ||z + g|| < ||Z|| + ||7] (inegalitatea triunghiului).

Primele doua proprietati rezulta din definitia produsului scalar, iar cea de-a treia este demonstrata in propozitia 55.

Un spatiu vectorial real pe care este definita o functie ||-|| : V' — IR,care are proprietatile (N1)-(N3), se numeste spatiu
vectorial real normat. Un spatiu euclidian real este deci un spatiu vectorial real normat.

Un spatiu vectorial V', pe care este definitd o normé (adica o aplicatie ||-|] : V' — IR care are proprietitile (N1)-(N3), se
numeste spatiu vectorial normat. Nu orice norma definegte un produs scalar.

Propozitia 56 Norma asociatda unui produs scalar pe un spatiu vectorial euclidian real verifica identitatea:
2 2 12 _2
2+ 91 + [z~ al* = 2 (21 + 1))

numita identitatea paralelogramului.

Reciproc, se poate arata ca daca o norma verifica identitatea paralelogramului, atunci ea este indusa de un produs scalar.
Sa notam ca in acest caz produsul scalar se obtine prin formula

o Lo 2 =2 g2
<&,5>= 3 (lz+71> = Izl - 171*) .

In continuare (V, < -,- >) este un spatiu vectorial euclidian real.

Doi vectori Z, § € V se numesc vectori ortogonali dacd < Z,y >= 0 si se scrie Z L 3. Un sistem de vectori S = {€;}ie; CV
se numeste sistem ortogonal de vectori dac& nu contine vectorul nul si < &;,&; >= 0, (V)i # j (adicd vectorii sunt nenuli si
ortogonali doi cate doi). Sistemul S se numeste sistem ortonormat daci este ortogonal si ||&;|| = 1, (V)i € I (adica orice vector
din sistem are norma 1).

Propozitia 57 Dacd un sistem de vectori S = {&;}icr CV este ortogonal, atunci el este liniar independent.

O baza ortogonald B C V este o baza formata dintr-un sistem ortogonal de vectori. Analog, o baza ortonormata B C V
este o baza formata dintr-un sistem ortonormat de vectori.
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Propozitia 58 Dacd B = {€;};cr C V este o bazd ortonormatd $i & = x'1&;, +- - ~+xif)éip, atunci t =< T,8;, >,..., 1" =<
Z, €4, >.

Propozitia 59 Dacd un vector v € V este ortogonal pe toti vectorii unui sistem de generatori S C 'V (in particular S poate
fi 0 bazd), atunci este vectorul nul (v =20).

Propozitia 60 Daci M C V este o submultime de vectori atunci M+ = {z € V| & L v, (V)v € M} C V este un subspatiu
vectorial (numit subspatiul vectorial ortogonal lui M, sau ortogonalul multimii M ).

Daca § = {¥1,...,0x} C V este un sistem de vectori intr-un spatiu euclidian real, atunci determinantul Gram asociat
sistemului S este
<v1,U1 > - <U,U >
L(vy,...,0) = : :
< Vg,01 > -0 < Vg, >
Propozitia 61 Au loc urmdtoarele proprietafi ale determinantului
Gram:
1. T(v1,...,0%) = 0 daca gi numai dacd sistemul S este liniar dependent.
2. T(v1,...,0,) > 0 dacd si numai daca sistemul S este liniar independent.

Teorema 5 (Procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt) Dacd

S ={0;};_15; CV este un sistem de vectori liniar independenti, atunci exista un sistem ortonormat de vectori Sy = {€;} -

i=ln
V, astfel incat pentru orice k = 1,n sa avem L({&:},_17) = LH{0:i},_17)-

Observatie. Procedeul de ortogonalizare descris mai sus poate fi aplicat si in spatiile vectoriale euclidiene reale care nu
sunt finit dimensionale, unui sistem numarabil de vectori liniar independent;i.

Propozitia 62 Daca (V,< -,- >) este un spatiu vectorial euclidian real finit dimensional, atunci:
1. Emista o baza ortonormata B C V.

2. Daca W C V este un subspatiu vectorial, atunci restrictia produsului scalar la W este un produs scalar pe W, iar orice
baza ortonormata pe W se poate completa la o baza ortonormata pe V.

Folosind rezultatul de mai sus, putem preciza semnul unui determinant Gram.
Propozitia 63 Fie V' un spatiu vectorial euclidian real, finit dimensional. Daca M C 'V este o submultime de vectori, atunci
1. M+ ={0} & L(M)=V.
2. V=L(M)® M.
In particular, dacd W C V. este un subspativ vectorial, atunci are loc descompunerea V.=W & W+,
Teorema 6 (Riesz) Dacd (V, < -, >) este un spatiu vectorial euclidian real, atunci existd un izomorfism canonic  : V.— V*.

Propozitia 64 Daca B ={eé;},_15; CV este o baza si
B* = {&'},_1; C V* este baza duald, iar (gi;)

considerd matricea (gij)i}jzlfn = (gij)i_jlzﬁ € M,,(IR), forma izomorfismului dat de teorema lui Riesz este p(v'e;) = vig;;e’.

ij=Tm € Mu(IR) este matricea produsului scalar in baza B, atunci dacd se

9.1 Produsul vectorial gi produsul mixt in Fj

Fie doi vectori o7 = (a, b, ¢), U3 = (a/, ¥, ') € E5, unde Ej3 este spatiul vectorial euclidian canonic tridimensional. Vectorul

_ b ¢ a c a b
v = <’ ol Tl ¢l v > (22)
se numeste produsul vectorial al vectorilor ¥; §i ¥5 §i se noteaza
5 "2 4y x vy. Fie B = {e; = (1,0,0),é; = (0,1,0),&; = (0,0,1)} C F3 baza canonici (baza canonici fiind ortonormati fata
de produsul scalar canonic). Tindnd cont de faptul ca
_ b ¢ |_ a c |_ a b |_
V= Yoo €1 — a €3 + a v €3,

produsul vectorial 77 X U2 se mai poate scrie ca un determinant formal, in care prima linie contine numai vectori ai bazei
canonice, iar celelalte linii sunt formate din scalari (coordonatele celor doi vectori):

U1 X Vg = a b c . (23)
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Propozitia 65 Dacd v1,02 € F3, atunci produsul vectorial
U = 01 X Uy al vectorilor v, §i Uy are urmatoarele proprietafi:

1. v este un vector perpendicular pe vectorii vy §i Ua;
2. lungimea lui U, notatd ||, este egald cu aria paralelogramului construit pe cei doi vectori ca laturi;

3. ¥ este nul dacd si numai dacd vectorii sunt coliniari, iar dacd vectoris vy §i Vg nu sunt coliniari, sistemul S = {v1, 02,7}
formeaza o baza la fel orientatd ca baza canonica B C Es.

Propozitia 66 Daca la oricare doi vectori v1,v2 € F3 se asociaza vectorul v cu proprietatile 1.-3. din propozitia 65, atunci
U = 01 X g, adica v este chiar produsul vectorial al vectorilor v1 si Us.

Propozitia 67 Fie B’ = {u1,42, U3} C E3 o baza ortonormatd la fel orientatd ca baza canonicd B CEs $i 01,72 € Ej

a a
dot vectori care au coordonatele in baza B' date de [v1]p = b |, [ve]p = b |. Fie v € E3 astfel incat [0]p =
c d
b ¢
b
a ¢
— . Atunci 9 = 91 X Da.
J unci v = 01 X Uy
a b
a v

Remarca. Daca V este un spatiu vectorial euclidian real 3-dimensional, se poate defini produsul vectorial a doi vectori
U1 gl Uy folosind o bazd ortonormatd B’ C V gi formula [0]g din exercitiul anterior.
Vom studia in continuare proprietatile produsului vectorial.

Propozitia 68 Daca vy, v, v3 € E3 atunci
1. U1 X U9 = —Ug X U1 (anlicomutativitate);

2. (Oﬂjl +ﬂ52) X U3 = 04(1_11 X 1_)3) +5(’L_)2 X 1_)3) $1
71 X (s + BU3) = a(Ty X T2) + B(01 X 13), (V)a, 8 € IR;
3. (01 X Ug) X U3 = (01 - U3)V2 — (Vg - U3)01 (formula dublului produs vectorial cu paranteza la stinga);
(v

4. U1 X (Uy X 03) = (01 - 03)Ug — (U1 - 2)03 (formula dublului produs vectorial cu paranteza la dreapta);

5. (U1 X Ug) X U3 + (Vg X U3) X U1 + (U3 X U1) X Uy = 0, (identitatea lui Jacobi);

— — _ _ _ - — _ ot. r—  _  _ . . .
6. (01 X Ug) - U3 =y - (U X U3) = Vg - (U3 X 01) =" [01,02, 3] (se numeste produsul mixt al celor trei vectori).
Sa remarcam din cele stabilite mai sus formula pentru produsul mixt a trei vectori:

a b ¢

= = = li / /
[01,02,03] = | @ b |,
a// b// C//

adica are ca valoare determinantul coordonatelor vectorilor in baza canonica.

Propozitia 69 Produsul mixt [0y, U2, T3] a trei vectori din E3 este egal cu determinantul coordonatelor vectorilor (asezate in
ordinea datd, pe linii sau pe coloane) intr-o bazd ortonormatd la fel orientatd cu baza canonicd.

Observatie. Propozitia se poate demonstra si folosind definitia produsului mixt sub forma [v1, 02, 03] = 01 - (T2 X V3).
Pentru produsul vectorial 75 X U3 este adeviratd formula determinantului formal de tipul (23), care are pe prima linie vectorii
unei bazei ortonormate. Tinand seama ca baza este ortonormata, rezulta concluzia.

Propozitia 70 Modulul produsul mizt a trei vectori vy, V2,03 € E3 este egal cu volumul paralelipipedului construit pe cei trei
vectori.

Observatie. Un alt calcul al lui h, care sa conduca la solutie, se poate baza pe observatia ca lungimea proiectiei unui vector

¥ pe un vector w este egala cu modulul produsului scalar dintre v si versorul lui w, deci £h = v - m (v x ’Ug)) =
(%) V3

1 [@17 1727 173]
I — Vg X U3 I E——
|1)2 AX 1}3|< ( )) |U2 X 3|

Intr-un spatiu vectorial euclidian tridimensional se poate defini produsul mixt a trei vectori {71, U2, 73} in mod analog

de unde rezultatul.

_ _ _ _ _ _ _ _ _\ not. . _ A o v .
(U1 X Ug) - U3 =11 - (Vg X U3) = Vg (U3 X V1) = |01, 02, 03], obtindndu-se, ca formuld de calcul, faptul c& produsul mixt este
egal cu determinatul matricii coordonatelor vectorilor intr-o baza ortonormata.



