Examenul de licenta,
Domeniul de licenti FIZICA — promotia 2025
Valabil pentru sesiunile de licenta iunie-iulie 2025 si septembrie 2025

(durata studiilor 3 ani)

Examenul de licenta consta in 2 (doud) probe:
- proba scrisa de cunostinte generale de fizica
- prezentarea lucrarii de licenta
Proba scrisd va contine cate o intrebare de la fiecare din disciplinele mentionate (toate
disciplinele sunt obligatorii), fiecarui rispuns alocandu-i-se cate un punct, un punct va fi
acordat din oficiu.
Disciplinele sunt:
Mecanica clasica
Fizicd moleculara si caldura
Electricitate si magnetism
Optica si Fizica atomului si moleculei
Mecanica teoretica
Electrodinamica
Termodinamica si Fizica Statistica

Mecanica cuantica

© 0 N o gk~ 0w DdPRF

Fizica solidului si semiconductori.

PROPUNERI DE SUBIECTE PENTRU EXAMENUL DE LICENTA

Disciplina D1: MECANICA CLASICA

1. Teorema variatiei momentului cinetic pentru un punct material (forma diferentiald,
forma finiti): enunt, demonstratie. Legea conservirii momentului cinetic pentru un
punct material: deducere.

Fie S un sistem de referinta si P’ un punct fix (numit pol) fata de acest sistem de
referinta.

Definim momentul cinetic M’ al punctului material fata de polul P’ ca produsul vectorial
dintre vectorul de pozitie T al acestuia fatd de polul considerat si impulsul P =mvV al

punctului material fata de sistemul de referintd considerat,

M'=F'xp.
Alegand P’ in O (originea sistemului de referinti considerat), relatia anterioari devine
M=Fxp.

Definim momentul fortei K fata de polul O prin relatia
K=FxF ,

unde F este forta care actioneazi asupra punctului material.
Derivand in raport cu timpul relatia de definitie a momentului cinetic obtinem

dM (t) dr P
A = d—r XP+Tx % .
dt dt dt
Folosind definitia vectorului viteza
ar
—=V,
dt

si principiul fundamental al dinamicii

dp =( ./ o

SL_Elr (). r(r)t],

dt
ajungem la forma diferentiald a teoremei de variatie a momentului cinetic pentru un punct
material:
dM
oK.

dt

Enung: Variatia in unitatea de timp a momentului cinetic al unui punct material fatd de un

pol este egala cu momentul rezultantei fortelor ce actioneaza asupra acestuia in raport cu
acelasi pol.

Integrand ultima relatie pe intervalul de timp [tl ) tz] obtinem forma finitd a teoremei de

variatie a momentului cinetic pentru un punct material

t2
AM = Mi(t,)-M(t,) = [ (F(t)x F(F(t) Fe) et

tl
Enung. Variatia momentului cinetic al unui punct material pe un interval temporal este
egald cu integrala temporala a momentului rezultantei fortelor ce actioneaza asupra
punctului material pe acel interval temporal.
Pentru a obtine legea conservarii momentului cinetic, considerdm cazul cand momentul
rezultantei fortelor ce actioneaza asupra punctului material este nul la orice moment de timp,
adica

K=0.

Atunci, din forma diferentiald a teoremei variatiei momentului cinetic rezulta ca



dMm
—=0,Vt.
dt
Obtinem astfel
M (t)=cofist = M (t,), Vt.
Ultima relatie reprezinta legea conservarii momentului cinetic pentru un punct material.
Enung: Daca momentul rezultantei fortelor ce actioneaza asupra punctului material este

nul la orice moment de timp atunci momentul cinetic al punctului material este marime
vectoriald conservativa.

2. Teorema variatiei energiei cinetice pentru un punct material (forma diferentiald,
forma finitd): enunt, demonstratie. Legea conservdrii energiei cinetice pentru un punct
material: deducere

Pornim de la definitia lucrului mecanic elementar (infinitezimal) corespunzitor variatiei
diferentiale a pozitiei punctului material

aL- lf(f(t),f(t),t)-df.
N = = . . : .. av
Principiul fundamental F =ma si definitia vectorului acceleratie 8 = E ne conduc la

dL= md—dr = mvd—vdt
dt

_dv d(lﬁzj
V—=—| =V
dt  dt\2

si cd energia cinetica T a punctului material de masi m si vitezd V se defineste fati de un
sistem de referinta ca

Tinand cont de faptul ca

T=m\72,
2

obtinem forma diferentiala a teoremei de variatie a energiei cinetice
o2
d mv

=dL.

Enung. Diferentiala energiei cinetice a punctului material este egala cu lucrul mecanic
elementar al rezultantei fortelor ce actioneaza asupra acestuia.
Pentru obtinerea formei finite a acestei teoreme integram ultima relatie pe intervalul de

timp [tl,tz]:

AT:m j (

t

F(t), )—dt_jF( ),tj-\?dt.

Enunt. Variatia energiei cinetice a unui punct material pe un interval temporal este egald
cu lucrul mecanic al rezultantei fortelor care actioneaza asupra punctului material pe acel
interval temporal.

Consideram cazul cand lucrul mecanic elementar este nul la orice moment de timp. Rezulta

i(lmv2 (t)jdt=0,
dt\ 2

ceea ce conduce la expresia matematica a legii conservarii energiei cinetice a punctului
material:

1 1
Emv2 (t) = const =Emv2 (t,)-

Enunt. Daca lucrul mecanic elementar este nul la orice moment de timp, atunci energia
cineticd a punctului material este marime scalard conservativa.

3. Proprietdti generale ale fortelor interne: enung, demonstratie. Teorema variatiei
impulsului pentru un sistem de puncte materiale: enung, demonstratie. Legea conservirii
impulsului pentru un sistem de puncte materiale: deducere.

Notam cu Flrgt b)
material b. Conform principiului al treilea al dinamicii, avem ca

El) 4 Eo) g
= (ab) //r (ab) (ab) F(b) _ F(a) ’

|nt

forta internd cu care punctul material a actioneaza asupra punctului

Notam prin

|nt Z F |nt '

rezultanta fortelor interne ce actioneaza asupra partlculei b si cu

zFlnt Z F ab

a,b=1
rezultanta tuturor fortelor interne care actioneaza asupra sistemului.
Proprietatea 1: Rezultanta tuturor fortelor interne care actioneazd asupra sistemului de
puncte materiale este nuld.

Demonstratie:
Pornind de la relatia

=}

ajungem la



z Flnt Z Flnt Z I:lnt Z (Ff:tb)-i_ FE:?) 0

a,b=1 a b=1 a b=1 a b=1
Proprietatea 2: Momentul rezultant al fortelor interne este nul.
K. =0.
Demonstratie:
Notam prin
KE) =) x EP)

int int ?

momentul fortei ce ac‘;ioneazé asupra particulei bsicu

szt ZI_; ><|:lnt ZI_'" XI:l:tb7

a,b=1

momentul rezultant al for‘;elor interne ce actioneaza asupra sistemului de puncte materiale.

Pornind de la relatia

Zn:f( xFI:tb ZF xFlsta,

a,b=1 a,b=1
gasim ca
Zr ) x Flely Zr ) x Fa)
ab =1 ab 1
Conform principiului al treilea al dinamicii avem
If(ab)_ _If(ab) -

int — int

Atunci deducem ca
g 15 (FO—F@)x FELL S p@) F@L
2 ap1

int int int '
a,b=1

I\)IH

deoarece FInt /7@

Teorema variatiei impulsului pentru un sistem de puncte materiale

Notam cu
n n
— Z p’(a) — Z ma\_/'(a)
a=1 a=1

impulsul total al sistemului de puncte materiale.
Punctul de start 1l constituie principiul fundamental al dinamicii pentru particula a

dﬁ(a) _ lf(a)'
dt

unde F@ _F@ L F@

int ext -
Sumand dupi a n prinC|p|uI fundamental, ajungem la

= 2 (R (R =D (FL).

a=1 a=1

a=1

Tinand cont ca

n Ar(@) n »)
LA i(z ﬁ(a)j _gpP
gt dtl & dt
obtinem forma diferentiala a teoremei de variatie a implsului pentru un sistem de puncte
materiale:

B -

E = Fext '
Enunt. Variatia in unitatea de timp a impulsului total al sistemului de puncte materiale este
egald cu rezultanta fortelor externe care actioneaza asupra sistemului.
Integrand pe intervalul de timp [tl , tz] in ultima relatie, obinem forma finitd a teoremei de

variatie a impulsului pentru sistemul
de puncte materiale: t

Enung: Variatia impulsului total al sistemului de puncte materiale pe un interval temporal
este egala cu integrala temporald a rezultantei fortelor externe care actioneaza asupra
sistemului pe acel interval.

Consideram cazul cand rezultanta fortelor externe care actioneaza asupra sistemului este

nuld la orice moment de timp
n
_ =(a) _
Fxt _ZFext =0.
a=1

P _
dt

Ultima relatie ne conduce la legea conservarii impulsului pentru un sistem de puncte
materiale:

Atunci

P(t)=corist=P(t,).
Enung. Daca rezultanta fortelor externe care actioneazd asupra sistemului este nuld la orice

moment de timp atunci impulsul total al sistemului de puncte materiale este marime
vectoriald conservativd.

4. Proprietdti generale ale miscdrii in cimp central: enunt, demonstratie.

Campul central este un camp de forte pentru care energia potentiala depinde numai de
distanta de la punctul material la un punct fix numit centrul campului.
Pentru simplitate, consideram punctul fix in originea sistemului de referinta, astfel incat

U =),



unde am notat prin I = |f’| = 1/X12 + XZ2 + X§ modulul vectorului T, intimp ce X, X, si

X; reprezintd coordonatele carteziene ale punctului material in sistemul de referinta

considerat.
Proprietatea 1:
Forta care actioneaza asupra unui punct material care evolueaza in camp central are

forma

F(r)=f(r):
Demonstratie:
Campul central fiind un camp potential, avem ca

F(r)=-VU(r).
Calculand separat

ou(r ou (r ou (r
VU (r)=¢ ( )+é2 ( )+é3 ( )=é1d_Uﬂ+é2d_Uﬂ+é3d_Uﬂ
X, 0%, 98 dr ox, dr ox, dr ox,
7respectiv
a %o %o x
X r'ox, rox, r’

obtinem

= du r

F(r)=——-—

(") dr r
Din ultima relatie identificam
du
f(r)=——.
(r) dr

Proprietatea 2:
Energia totala a punctului material in cdmp central este marime scalarda conservativa.

1
Eo ==MmV?+U (r)=const.
Demonstratie:
Campul central este un camp potential. Neavand forte nepotentiale care sa actioneze asupra
punctului material, rezulta ca lucrul mecanic al fortelor nepotentiale este nul si deci energia

totald se conserva.

Proprietatea 3:
Momentul cinetic al unui punct material care evolueaza in camp central este marime
vectoriald conservativd.

M (t) = corist = M (t, ).

Demonstratie:

Inlocuind in teorema de variatie a momentului cinetic expresia fortei care actioneazi asupra
punctului material aflat in cAmp central si tinand cont de faptul ca I X T =0, obtinem:

%—T:O:M(t):l\ﬁ(to).

Proprietatea 4:

Miscarea in camp central este o migcare pland, planul miscarii continand centrul campului
(originea sistemului de referinta).

Demonstratie:

Inmultind scalar relatia matematica a legii conservirii momentului cinetic in cAmp central

cu vectorul de pozitie I (t) obtinem

M (t)- F(t) =M t,)-T(t).
M (t)-T(t) = (7 (1)< P(1))-T (1) =0,

M (t,)-F(t)=0.

Descompunénd vectorii dupa baza ortonormata (él, éz , §3) asociata sistemului de referinta

Tinand cont ca

rezulta

considerat, obtinem ca ultima ecuatie este ecuatia unui plan a carui normala are directia lui
M (t)

M, (o) %, (£) + M, (t,) %, (t)+ M, (t,) X, () =0.
Mai mult, originea sistemului de referinta X; (t) =0, X, (t) =0, X, (t) =0 verifici ecuatia
planului.
Proprietatea 5:

Viteza areolara a punctului material aflat in cdmp central este marime scalara
conservativa.

Disciplina D2: FIZICA MOLECULARA SI CALDURA

1. Sa se defineasca procesul politrop, sa se scrie ecuatia sa pentru un gaz perfect, sa se
scrie expresia indicelui politropic si sa se identifice pentru n=0, n=1, n= y si n==% 00 tipul
procesului particular si valoarea capacitatii calorice a sistemului termodinamic in
procesul particular.

Se numesc procese politrope, acele procese termodinamice in care schimbul
elementar de caldura &Q =CdT , in care capacitatea calorica C a sistemului in proces are

valoare constanta. Ecuatia procesului politrop pentru un gaz perfect: pV " =constant



) o CcC-C b

Indicele politropic: N =
Vv

Cazuri particulare
n=0 p=const (proces izobar) C=C,
n=1 T=const (proces izoterm) C=tw
n=y S=const (proces adiabatic sau izentrop) C=0
n=xto0 V=const (proces izocor) C=Cv

2. Scrieti ecuatia diferentiala Clausius-Clapeyron a tranzitiilor de faza de speta I, in
functie de saltul entropiei si in functie de caldura molara de tranzitie. Discutati variatia
relativd a presiunii si temperaturii de tranzitie la caldurd molard de tranzitie pozitivd, la
cresterea si micsorarea volumului molar.

Ecuatia Clausius-Clapeyron este:
dp S, -5,
9P _ 2275 unde  p-— presiunea
daT VvV, -V,
T- temperatura
S, # S, - entropiile molare ale celor doua faze

V, #V, - volumele molare ale celor doua faze

Caldura molara de tranzitie este:

=T (§2 - Sl)
Astfel % = %
aT - T(V,-V,)
Pentru A >0 (tranzitie cu absorbtie de caldura)
dp

- cand \72 >\71, —— > 0 - temperatura de tranzitie creste la cresterea presiunii
dT
(de exemplu evaporarea unui lichid)
— - d
- cand V, <V, ﬁ < 0 - temperature de tranzitie scade la cresterea presiunii

(de exemplu topirea ghetii)

3. Sa se scrie ecuatia Van der Waals pentru un kmol de gaz real si ecuatia de stare
pentru un kmol de gaz perfect, specificand corectiile aduse ecuatiei de stare a gazului
perfect, in cazul gazului real.

Ecuatia Van der Waals: ( p+ \%)(\/ —-b)=RT

Ecuatia de stare a gazului perfect; pV=RT
b — corectia de volum (covolumul), care este de patru ori volumul propriu al
moleculelor dintr-un kmol

a . . . .
P, :\7 - corectia de presiune (presiunea interna), care se datoreste fortelor de

atractie intre molecule gazului si care se scade din presiunea pe care ar exercita-o gazul in
absenta acestor forte.

4. Ce reprezinta formula barometrica, care este expresia sa si care sunt semnificatiile
marimilor care intervin in aceasta formula?

Formula barometrica arata ca presiunea in fluidele compresibile aflate in campul
gravitational scade exponential cu inaltimea.

~Pod7 _H9,
P=pe ™ sau p=pe ~T
Inaltimea Z=0 corespunde nivelului marii la care presiunea este po, iar densitatea aerului
(gaz perfect), este p,, g este acceleratia gravitationald, ,¢este masa molara a gazului

perfect (aer), R este constanta universald a gazului perfect, iar T este temperatura absoluta.

Disciplina D3: ELECTRICITATE SI MAGNETISM

1. a) Enuntati si scrieti expresia legii lui Gauss sub forma integrald pentru electrostatica
n vid. b) Stabiliti legea lui Gauss in vid sub formd locald (diferentiald). c) Determinati
intensitatea campului electric in vid creat de o sarcind electrica statica Q distribuitdi
uniform in interiorul unei sfere de razd R.

a) Fluxul intensitdtii campului electric E printr-o suprafatd inchisa S este egal cu sarcina
L. C g . . (int) . e .
electrica totald din interiorul acelei suprafete (g ~ raportatd la permitivitatea electricd a

vidului &,

C'[:J‘) E . dd _ i qg‘illl)
s & (1)

b) Pentru o distributie continud de sarcind electrica de densitate volumica o sarcina din

inteiorul suprafetei S se determind prin integrala de volum qg'”‘) = J:U pdV . Legea lui
V(S)
Gauss sub forma integrala (1) se rescrie sub forma
@E-dazimpm/
N ‘gﬂ V(S$) . (2)
Utilizand 1n (3) teorema divergentei (Gauss-Green),



§p - di = [[[ diviar
s V(S) , 3)
se obtine

[[]] divE -£ |av =o0. @)
vV ($) &y
Deoarece suprafata inchisa S si implicit volumul V(S) sunt arbitrare, din (4) se obtine legea
lui Gauus sub forma locala (diferentiala),
dvE=L su V.E=L 5)
&y &y
c) Distributia de sarcina electrica ( o =CONSt.) are o simetrie sfericd si pot fi utilizate
suprafete Gauss sferice concentrice cu centrul de simetrie, S(r), ca in figura. Datorita

—

simetriei distributiei de sarcind si tinand cont de (5) se trage concluzia ca vectorul E are
directie radiala ca si vectorul suprafati elementara dd (figura de mai jos).

Fluxul lui E prin suprafetele sferice S(r), se determini astfel

$pE-di=qp |E| (m)|dd|(r) = EG)fp da () = EG)47r?

S0 S0 S0 . (6)

s(n —"

In exteriorul distributiei de sarcind,t > R. Suprafetele Gauss S(r) sunt exterioare
. . < . o N int .
suprafetei sferice de razd R ce margineste distributia de sarcina. In acest caz qg'” ) = Qi

tinand cont de (6), legea lui Gauss sub forma integrala (1) se scrie

1
E(r)4zr’==Q. @
o
: : __Q = N , .
Din (7) se obtine E(r) = —— si deoarece E are directie radiald, expresia vectorului
4re ¥
intensitate a campului electric (in exteriorul distributiei de sarcina electrica) are forma
= r
e, 1

Observatie:Distributia sferica (uniformd) se comporta in exterior similar unei sarcini
electrice punctiforme aflata in centrul sferei. Sarcina acesteia este egala cu sarcina totald a
distributiei.

In interiorul distributiei de sarcind, ¥ <R. Suprafetele Gauss S(r) sunt interioare
suprafetei sferice de razi Rce mirgineste distributia de sarcini. In acest caz

i 4 3Q 4 re
qg"“) =p—= 7rd = —Qs— 7rd = Q —5 - Legea lui Gaus (1) se scrie, tindnd cont de (6),
3 47R* 3 R
sub forma
3
r
E(r)4nr? :2—3. )
& R
Din (9) se obtine E(r)= L3 I si deoarece E are directie radiala, vectorul
4re,
intensitate a campului electric (in interiorul distributiei de sarcina electricd) are expresia
E(r) = Ls F. (10)
AR

2) a) Definiti dipolul electric si momentul electric dipolar corespunzdtor. Determinati (b)
potengialul electric si (c) intensitatea cAmpului electric creat de un dipol electric la
distante mari de acesta.

a) Dipolul electric este un sistem format din doud sarcini electrice punctiforme egale si de
semne contrare (-q si +q) plasate in vid. Vectorul de pozitie al sarcinii pozitive in raport cu

ceanegativi este d =T, — T (ca in figura).

Momentul dipolar se defineste prin relatia
p=q(r,-7)=qd. (1)
Obs.: Momentul dipolar P nu depinde de alegerea sistemului de referinta (este intrinsec).

b) Pe baza principiului superpozitiei, potentialul campului electrostatic creat de sistemul
celor doua sarcini electrice este,

_ 1 +q —q
V(F)= .
(") Arg, |r—r+|+|r—r_|

)



S-a ales originea sistemului de referintd in mijlocul segmentului determinat de cele doua
sarcini. La distante mari de dipol, 7+ <7, 1L <71

1 1
1 1 1 rr 1)z 1 rorYz 1, [T
S S IE G R

©)

1 1 r-r
T“‘(]-Jr—zj : (4)
F-r| r r

Introducand (3) si (4) in (2) si tindnd cont de defintia (1) se obtine expresia potentialului
cimpului electric creat de un dipol electric (la distante mari, in aproximatia dipolara),

1 pr
V(r)=47zg r* ©)
0

, se folosesc urmaoarele aproximatii:

si similar

¢) Intensitatea campului electrostatic E se determina prin relatia E = —gradV , adica

= 1 p-r 1 L 1 1 S
E=-VV =- \Y% =— F)IV=+=V(P- . 6
4re, [ ri j 4re, [(p r) r3+r3 (p r)) (©)

Calcule simple de analiza vectoriala conduc la egalitatile:

V(isjz—sr—“w=—3r‘4(7§+]3+R§j\/m=—3r4£’ )
X z r

oy
(= o L
V(p-r){'—+J—+k—zj(px><+pyy+p22)=lpx+1py+kpz=p- ®)

Tinand cont de (7) si (8) in (6) se obtine expresia intensitatii campului electric creat de un
dipol electric (in aproximatia dipolara), care are forma

=, 1 3(p-F)r—pr’

E(F)= - : ©

4re, r

3. a) Scrieti expresia legii Biot- Savart pentru o distributie filiformd de curent electric
stationar. b) Determinati inductia cdmpului magnetic intr-un punct de pe axa unei spire
circulare de razdi R parcursd de un curent electric stationar de intensitate |.

a) Legea Biot- Savart pentru o distributie filiforma de curent electric stationar are expresia

N A e (£ &
B( )‘Z_ﬁfd' (r)xﬁ. (1)

=1

—-r

Aceastd lege permite determinarea inductiei cAmpului magnetic B creat de un curent
electric stationar de intensiatate | ce parcurge un conductor filiform descris de curba C.

I este vectorul de pozitie in care se determini B. dl (f‘") este vectorul element de

lungime tangent la curba C in punctul I’ (figura de mai jos, in cazul particular b)).
b) Se aplica legea Biot-Savart (1). Intr-un un sistem de coordonate ales ca in figura de mai

jos vectorii T si I se scriu sub forma
r=zk, 2)
r'=xT+Yy]=iRcosp+ jRsing. 3)

- - -
I, J, Kk suntverosorii axelor carteziene.

z

Utilizand (2) si (3) se obtine
|F—F'|=+yR?cos? p+ R?cos? p+ 22 =/R* + 27, @
dl' () =dr' =(-Rsinp+ JRcosp)dg . )
Folosind (2), (3) si (4) se determina
i j k
di (F)x(F-F)=| -singp  cosp O Rdgo:(Tz cosp+ jzsing+ IZR)Rdgo
—Rcosp —Rsing z

(6)
Legea Biot-Savart (1) se scrie Tn acest caz particular sub forma
B |22 (izcosp+ jzsing+kR)R
B(O,O,Z):’U0 _fd(p( - ) \ @)

4T (R2+22)E

sau pe componente carteziene,

. I - 2z . 2 - ~ 2
B(0,0,z)= o - [IZJ.d¢COS¢)+ jZJ.d(pSIngo+kRJ.d(0]. (8)
4r (R2 + 22)5 0 0 0




Dupa efectuarea integralelor se obtine expresia vectorului inductiei a cAmpului magnetic
intr-un punct de axa spirei circulare,

_ | R? _
B(0,0,z):”; K. (©)
(R2 + 22)2
Tn centrul spirei (Z = 0) cAmpul magnetic B este dat de relatia
5 Mol
B(0,0,0)=—=k. 10
(0.0.0)="02 (10)

4. a) Enuntati si scrieti expresia legii lui Ampere sub forma integrald pentru
magnetostatica In vid. b) Stabiliti legea lui Ampere in vid sub formd locali (diferentiald).
¢) Determinati inductia cimpului magnetic in vid creat de un curent electric stationar 1
distribuit uniform in interiorul unui conductor cilindric de razd R, prezupus (teoretic)
infinit lung.
a) Circulatia vectorului inductie a cdmpului magnetic B pe o curba inchisa y este egald cu
(int)
|7

intensitatea curentului electric stationar ce trece printr-o suprafatid S (7 ) marginitd

de curba y, inmultitd cu permeabilitatea magnetica a vidului 14,
@ é i ()Tf — ‘uolimt)
4 1)

b) Pentru o distributie continui, intensitatea curentului electric prin suprafata S (}/ )este

fluxul vectorului densitate de curent  prin acea suprafata, | ™ = J.J. j-da.

S(7)
Legea lui Ampere sub forma integrala (1) se rescrie sub forma
$B-dl =, || j-da
7 S(y) . 2
Utilizand in (2) teorema rotorului (Stokes),
$B-di = || rorB-da,
v S(r) 3)
se obtine
ﬂ(roté—yoj)-dézo. o)

S(7)
Deoarece curba inchisd ¥ si implicit suprafata S ( Yy )Sunt arbitrare, din (4) se obtine

legea lui Ampere sub forma locala (diferentiala),
rotB = U]  sau

VxB=u,]. (%)
c) Distributia de curenti (fig. 1), cu ] = CONSt. are o simetrie cilindrica (axiald) si poate

fi utilizatd legea lui Ampere sub forma integrala (1). Curbele Ampere sunt curbe circulare
C(r) cu centrul pe axa de simetrie, curbe aflate in plane perependiculare pe aceastd axa.

Configuratia campului magnetic este la fel in orice sectiune transversala (fig. 2). S-a notat

cu I distanta de la punctele in care se determind B la axa de simetrie. Aceasta reprezinta si
raza curbelor circulare C(r). Tinand cont de (5) si de simetria distributiei de curenti puntem

trage concluzia ca vectorul inductie magneticd B este mereu tangent la curbele circulare
C(r).

fig.1 fig. 2
Circulatia vectorului é pe aceste curbe circulare se determina astfel,
§ B-dl = |B|(r)|d7|(r) =B(r)  dl(r)=B(r)27r
) e @) . (6)
In exteriorul distributiei de curent, ¥ > R, curbele Ampere C(r) sunt exterioare suprafetei

cilindrice de raza R ce margineste distributia de curent electric. In acest caz |((:I(nrt; =1lsi
legea lui Ampere sub forma integrala (1) se scrie, tindnd cont de (6), astfel
B(r)2zr =y, . ()
Din (7) obtinem expresia modululului vectorului inductie magnetica (in exterior) de forma
|
B(r) = >— (8)
®27r

n interiorul distributiei de curent,¥ <R, curbele Ampere C(r) sunt interioare suprafetei

cilindrice de raza R ce margineste distributia de curent electric. In acest caz
2

Ié‘?g = j7zT2 = R zre =1 ? si tindnd cont de (6) legea lui Ampere (1) se scrie sub
forma
r2
B(r)2zr = w,l R (9)
Din (9) obtinem expresia modululului vectorului inductie magnetica (in interior) de forma
B() = o e T (10



Disciplina D4: OPTICA si FIZICA ATOMULUI SI MOLECULEI

1. Sa se construiascd imaginea unui punct situat pe axa opticd principald a unei oglinzi
sferice concave. In acelasi context, sa se determine pozitia imaginii si sd se stabileasca
ecuatia punctelor conjugate.
Construim imaginea solicitata ca in
figura aldturata. In acest sens,
consideram doua raze de lumina care au

ca sursa punctul Ai: prima pe directia
axei optice A1V iar cea de a doua dupa o

2 7

D) 14 atd

directie oarecare A1 l. Ay

Imaginea punctului A, [punctul A, ]

este datd de intersectia razelor reflectate
. . oo >
VA i |A, asociate celor incidente A V 1

si respectiv All.

Analizand unghiurile triunghiurilor A,1C si A,IC stabilim relatiile

p+i=aq, a+i=y. Q)

in stabilirea ultimei relatii din (1), am utilizat legea reflexiei conform cireia unghiul de
incidentd este egal cu unghiul de reflexie [I1 =T ]. Eliminind unghiul de incidentd in
relatiile (1) obtinem

L+y=2a. )

in conditiile in care raza incidenta A | este foarte apropiata de axa optica [0< f<<1],
unghiurile ¢, [ si y pot fi exprimate ca
v _Ir SRS yoAr I

cV R AV p 4V p, 3)
Introducénd rezultatele (3) in ecuatia (2) deducem relatia

1 1 2 1 1 1
—t— === —F—=— (4)

p P, R pop, f
apelatd ca ecuatia punctelor conjugate.
Observim ca pentru o pozitie datd a punctului obiect (CAl) se obtin, in functie de

parametrii i si a [sau in functie de pozitia punctului de incidenta pe oglindi], o infinitatea
de pozitii ale punctului Az' Aceasta arata cd oglinda sferica este astigmaticd: imaginea

oricarui punct Al va fi nu un punct, ci o pata luminoasid mai mult sau mai putin intinsd,

in functie de deschiderea ¢ a fasciculului incident.

Mai mult, daca p,=xavemp = f, ceea ce exprima faptul cd focarul este pe axa optica in

care converg razele provenite de la un punct de pe axa optica situat la infinit.

2. Dispozitivul Young.
Fie I, si I, doud izvoare sincrone de

unde armonice de aceeasi lungime -r his L

de undi A [deci de aceeasi o, )
frecventa]. si Consideram punctul M

situat pe dreapta care trece prin |,

si este ortogonald pe I, 1, [can 4

figura alaturata). <

e N ¢

in contextul considerat, vibratiile in punctul M generate de cele doud izvoare au expresiile

y,=a, CO{ME%_%H =a cos(wt—¢,),
@

t d
Y, =2, cos{Zﬂ(?—fﬂ =a, cos(wt—p,).

Prin calcul direct se obtine diferenta de faza dintrefazele celor doud vibratii in
punctul N

2r(d,—d,) 276
A A

Mirimea O din definitia de mai sus se numeste diferenta de drum.

)

Ap=¢, —@, =

Vibratia rezultantd in punctul M este suma algebrica a vibratiilor generate de cele doua
izvoare Tn punctul considerat
y=Y,+Y, = Acos(wt—p), ©)
unde
sing, +a,sin
A’=a’+a;+2a3,c05(p—9,), tgp= &SN G +8,5NP,
a, cos @, +a, CoS ¢,

(4)

Pe baza relatiei de proportionalitate dintre intensitatea vibratiei J si patratul amplitudinii
AZ
J~ A ®)

si a primului rezultat din (4) deducem ca:



i. Dacd Ap=27K, k=0,12,--- [sauechivalent 6 =kA,k =0,1,2,---
atunci intensitatea vibratiei [in punctul considerat] devine maxima
J~(a+a,). (6)
In particular, daca
q=a=a ()
atunci, pe baza relatiei (6), obtinem
J ~4a’. ®)

ii. Daci Ap= (2k +1)7r k=0,1,2,--- [sau echivalent

] atunci intensitatea vibratiei [1n punctul

=Qk+n§,k=QLzm

considerat] devine minima

Jz(ai—az)z. 9)
In particular, daca

a=a=2a (10)
atunci, pe baza relatiei (9), obtinem

J=0. (11)

Discutia anterioara evidentiaza faptul ca pe ecranul de proiectie [situat in planul P care
trece prin punctul M , plan paralel cu I,1,] este surprins fenomenul de interferenti. n

punctul M, diferenta de drum optic intre undele care interfera este

o=IM-I,M = IL~Isma~Itga_|é (12)

Tn particular, pentru punctul O determinat de intersectia planului P cu perpendiculara dusa

prin mijlocul segmentului 1,1, diferenta de drum optic este nula

0=0 (13)

si deci in punctul precizat se otine un maxim de interferenta. Mai mult, simetric fata de
acesta vor apare maxime si minime de interferenta.

Conform discutiei anterioare, maximele de interferentd de vor obtine pentru diferente de
drum optic de tipul

5 — kﬂ — Iﬁ deci pentru punctedepartatede O cu N Xk — kiD . (14)

Distanta dintre doua maxime succesive se numeste interfranja si pe baza rezultatului (14)
are expresia

. AD

|5Xk+1—xk =T. (15)
Din punct de vedere fenomenologic, in planul P vor aparea regiuni, fasii luminoase si
intunecoase, liniare in regiunea plana din jurul punctului O, perpendiculare pe planul
figurii si care se numesc franje de interferenta.

Cu alegerea (7) intensitatea undei rezultante inregistrate pe ecranul de proiectie [marime
proportionald cu patratul amplitudinii undei rezultante A (4)] devine
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J ~ A’ =2a°(1+cosAgp) =4a’ cos (jgj (16)

- FIZICA ATOMULUI SI MOLECULEI
8xzv?-dv
Stiind  ca dNV ==
C
electromagnetice stationare, din unitatea de volum a incintei, cu frecventele cuprinse
in intervalul (v, v +d v), deduceti formula lui Planck.

reprezinta numarul de unde

Planck postuleaza ca energia E, a unui oscilator armonic liniar, microscopic, de
frecventa v este un multiplu intreg al unei valori date &, , numita cuanta de energie:

E,=ng,, n=0,1,2,3... (1)

Presupunand o distributie boltzmanniana a energiei oscilatorilor, valoarea medie a
energiei unui oscilator are forma:

ZEne—En/KT

<e(w,T)y>=0= (2
Ze—En/KT
n=0

Notand £ =1/KT si folosind relatia (1), expresia (2) devine:

g, -e @3)
<e(w,T) >:”:°007=—f|n(;e_/m‘p°) dﬂ (1 o pgo)_ ﬁgo_l

e*ﬂnﬁo
%

Inlocuind pe £ cu 1/KT, din relatia (3) rezulta:

&
Planck obtine urmatoarea expresie pentru densitatea spectrala volumica de energie:
8mv? &
p,T)dv=dN, <e(v,T)>=— 80,K$ 1dv (5)
c e -

Pentru ca formula (5) sa fie in concordanta cu datele experimentale trebuie ca
lim p(v,T) =0. Prin urmare, &, trebuie sa fie o functie crescatoare de frecventa.
V—>0

Planck a considerat
& =hv (6)
unde h=6,62-10"%J - s este constanta lui Planck.

Ipoteza lui Planck (1) conform careia energia unui oscilator armonic liniar microscopic
este cuantificata:



E,=nhv, n=0,1,23... ()

arata ca energia oscilatorului variaza discret cu frecventa.
Din relatiile (6) si (5) deducem formula lui Planck:

87v>  hv
CS ehv/KT _1

p(v,T)dv = dv (8)

2. Deduceti, in cadrul teoriei atomice a lui Bohr, expresiile razelor, vitezelor si
energiilor corespunzatoare ionilor hidrogenoizi (cazul nucleului infinit greu).

Deoarece masa M a nucleului este mult
mai mare decat masa m a electronului se poate
considera ca nucleul este infinit greu in raport
cu electronul. Nucleul se considera in repaus,
situat in originea sistemului de coordonate.
Electronul se va misca in jurul nucleului pe o
traiectorie circulara de raza r, cu viteza v. Am
notat +Ze sarcina nucleului si cu —e sarcina

electronului. Conditia de stabilitate a
electronului pe orbita circulara este:

F.+F; =0 (1)
unde IfC este forta coulombiana de interactie electron-nucleu iar IECf este forta
centrifuga.

Relatia (1) conduce la egalitatea:
mv?  Ze? 2
r 47r<9ol’2
Conditia de cuantificare a momentului cinetic este:
L=mvr=nh, n=1, 2, 3, 3)
Relatiile (2) si (3) constituie un sistem de ecuatii cu necunoscutele r si v.
Din (3) obtinem
v=nh/mr. 4)

Introducand aceasta expresie a lui v in (2) obtinem razele orbitelor Bohr pentru ionii
hidrogenoizi:

o 4re,(n127)" n? _.n? 123 .
n _—2'__a0_1 n=l, 2,5, ... ()
me Z Z
Arze,(h/27) 0
unde @, = 0(—2) = 0,529 A reprezinta raza primei orbite Bohr in atomul de
me
hidrogen.

Relatia (5) arata ca razele orbitelor Bohr sunt cuantificate si sunt proportionale cu n? si
invers proportionale cu Z.
Introducand (5) in (4) se obtin vitezele electronului pe orbitele Bohr:
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VZ = L é =V E (6)
" dmeyh/2z) n °n’
2
e
unde Vp = ————— = 2,2 -10°m/s este viteza electronului pe prima orbita Bohr
b4z, (h127)

in atomul de hidrogen.
Observam ca viteza electronului in atom este cuantificata si este proportionala cu Z si invers
proportionala cu n.
Energia totala (E) a ionului hidrogenoid este data de suma energiei cinetice a electronului si
energia potentiala de interactie coulombiana electron-nucleu:
mv:  Ze* @  Ze?

E-= - =— (7)

2  Amsy,r 8me,r

Introducand (5) in (7) obtinem:

4 2 2
e'm Z Z
B =—— 7 7=E— ®
8g,’h” n n
e‘m
unde E, :_W:_B'SGEV este energia atomului de hidrogen in starea
€o

fundamentala (n=1).
Din (8) rezulta ca energia este negativa (stari legate), este cuantificata si este proportionala
cu Z? si invers proportionala cu n?,

Disciplina D5: MECANICA TEORETICA

1. Sa se scrie ecuatiile lui Newton in prezenta legdturilor §i sd se arate cd acestea pot fi
obtinute dintr-un principiu variational. Sa se reformuleze ultimul principiu variational in
coordonate generalizate §i sd se deducd ecuatiile corespunzdtoare

Fie un sistem de n puncte materiale, descris de coordonatele carteziene Xi(a) ,a=12,..,n

iar i =1, 2,3, care evolueazi intr-un cimp de forte potentiale. Faptul ca sistemul evolueaza
~ _ ~ . . .o . . .. V (a) o . v ge
intr-un camp potential implica existenta unei functii X; ' |numitd energie potentiala,

astfel Incat componentele fortelor care actioneaza asupra punctelor materiale au expresiile

ox®

(a)

Evolutia sistemului are loc astfel incat coordonatele carteziene X; ' satisfac ecuatiile

legaturilor:

4,(x")=0,a=12,.., Aunde A<3n.



Functiile ¢a au fost alese astfel incat sa satisfaca conditia de regularitate

og, (%)

rang pvE) =A.
' o (%7 )0
Ecuatiile lui Newton in prezenta legdturilor au forma:
o N & 0
m,%" = RO 2 A 5 ¢(§Z)
X -1 Xi

¢, (X")=0,a=12,...A

unde am notat prin A% multiplicatorii Lagrange. Ecuatiile anterioare reprezintd un sistem
de 3n+A ecuatii cu tot atitea necunoscute ( Xi(a) A,
Ecuatiile lui Newton in prezenta legaturilor pot fi obtinute din principiul variational
885 X, 4% |=0
5X (1) =% (1,) =0
unde actiunea Lagrangiand capatd forma

[0 oS Em 6 V() $ 0)]

t a=1 i=1

b
- @) y(@) qa ja
= [dtL (%, %%, 27,4%).
b
Un sistem de 3n-A de functii de timp (q' )I Lo anaS€ numeste sistem de coordonate
=1,2,..., n—
generalizate pentru sistemul de n particule supus la A legéaturi, in cazul in care coordonatele

carteziene exprimate in functie de acestea prin relatii de tipul Xi(a) = Xi(a) (q') satisfac

identic ecuatia legdturilor ¢@, (X-(a) (q' )) =0.

Actiunea Lagrangiand in coordonate generalizate capata forma
ty 1 3 a 2 . ty '
s'[a - fa 35 om (9 v (49 ) |-

Tn ultima formuld nu mai apare dependenta de A” datorita relatiilor @, (Xi(a) (q' )) 0.

Reformulénd principiul variational anterior in coordonate generalizate
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5s‘[q'|=0
59' (t)=59' (t,)=0

obtinem ecuatiile Lagrange (sistem de 2(3n-A) ecuatii diferentiale ordinare de ordinul al
doilea cu necunoscutele qI ):

oL(a',g't) dfeL(a'a't))
aq'

oq' dt

Solutia ecuatiilor Lagrange este dati de Q' =q' (t,Cl,...,C2(3n_A)), unde constantele

Ciy-es Cy(znonyse determina din conditiile initiale
| [
q (tl’cl""’C2(3n—A)) =0,
[ 1
q (t2’C1’ 1 Coan-n) ) =0

Solutia ecuatiilor Lagrange determind complet miscarea sistemului de n puncte materiale
supus la A legaturi.

2. Sd se enunte teorema Noether. Si se deduca consecinta teoremei Noether referitoare la
conservarea energiei totale.

Teorema Noether stabileste legatura dintre transformadrile de simetrie ale unui sistem si
integralele prime ale acestuia.
Definitie: Spunem ca o functie este integrala prima a migcarii descrise de ecuatiile

(| 1.l
g LAY dfa(aaly)
aq dt aq

dacd pentru orice solutie

q' = (0' (t) n care constantele de integrare sunt fixate, avem

F(¢' (t),¢' (t),t)=c=const.
Transformarile de simetrie (liniare in parametrul g ,‘8A‘ U 1) sub forma infinitezimala
ale unui sistem sunt de forma
qa—)Qa:qa+RZ€A,
unde

a
R ( a) _ aQ
A q - A"
oe
Enunt: Daca actiunea unui sistem este invariantd la transformarile de simetrie
infinitezimale cu N parametri g™, atunci sistemul poseda N integrale prime independente,
de forma



aL(q'.q',t
|A(q|,q|,t)= L(q',q',t)—q' (qaq|q ) ;;I-A

oL(q',q",t) p0!
R CRERUL I

aq' os"
unde A=1,...,N.

Consideram Lagrangianul

. . 1 n 3 . 2 A
(68,24, 4) =5 03 m, (%) - (x7) - 3279, (%)
a=1 i=1 a=1
al unui sistem de n puncte materiale supuse la A legaturi independente de timp. Putem gasi

intotdeauna un sistem de coordonate generalizate q'astfel incat relatiile dintre

coordonatele carteziene si cele generalizate sa fie de forma
X = x(® (qu )
Derivand ultima relatie In raport cu timpul, obtinem
ax® x|
dt &g a4

Substituind ultimele doud relatii in Lagrangianul considerat obtinem Lagrangianul
sistemului in coordonate generalizate (numit si Lagrangianul natural)

L(a'4')=50,0'° -V (q').

unde
n 3

ox® ox® & or® ar®
= m——5=) M — :
9% (%) zlzl “og' o9’ O og' o

Ultima relatie evidentiaza ca functiile ; (Q) sunt simetrice, g, (C]) =0y (Q) . Primul

termen al Lagrangianului natural reprezintd energia cineticd a sistemului iar al doilea

energia sa potentiald, astfel incat energia totald in functie de (| ! sig ' are forma

: 1 .
E(a'.q')=7g,0'a" +V(a').
Consideram translatiile temporale
t->T=t+e

q9'—>Q'=¢q' VI’
Avem un singur parametru &, conform teoremei Noether vom avea o singura integrald
prima. Din ultimele relatii gasim ca
oT Q'
CLIN I ST
o€ o€

Corespunzator translatiilor temporale mentionate deducem urmatoarea integrald prima

13

aq'
Din Lagrangianul natural rezulta prin calcul direct
Il
oL(a'.q') o, (0)4
aq | 1J

relatie care Inlocuita in integrala prima ne conduce la

I(a"d )=—(§9u (a)a'q’ +V (d ))-

Consecinta: Daca actiunea unui sistem este invariantd la translatiile temporale, atunci
energia totald a sistemului este integrald prima.

3. S se enunte si sd se demonstreze teorema Poisson referitoare la integralele prime
Hamiltoniene

Definim integrala prima Hamiltoniand ca fiind orice observabild clasicd care se reduce
identic la o constanti F (go(t),t) =C, unde go(t) = (qi (t), ¢} (t)) este solutia
ecuatiilor canonice Hamilton.

O observabila clasica F (qi y Pis '[) este integrala prima Hamiltoniana daca si numai daca

F LIF.H]=0.
ot

Enunt: Daca F1 si F» sunt integrale prime Hamiltoniene ale unui sistem, atunci paranteza
lor Poisson [Fl, Fz] este integrald primd a aceluiagi sistem.

Demonstratie:
Daca F si F, sunt integrale prime Hamiltoniene atunci acestea satisfac relatiile
oF,
Zi4[R,H]=0,
ot
oF,
Z24[F,,H]=0.
ot

Trebuie sa demonstram ca

%[Fl, F]+[[F.F].H]=0.

Utilizam comportarea parantezei Poisson la derivarea partiala cu timpul
0 oF, oF
_[Fl’Fz]: _l’Fz +| F, 2.
ot ot ot

I:l

Inlocuim in relatia de mai sus —~ si —2= din conditia ca o observabila clasica sa fie

integrald prima Hamiltoniana si obtinem



2{R R L [RIRH)

Pe baza identitatii Jacobi gasim ca

-[[F.H].F, ]-[F.[F.H]]=-[[F.F].H].
Substituind ultima relatie in cea anterioard obtinem ceea ce trebuia demonstrat.
4. Sa se scrie ecuatia Hamilton Jacobi si sa se defineasci notiunea de integrali

completd. Sa se enunte si sa se demonstreze teorema Jacobi referitoare la ecuatia
Hamilton-Jacobi.

Ecuatia Hamilton Jacobi are forma

B H qi,a—s.,t =0
ot aq'

Ecuatia Hamilton-Jacobi este o ecuatie cu derivate partiale, functia necunoscuta fiind S.
Solutia ecuatiei este de forma S =S(t,C]',C1,...,Cf ), unde C,,...,C,sunt constante
arbitrare.

O solutie S (q‘ , ﬂl , t) a ecuatiei Hamilton-Jacobi se numeste integrala completa daca
s (d', 4. t)
oq'0p i

Teorema Jacobi

rang = f =nr. gradelor de libertate ale sistemului.

Fie S(qi,ﬂi,t) o integrala completd a ecuatiei Hamilton-Jacobi. Atunci functiile

qi = qi (t, a', B ) si P =P (t, a', B, ) obtinute prin explicitare din relatiile

_5(d. 8.1
pi - aq.
a —_as(qi’ﬂi’t) |
“—;

sunt solutii ale ecuatiilor canonice Hamilton.

Demonstratie:
Aplicand  derivata totala 1n raport cu timpul in ambii membri ai
L _s(dAY)
relatiei@ = ———— obtinem
op;
o’S  0°S

]

0= +———A0
otop.  0q'op,
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Derivand partial in raport cu ﬁ'i ambii membri ai ecuatiei Hamilton-Jacobi, deducem ca
_d% oH o’
opet  op, opq’

Scazand ultimele doua relatii ajungem la sistemul omogen de f ecuatii algebrice

0= S [y o1
0q'op, op;
Necunoscutele sistemului sunt functiile ul = qj —T. Tinand cont cd S este integrala
completd, ajungem la concluzia ca sistemul anterior are cioar solutia banala
ul =q' - Z—H =0,
P

deci ¢, pi verifica primul set de ecuatii Hamilton.
Vom demonstra 1n cele ce urmeaza ca il verifica si pe al doilea.

as(q‘,g,t).

Aplicdm derivata totald in raport cu timpul in ambii membri ai relatiei ; =

oq'
Obtinem
L PSS
pl=—-+—-—q’.
otoq'  oq'og’
Derivim partial ecuatia Hamilton-Jacobi Tn raport cu q' si obtinem
0°S oH oH 0°S

oqot oq  op, oqoql
q g ap, 6q'aq
Scizand ultimele dou relatii (si tinAnd cont de faptul ci variabilele ¢, p; verifici primul set

de ecuatii Hamilton) obtinem

_oH
oq'

Prin urmare ¢, pi verifici si cel de-al doilea set de ecuatii Hamilton.

pi:



Disciplina D6: ELECTRODINAMICA

1. Se considera o particula relativisza libera cu masa de repaus m, ce se

deplaseaza cu viteza V. Sa se defineasca si sad se calculeze efectiv impulsul, masa si
energia particulei pornind de la expresia functiei Lagrange care descrie acest sistem.

limpulsul unei particulei libere se defineste prin relatia:
5— oL
ov

1/2
_— . . -V .
Tinand cont de expresia Lagrangeanului, L = —mocz(l——zj , obtinem:
C

Daca luam 1in calcul definitia generali P =mV, vom putea identifica masa de
miscare a particulei:

m
m=—= -
Vv
1-7
c
Masa particulei depinde de viteza.
AM
>V
r
Energia particulei este data de relatia:
E=V.-p-L
Adica:
2
m,C
E=——=mc’
2
1-
CZ

Relatia anterioara exprima echivalenta dintre masa si energia particulei.
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2. Sa se enunge legea inductiei electromagnetice si sa se verifice prin calcul direct
validitatea formei ei diferenriale, pe baza definigiilor intensitagii cAmpului electric E si
inducyiei magnetice B Tn funcrie de potenyialele vector A si scalar ¢ .

Legea inductiei electromagnetice afirma ca un flux magnetic variabil care strabate o

suprafata S genereaza in orice curba inchisa Iy care inconjoard suprafata 0 tensiune

electromotoare egala si de semn opus cu viteza de variatie a fluxului magnetic:

elr, =~ dt

S
Sub forma diferentiala legea se poate exprima prin relatia:
—~ 0B
VxE =——
ot
Intensitatea campului electric E si inductia magneticai B se definesc in functie de
potentialele vector A si scalar @ prin relatiile:

E--A_v,  BovxA

Utilizam definitiile anterioare pentru E si E; tinand in plus cont ca VxVe =0. n
aceste conditii relatia matematica pentru legea inductiei devine identitate.

3. Sa se scrie ecuatiile Maxwell in vid sub forma diferentiald si, pornind de la
acestea, sa se deduca ecuafia de continuitate pentru sarcina electrica. Sa se pundi
ecuatia de continuitate sub forma integrala i sa se precizeze semnificatia ei fizica.

Sub forma diferentiala, cele patru ecuatii Maxwell. scrise pentru vid au expresiile:
- legea fluxului electric (teorema lui Gauss):

- 1
VE=—p
&y
- legea fluxului magnetic:
VB=0
- legea inductiei electromagnetice:
—~ 0B
VxE=——
ot
- legea circuitala a lui Ampere:
~ 1 - 10E
VxB = s+
&C c” ot



Din prima si din ultima ecuatie se obtine ecuatia de continuitate pentru sarcina

electrica: % +V. _j =0
ot

Semnificatia fizica a acestei ecuatii devine evidenta daca ea se pune sub forma
integrala:

- op . d S
dVv =—|—dV —Q, =—-¢jd
\.!.Vj \','.8'[ adica o Q, ij a

Variatia sarcinii electrice dintrun volum V este data de fluxul sarcinii electrice prin
suprafata care margineste volumul respectiv.

4. Sa se obtind, pornind de la sistemul ecuatiilor Maxwell in vid, forma
diferentiald pentru ecuatia undelor electromagnetice. Pentru solutia de tip undi
pland monocromatica a acestei ecuatii Sa se deduca apoi relatia de dispersie

dintre vectorul de undi K atasat directiei de propagare si pulsatia ® a undei
monocromatice.

Deducerea ecuatiei diferentiale a undelor electromagnetice presupune rezolvarea
ecuatiilor Maxwell Tn absenta “surselor” care genereaza campul electromagnetic.

Impunand p =0, j =0, sistemul ecuatiilor Maxwell pentru vid devine:

VE=0: VB=0: vxE=-28. Vxﬁziza—E
ot c° ot

Prin aplicarea rotorului asupra ultimelor doud ecuatii, explicitarea dublului produs
vectorial si utilizarea primelor doud ecuatii, suntem condusi la o ecuatie diferentiala
de ordin II, de tip D’ Alembert:
2
oU=AU- iza—g =0
c” ot
Aceasta este ecuatia diferentiald a undelor electromagnetice. Marimea scalara u din

relatia anterioard poate reprezenta oricare dintre componentele vectorilor E, B .
Spunem céd o unda electromagnetica este undd pland monocromatica ce se propaga pe o

directie data de vectorul de undd K , dacd marimea specifici U(F,t) se exprima printr-0
relatie de forma:

U= Ae i(KF—at)

Se poate usor vedea ca expresia anterioard este solutie a ecuatiei undelor daca se verifica
“relatia de dispersie” de forma:

K2=a?/c? & @ =ck,” +k,’ +k,°
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Disciplina D7: TERMODINAMICA SI FIZICA STATISTICA
1. Postulatele formularii Gibbs a termodinamicii de echilibru.

Postulatul I: Exista stari macroscopice particulare ale sistemelor fizice numite stari de
echilibru termodinamic care pot fi parametrizate minimal si complet de urmatoarele marimi:
- U (energia interna)
- (Xy,--,X,) (parametri extensivi care descriu toate interactiile mecanice la care

poate participa sistemul)

Postulatul 11: Exista o functie de stare numita entropie, S, cu urmatoarele proprietati:
(i) este univocs si diferentiabila pe multimea starilor de echilibru termodinamic;

(ii) entropia este functie omogena de ordinul I (in sens Euler) in raport cu parametri de
stare, adica satisface relatia
S(AU,AX,, -, AX,) = AS(U, Xy, , X)) , AeR;

(iii) dupa ridicarea unui set de constrangeri interne ale unui sistem termodinamic
complet izolat, acesta ajunge intr-o stare de echilibru descrisa de valoarea
maxima a entropiei (in raport cu valorile entropiei pe toate starile compatibile
cu constrangerile interne ramase neridicate);

(iv) entropia se anuleaza in starea de echilibru in care

-1
[(:_j)xl,---,xn] =0

2. Ecuatia Euler

Ecuatia fundamentala Tn reprezentarea entropica are forma
S=SU,X,,...X,)
n timp ce n reprezentarea energetica devine

U=U(S,X,,.X,).

Postulatele formularii Gibbs evidentiaza ca entropia este functie omogend de ordinul I (in
sens Euler) de parametrii de stare

S(AU, AX,,.., X, )= AS(U, X,,..., X ).
Deoarece este parametru extensiv, energia internd va avea aceeasi proprietate
U(AS, AX,,.., AX, ) = AU(S, X, X ).

Utilizind notatiile

proprietatile de omogenitate capata forma

S(aX,)=4S(X,),



u(aX,)=au(X,).
Derivam ultimele doua relatii in ra;zort cu)pazametn)ll A si gésim
" 85(2X, ) a(AX, )
ZO o(ax,) o4 =S(X.).
" U (X, )o(aX,) . (o
ZO o(aX,) oa =u(X.)

Alegem A =1 in ultimele ecuatii. Rezulta ci

1 35(X,)
“l\a)yw —g(X
22; 69)(a a S ( a )’
n oU (X, _
————1:————)( = )( .
; axa a U( 0‘)
Tinand cont de faptul ca
( o(E)
X
Xa#Xp
o :(au(_xa)J |
oX, )
Xa#Xp

obtinem 1n final ecuatia Euler in reprezentarea entropicd

S(X,)=DIF. X,
a=0

respectiv ecuatia Euler in reprezentarea energeticd

u(X, )= anpja,
sau echivalent -

s(u,xl,...,xn)leu +i|:ixi,

i=1

U(S, X, X, )=TS +Zn:PiXi.

i=1

Atunci cand cunoastem ecuatia fundamentald putem deduce toate ecuatiile primare de
stare. Ecuatia Euler (in oricare dintre reprezentari) aratd ca daca stim toate ecuatiile
primare de stare atunci putem construi ecuatia fundamentald in oricare dintre reprezentari.

Presupunem ca stim ecuatiile primare de stare
Fa = Fa(U' Xl""’ Xn) '

sau Tn mod echivalent

1 1
Z =2, X0 X,),
F=UXX,)
F=FU,X,..X,)

Substituind ultimele relatii in ecuatia Euler in reprezentarea entropica gasim ecuatia
fundamentala In aceastd reprezentare

S(X,)= Y F, (X,)X,.

sau echivalent

s(u,xl,...,xn)=%(u,xl,...,xn)u +Zn:Fi(U,Xl,...,Xn)Xi.
i=1

Similar proceddm si in reprezentarea energeticd. Presupunem cunoscute ecuatiile primare de
stare

P,=P,(S,X,,... X,),
sau echivalent
T=T(S, X0 X,,),

P =P(S, X;,.... X,,).

Substituind ultimele relatii in ecuatia Euler in reprezentarea energetica, gasim ecuatia
fundamentala in aceasta reprezentare

lJ (560'):: :;: Fix(jza );(a'
sau echivalent -

U (S, Xy Xy ) =T (S Xy X, )5+ 3 P (S, Xproon X, ) X
i=1

Concluzie: Ecuatiile Euler ne arata cum putem construi ecuatia fundamentald atunci cand
cunoagtem toate ecuatiile primare de stare.

3. Principiul variational fundamental al fizicii statistice de echilibru

In cazul sistemelor clasice, entropia (statistica), S, este definita prin relatia:

S(p")=-k(Inp") @
unde k este constanta lui Boltzmann iar
(Inp")=[d*x"p" ()N p () @
T

este media functiei In p”(X) pe ansamblul statistic stationar.

Am ales sa lucram cu marimi stelate (0 (X),d zx ) pentru a putea ingloba in analiza care
va urma si sistemele de particule identice.



In functie de conditiile in care se realizeaza echilibrul termodinamic, densitatea de
probabilitate p* (X) satisface conditii suplimentare numite constrangeri. O prima
constrangere, care este intotdeauna prezenta, este conditia (constrangerea) de normare:

folp1= [d*x'p" (0 -1=0 @
r

Celelalte constrangeri care pot sa apara intr-o teorie depind in general de conditiile de
preparare a starii de echilibru. Ele vor fi notate prin:

f.[p1=0 4)
f,[p"1=0 )

Principiul fundamental al fizicii statistice de echilibru
Un ansamblu statistic de echilibru este descris de o densitate de probabilitate

P (X) care realizeaza maximul entropiei statistice
S[p"1=-k[d*x"p"(xIn p"(x) ©
r

In raport cu valorile entropiei pe toate functiile ,0* (X) care satisfac constrangerile.

Principiul fundamental enuntat anterior ne conduce la o problema de extremum cu
legaturi. O astfel de problema se rezolva folosind metoda multiplicatorilor lui Lagrange.

Mai exact, extremul lui S[,O*] in prezenta legaturilor (3), (4), (5), ... se exprima prin
extremul functionalei
e 1=8lp - flp 1-anfilp ]-- (7
unde &, a,,--- sunt multiplicatori Lagrange.
Conditia necesara de extrem pentru functionala (7) este:
6.7/ [p1=0 8
unde
d.[p +udp
5, _471p +ugp’]
du B
u=0

In ultima relatie, u este un parametru care nu depinde de x (sau de ,0*) iar 5,0* sunt niste

©)

variatii arbitrare ale lui p*. Folosind relatiile (6), (3), (4), (5) etc. gasim

d/[p +udp] =i(jd25x*(_k(p*+u5p*)ln(p*+u5p*)—
du du 7

—ay(p" +udp ) —ay—a filp" +udp’l-a,f,[p +udp’]---=

= [ (~kdp" In(p" +Udp ) —K(p" +Udp")———— 9" — ") -
T p +udp

18

—a, df.[o- +udp’] zdfz[p tugpp], 10)
du du
Evaluam (10) pentru u=0
5, =810 +usp’] :jdzsx*(—kInp*—k—ao)ép*—al—dfl[p +udp ]
du o T du 'm0
g, elp” +udp ] )
dU u=0
Introducem (11) in (8) si obtinem:
Idzsx*(—k Inp* —k _ao)é‘p* -a dfl[p d+U5p ] -a, dfz[pd+ Ué‘p ] =0
u u

r u=0
Cunoasterea tuturor constrangerilor fi, fa, ...

determinam complet o (X) pe baza acestei ecuatii.

u=0
care apar in ultima ecuatie ne permite sa

4. Ansamblul canonic clasic

Prin definitie, in ansamblul canonic clasic starea de echilibru se prepara prin
contactul de echilibru al sistemului de studiat cu un termostat care fixeaza temperatura
sistemului (T) la valoarea temperaturii termostatului (T): T=T,. Deoarece nu avem interactii
mecanice, toti parametri mecanici X1, Xo, ..., X, ai sistemului sunt fixati.
Fixarea parametrilor (T, X1, X, ..., Xy) va determina complet starea de echilibru in
reprezentarea potentialului Helmholtz (energia libera). In particular, fixarea parametrilor (T,
X1, Xz, ..., Xyn) fixeaza energia interna

U=U(,X,X,,..,X,) = fixata
Identificand energia interna U cu media pe ansamblul statistic a Hamiltonianului <H > :
U=(H)
fixarea energiei interne va conduce la fixarea mediei Hamiltonianului:
(H) = E = valoarefixata

Desi media Hamiltonianului este fixata, datorita interactiei dintre sistem si thermostat
energia U va fi o variabila aleatoare. Fixarea mediei Hamiltonianului este o noua
constrangere care apare alaturi de constrangerea de normare in cazul ansamblului canonic
clasic:

f.[p' 1= L d®*x p (xX)=1=0 (constrangerea de normare) (1)

flp]= Ir d®x"H(x)p" (x) — E =0 (constrangerea de fixare a mediei energiei)(2)

Alte constrangeri suplimentare nu mai apar in cazul ansamblului canonic clasic.
Aplicam principiul fundamental al fizicii statistice de echilibru pentru a determina

densitatea de probabilitate o~ (X) . Construim functionala
7Ip1= S[p*]_ao fO[p*]_al fl[p*] 3)



Construim

5 =97 (p +udp ) = [d*X (~kIn p* —k =ty — o H ()" (x) .

du -

Din conditia 0.7 =0 obtinem ecuatia:

* a a
Inp (x) =-1--2—LH(x
p (X Tk (X)
Care ne conduce la

Introducem notatia

%
1 _ e—l— ‘
Z
astfel incat ultima relatie poate fi scrisa sub forma
. 1 -2He
p (X)= - ek (4)

Marimea Z~ se numeste integrala de stare canonica si contine toata informatia
termodinamica cu privire la sistem. Din conditia de normare pentru p*(X) dat de (4)

obtinem:
@
:J‘dZSX*e*? ( )
r

Pentru a determina complet densitatea de probabilitate si implicit integrala de stare

canonica trebuie sa determinam multiplicatorul Lagrange ¢, . Pentru aceasta vom calcula

entropia statistica S. Vom avea

Inp” =—InZ*—%H

S=—k(Inp")=kIn(Z")+ e, (H)
Folosim faptul ca <Z*> = Z" (deoarece Z~ nu depinde de x) si <H> =U . Atunci

S=KkInZ" + U, de unde exprimam
kinZ" =S -aU )
Derivam ultima relatie in raport cu ¢, . Pentru membrul stang vom avea:
d(lnz 6Z 10zZ" 1
( ) k= —k = J' d2

—(kI Z)=k——2 -
oa oz" 60{1 Z Oa,

X" (—% H(x)e *

__J'dZS *

T

= [dEXCHE)P () =(H)=U @

Derivam in raport cu «; membrul drept al relatiei (5):

O (s—au)= _y-—q Y (7)
oo, ooy 6051
Din (5), (6) si (7) se obtine:
oS g M
oa, oa,
_0S oU
adica —— = a; —— ceea ce ne conduce la
oa, oay
Slda, 05 1
al = - = = (7’)

oU/de, U T

In consecinta, densitatea de probabilitate in ansamblul canonic are forma:
_H®)

p(X) = e kT ®)

Construim acum termodinamica statistica in ansamblul canonic. Plecam de la
relatia (5) in care substituim ¢, cu 1/T. Vom avea:
—KkTInZ" =U -TS ©)
Stimca U —TS este chiar transformata Legendre a energiei libere in raport cu S, adica
energia libera F(T, X4, ..., Xy). Astfel, relatia (9) se poate scrie sub forma

F(T, X0 X, )=—KTINZ (T, X,,00 X)) (10)

Am ajuns la concluzia ca, in ansamblul canonic classic termodinamica statistica se
construieste cu ajutorul energiei libere. Pentru a putea determina energia libera trebuie sa

determinam integrala de stare Z" incare apare dependenta de Xj,..., X, prin dependenta
Hamiltonianului de acesti parametri: H=H(X, X4,...,Xn).

Disciplina D8: MECANICA CUANTICA

1. Principiile de descriere ale mecanicii cuantice:

a) Principiul I (descrierea starilor)

b) Principiul al 11-lea (descrierea observabilelor)

a) Principiul I: Starea oricarui sistem cuantic, la un moment dat, este descrisa de un

sistem cel mult numarabil {|t//k>,pk}, in care |l//k> sunt vectori normati

[<wk,wk> =17 dintr-un spatiu Hilbert separabil asociat sistemului cuantic, iar



P, sunt numere pozitive [numite ponderi asociate vectorilor |!//k>] care satisfac

conditia de normare z p, =1.
k

Comentarii
Spatiul Hilbert separabil asociat unui sistem cuantic se numeste spatiul starilor pentru
acel sistem.

O stare se numeste pura daca este descrisa de un singur vector normat |l,//> , caz in care
ponderea asociata este egala cu unitatea P =1. [Tinand cont si de celelalte principii,

rezulta ca toti vectorii din raza unitara asociata lui |t//> {C|l//>,CeC,|C|:1}

descriu aceeasi stare pura.]
O stare care nu este pura se humeste mixta, deci o stare mixta este descrisa de cel putin
doi vectori normati si cel putin doua ponderi pozitive subunitare avand suma egala cu
unitatea.
b) Principiul al TI-lea
PII 1. Orice observabila a unui sistem cuantic este descrisa printr-un operator
autoadjunct care are domeniul si codomeniul in spatiul Hilbert al starilor.
PII 2a) In cazul unui sistem de N particule punctiforme, coordonatelor

carteziene X, [in care indicii latini sunt indici uniparticula iar cei grecesti sunt

indici cartezieni] si impulsurilor conjugate cu acestea, P, li se asociaza
A~

~
operatorii X ae si respectiv Ppp care satisfac comutatorii canonici definiti prin

relatiile
—~ A~ . . ~ — — A~ ~
|:Xaa‘_,Pbﬁ:| = Ihbabbaﬁ[-’ [XHJ,Xbﬁ] = |:P{.'Q',Pbﬁ} = O
si obtinuti din asa-zisa regula de cuantificare canonica care consta in substituirea

parantezelor Poisson fundamentale cu produsul dintre %fz si comuitatori,

simultan cu inlocuirea variabilelor clasice cu operatori si a constantelor ¢ cu

operatorul ¢l , unde I este operatorul identitate.
PII 2b) Unei observabile cu corespondent clasic ii corespunde un operator obtinut

o~
prin substituirea variabilelor canonice X, si Py cu operatorii Xao si

~
respectiv Pug , in simbolul observabilei care reprezinta expresia clasica a
acesteia in care sunt simetrizate produsele ce contin factori carorva li se asociaza
operatori necomutativi.
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2. Principiul al Ill-lea (interpretarea statistica a experientelor de masurare a
observabilelor). Mediile observabilelor
Principiul al ITI-lea

~
PIIL 1) Valorile spectrale ale operatorului A care descrie o observabila A, sunt
singurele valori pe care le poate lia observabila in experientele concepute penfru
masurarea acesteid.

PIII 2) Daca in momentul masurarii observabilei A starea sistemului este descrisa de

vectorii si ponderile {‘Wk>,pk}, atunci probabilitatea ca la masurare sa se obtina
. R T d _
valoarea a, din spectrul discret al operatorului A [a,ec :1], este

n

P(a”)= Zpk@”k‘ﬁn
x

'//k>

[Hna’ePﬂ = PN este proiectorulortogonal pe subspatiul propriu hr(7 = Hn asociat
valorii spectrale @, |, iar densitatea de probabilifate in punctul o € 1 . caruia it
corespunde valoarea spectrala a (05) din spectrul contimual i A [a (a) € Jci],
este P (a) = Zpk <l//,‘, ‘Pa ‘ l//k> [unde P, este proiectorul ortogonal in sens

’l‘-

generalizat asociat punctului ¢ .
Comentarii:

v).

In cazul unei stari pure ‘t// > expresiile anterioare devin P (a” )w = <l//‘P”

P((;l.’)W = <1//‘j3a ‘W) , astfel ca
P(a” ) = Zpkp(a” )w \ P(af) = Zpﬁ_P((Z)W si deci putem interpreta
k g I( f

ponderile p, drept probabilitati cu care se realizeaza starile pure ‘l// k> in cadrul starii

mixte {‘W&%R&}-
Mediile observabilelor

Subsrr'nfindprobabﬂiraﬁ.’eP(an ) si densitatile P (a) din PIII in exprimarea

statistica a mediei (pe ansamblul statistic) a observabilei A, se obtine succesiv

(ﬁ){lmm} = Y a,P(a,)+[daa(a)P(a) =

nely
{INGGAA
=2 anZ-Pk<Wk|Ez‘Wk>+Jdaa(a)zpk<Wk‘ﬁ;‘Wk>:
it “ '
:zpk<wk| ZGHEIJrJdG!a(a)E |Wk>:Zpk<wk|;4|wk>:zpk<;i> >
k nely; I, k k W



deoarece acolada contine reprezentarea spectrala a operatorului A . Media observabilei
pe starea mixta este suma produselor dintre ponderile si mediile observabilei asociate
starilor pure din descrierea starii mixte.

3. Principiul al IV-lea (legea de evolutie). Principiul al V-lea (influenta experientelor de
masurare a observabilelor asupra starii)-cazul starii pure.

Principiul al IV-lea

Orice sistem admite o observabila numita energie, posibil dependenta de timp, careia I se
asociaza un operator , de asemenea posibil dependent de timp, numit Hamiltonian si notat

o~ -
cu H(l‘), care determina evolutia momentana a starii {‘ l,[/k> ,pk} dupa legea

Ay (t) =~
ih%)) = H(f)‘[/jk (z)> p, = constant in timp.

(Ecuatia de mai sus se numeste ecuatia Schrodinger generalizata)
Principiul al V-lea-cazul starilor pure

PV1) Daca in urma masurarii observabilei A pe starea pura ‘l// ) se obtine valoarea d,

~
din spectrul discret al lui A, atunci starea sistemului imediat dupa masurare este descrisa

de proiectia normata a vectorului ‘W) pe subspatiul propriu H o adica de vectorul

£ Blw)
W>_‘ﬁ W>-’

a,

n

unde an este proiectorul ortogonal pe subspatiul H a
A~
PV2) Daca in urma masurarii observabilei A pe starea pura ‘I// > , Clt Un aparat cu

selectivitate A in scara parametrului ¢ , se obtine valoarea spectrala a(ao) din

~
spectiul continuu al lui A, atunci starea sistemului imediat dupa masurare este descrisa de
vectorul

N 1/5%.3\;//>
‘V/ > - Hfgao-A‘Vf>

]

adyt+s
A~ —
unde Poya = j daPa este proiectorul orfogonal pe subspatiul asociat intervalului
A

0’0*2

spectral (a (ao - %), a(afo + %)) [din spectrul continuu al lui A ] corespunzator

intervalului (0{0 - %, a, + %) c IC din intervalul total al parametrului o ..
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4. Teoria cuantica a momentului cinefic:

a) Algebra operatorilor moment cinetic;

b) Actiunea operatorilor moment cinetic asupra bazei standard a unui spatiu ireductibil
4a) Algebra operatorilor moment cinetic

O observabila de tip moment cinetic este descrisa , prin definitie, de un operator vectorial

~

J ale carui componente J 10 J 5. o5, asociate axelor unui sistem cartezian Ox1x3x3,
satisfac urmatoarea algebra de comutatori
T J, |=ind,, T =i, T, |=ind,

Baza (J 1,J Z,J 3) se numeste baza carteziana a algebrei moment cinefic. Comutatorii

postulati extind algebra operatorilor moment cinetic orbital (Ll, L, L, ), la orice

observabila de tip moment cinetic, cu sau fara corespondent clasic.

~2 ~2

~2 —~2
Algebra momentului cinetic implica comutarea operatorului J =J, +J, +J, cu

o~~~
toate componentele Jl , J2 s J; si deci cu orice combinatie a acestora.

In determinarea spectrului operatorilor moment cinetic si a actiunii acestora, o alta baza
— o~ —~ —~ )

utila este baza formata din operatorii (Jir =J xid,, J,

Din algebra anterioara se dediic comutatorii care definesc algebra momentului cinetic in
noua baza

(7. 7)-17.

4b) Actiunea operatorilor moment cinetic asupra bazei standard a unui spatiu ireductibil

[3:, Jﬁ} = 21J,.

Prin definitie, un spatiu ireductibil E ; este un spafiu invariant [fata de actiunea
operatorilor moment cinetic] care mu admite subspatii invariante netriviale [adica diferite
de subspatiul nul intins de vectorul nul, {0} si intregtil spatiut Ej].

Un spatiu ireductibil E ; este determinat pana la o echivalenta unitara, de ponderea de

moment cinetic ] care poate lua doar valorile 0,1,1,2 .2, --- fadica doar valori
semiintrgi pozitive si intregi nenegative].
Dimensiuna spatiului ireductibil de pondere j este 27 +1. Baza standard a unui spatiu

ireductibil E  este o baza ortonormata formata din vectori proprii comuni pentru

[

~
o~

operatorii J si J, : vectorii ei se noteaza cu u , [sau ‘jm) ] si satisfac ecuatiile de

Jjm

valori proprii



~2
= —~

Jou, =hj(j+1)u J

jm 37 jm

Jm? = hn?”jm ?

[J

la j, in pasi egali cu unitatea. |

[

are o singura valoare proprie pe E ; tarmia 2j+1 valori nedegenerate, de la — pana

Actiunea operatorilor J, asupra bazei standard este exprimata de ecuatiile
Jau,, = h\/j (j+1)=m(m+1u, .

jt”jm = }‘1\/]'(]' + 1) —m (m — l)ujmfl,

~~ —

[care arata ca J _ are rolul unui operator de “ridicare” iar J_ al unui operator de

~
coborare” pentru valorile proprii ale lui J , |.

Disciplina D9: FIZICA SOLIDULUI si SEMICONDUCTORILOR

1. Deduceti expresia numarului de vacante (defecte Schottky) si precizati
semnificatia marimilor:
Presupunem un cristal cu N = numar de atomi si N = numar de vacante (defecte Schottky).
Presupunem cé energia de formare a unei vacante este Ey si energia interna are expresia:
U=U, + nEy (1) in care U, este energia interna a cristalului ideal corespunzitor. Numarul
total de distributii a vacantelor in interiorul unui cristal este: W = (N!) / (n!)(N-n)! Folosind
relatia lui Boltzmann de definire a entropiei: S = So + kg In W (3) obtinem:
S =S+ ksIn [N/ (n1)(N-n)!1] (4).
Inlocuind relatia (4) in expresia energiei libere F = U — TS (5) vom avea:
F=U,+nEy—STo—ke T In[N!) / (n)(N-n)!T] (5)
Pentru a calcula distributia vacantelor le echilibru impunem conditia de minim
(dF /dn )=0.
VVom utiliza formulele lui Stirling: In N/~NIn N-N; Inn!=nlnn-n;
(N—n)In( N —n) — ( N-n). (6).
Inlocuind formulele (6) in relatia (5) vom obtine:
F=Uo+nEy—SoT—ke T[ININN—nInn—(N-n)In(N-n)] (7).
Notam cu Fo = Uy — So T (8) energia libera a cristalului ideal. Derivand relatia (7) in rsaport
cun vom obtine: E,— ks TIn[ (N-n)/n] =0(8),sau [(N—-n)/n] =exp( Ev/kgT),n
Ev
KgT

In(N-n )/~

final: n~ Ne
Unde n = numarul de vacante, N = numarul total de atomi din retea, Ev = energia necesara
formarii unei vacante, ks = constanta Boltzmann, T = temperature absoluta

2. Deduceti expresia relatiei de dispersie o= f(k) in cazul unidimensional al
unei retele formata din N atomi identici cu masa m, separati intre ei printr-o
distanta egald cu constanta retelei a, precizati semnificatia termenilor si
reprezentati grafic

m=-j,J.
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Vom considera ci fiecare atom din lantul unidimensional de atomi identici interactioneaza
numai cu vecinii cei mai apropiati si notam cu F forta de atractie, cu m masa unei particule,
F / a = constanta de forta, notam cu u, deplasarea atomului n din pozitia de echilibru,
respective CU U n+1, U n1 deplasdrile corespunzatoare ale vecinilor cei mai apropiati. Asupra
particulei n actioneaza doua forte dirijate Tn sens contrar, astfel inct ecuatia de miscare a
particulei n se scrie:

m u n: (F/a)[(u n+1*Un)*(u n*Unfl)], sau

m u n: (F/a)(u n+1+ Un.1*2 u n) (1)

Aceasta ecuatie se scrie pentru orice particuld din retea, cu exceptia celor plasate la capetele
lantului pentru care trebuie sd precizdm conditiile la limitd. Ecuatia (1) pune Th evidenta
faptul ca deplasarea unei particule depinde de deplasarile particulelor vecine, in consecinta
existd un cuplaj intre oscilatiile particulelor. Solutia cea mai genmerala o alegem sub forma
unei unde plane progressive:

Un(t) =Aexp[-i (wt-kna)] (2)

hcarew=2rnv,k=2n/l=wlVv.

Derivam de doua ori in raport cu timpul relatia (2)

Un(t):'C()ZUn(t)

si introducem n relatia (1), de unde rezulta:

- mow?Aexp[-i(w t — kna)] = (F/a){exp —i[ wt — k( n+1) a] + exp — i[wt — k(n-1) -

— 2exp[-i( wt-kna)]} (3)

sau - m w? = (F/a)[exp(ika) + exp ( -ika) -2] = (2F/a)( cos ka -1) = - (4F/a) sin ?(ka/2),

= i\/Esin ka, notam cu — F sl obtinem:
ma 2 ma

de unde rezulta:

. ka

Daci , _ ta,, = sin ka _ +1, deci ka_ 7 — k —+ 7, reprezintd intervalul fundamental
2 2 2 a
de variatie a lui  k =numar de unda; a = constanta retelei; @ = frecventa unghiulara.
A
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3. Deduceti expresia capacititii calorice a gazului electronic

Daci incilzim proba incepand de la 0K, nu orice electron cistiga energia kzT, asa
cum era de asteptat din punct de vedere clasic. Numai cei care se gdsesc in starile
dintr-un interval de energie de largime k5T, masurat de la nivelul Fermi sunt excitati
termic, acesti electroni cistigd o energie de ordinul de marime &5T.

Deci, daca N este numarul total de electroni, numai o fractiune de ordinul lui T/Tz
poate fi excitatd termic la temperatura T, deoarece numai acestia se gasesc in intervalul
de energie de ordinul k5T.

Astfel, energia termica electronica totald AE este de ordinul de marime

~ NT
AE = YTk T. (1)
Capacitatea calorica electronica este data de

_ O(AE) o NkgT
C9 - oT = 2% (2)

Observam din (2) ca C, este proportional cu T, ca in datele experimentale.
La temperatura cemerei, C, din formula de mai sus este mai mica decat valoarea

clasici ¥ NkB cu un factor de ordinul 0.01 pentru o valoare tipicd a raportului

=T ~510"K.

ks
Deducem o expresie  cantitativdi pentru Ce valabila la temperaturi joase
Ko T << E;.

Cresterea AE a energiei totale a unui sistem format din IV electroni, datoriti incilzirii
delallaT este

AE =["Eg(E)f,(E)dE- [ Eg(E)dE, 3)

unde f, (E) este functia Fermi-Dirac, iar ¢ (E) = %LE‘J =%2—% este densitatea de
F

stari energetice.

Daca inmultim numarul de particule N = I: g ( E) fo ( E) dE cu EF obtinem

E-N=E.[ g(E)f,(E)dE 4)
Diferentiem relatiile (3) si (4) obtinem
__6(AE) 0

C, =% =] Eg (E)TdE’
o * of ( E)

0=E. & :J-o E-Q (E)a—TdE

Scazand a doua relatie din prima, obtinem capacitatea calorica electronicd de forma
* afo ( E )

CQ:L(E—EF)g(E)a—TdE. (5)

Dar, tinind cont de expresia functiei Fermi-Dirac, avem

E-E,
of, E-E P K, T
o _ F B > (6)

oT k.T?2 _
® {exp( E-E j+1}
kg T

Notim X = E-E ,dx = dE ,iar pentru E =0, X=—5
kg T kg T kg T

Tnlocuind (6) in (5),

E-E ) eXp(Ek_EFj
c:g:kBj:’(ﬁj g(E){ s - dE. (7)

exp( Ek__:_EF j+1}
B

':%;" prezinta interes doar in jurul valorii Ez, deci putem scoate in afara integralei din (7)
pe g(EJ evaluat In E: si cu notatiile de mai sus avem
0 eX
2 2
Co=09(Ex)KT[ ¢ X' ——dE. (8)
keT (e +1)

. Ec
este neglijabil pentru X=—k—

B

X

Deoarece factorul € , putem fTnlocui limita

inferioard a integralei cu —==, dar
X 2

Jm X 6—2 dx =2 9)
s (eX +1) 3
Tnlocuind (9) in (8) obtinem

C, =179 (Ep KT, (10)



4. Scrieti expresia densititii curentului termoelectronic (formula lui
Richardson), explicati semnificatia termenilor, enuntati ipotezele
simplificatoare si factorii neglijati pentru stabilirea acestei expresii.

Densitatea curentului termoelectronic are urmatoarea expresie, care se numeste si formula
lui Richardson

i = J, = AT?exp| - | (1)
KgT

Marimea € poartd numele de lucru de iesire termodinamic a electronilor din

metal. El este numeric egal cu lucrul mecanic necesar pentru iesirea din metal a unui

: _ , 4mrem'k;
electron aflat pe nivelul Fermi. A este o constantd cu expresia AZT
temperatura absoluta a cristalului, iar kg constanta lui Boltzmann.

Formula de mai sus a fost dedusa in conditiile unor ipoteze simplificatoare si
raméne valabild atdt timp cat sunt indeplinite aceste conditii: 1) aplicarea unui camp
electric extern care sa Indeparteze sarcina spatiala formatd de termoelectronii emisi si 2)
compensarea pierderii de sarcind a metalului. Conditiile de mai sus sunt satisfacute intr-un
tub electronic cu doi electrozi.

Se observa ca jr depinde puternic de temperaturd. Astfel, pentru & = 2,5&l’ si
T = 300K, jr=10"%4/cm? iar pentru acelasi ®, dar la T 2= 1500K,
jr = 0,84/cm? adici a crescut de aproximativ 10%% ori!

La verificarea experimentala a relatiei (1) s-au constatat abateri importante, cea
mai evidenta fiind valoarea mai mica a constantei 4. Aceste abateri se datoresc faptului ca
la deducerea formulei lui Richardson s-au neglijat anumiti factori, asupra cédrora ne vom
referi in continuare, pe scurt:

a) Reflexia la suprafata de emisie. La suprafata de separatie metal-vid, prin care

pardsesc metalul electronii capabili din punct de vedere energetic, are loc o
reflexie caracterizati prin coeficientul de reflaxie mediu K. Introducand

coeficientul de transmisie mediu, D = 1 — R, formula (1) ia forma

jr = ADT?exp _ 2 A'T?exp L) (2)
KT KT
b) Sarcina spatiald. La deducerea formulei (1) s-a presupus ci electronii emisi
sunt indepiartati de suprafata de emisie. In absenta unui cimp extern acest
lucru nu este posibil, electronii emisi formand o sarcind spatiala care va
diminua curentul termoelectronic.
Campul electric extern. Daca intensitatea campului electric la suprafata de emisie are valori
suficient de mari, el influenteaza considerabil intensitatea curentului termoelectronic,
datorita modificarii inaltimii si formei barierei de potential.
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