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1I. Importanta tezei:

Sistemele dinamice au fost intens studiate si prezinta interes atat in sfera cercetarilor
teoretice fundamentale cat si a aplicatiilor din matematica si fizica. Este binecunoscut faptul
ca cele mai multe sisteme naturale sunt neliniare, ceea ce face ca modelarea lor matematica sa
se facd cu sisteme de ecuatii neliniare. In sistemele neliniare, datorita inexistentei principiului
superpozitiei, metodele generale de rezolvare lipsesc sau cele care existd sunt aplicate unor
clase bine precizate de probleme descrise prin ecuatii neliniare. Pe de altd parte, existenta
neliniaritatilor face ca mulfimea solutiilor si a fenomenelor asociate sa fie mult mai mare,
unele dintre ele fiind esentiale pentru intelegerea fenomenelor naturale.

Problematica modelelor neliniare este legata de studii privind metodele, directe sau
indirecte, de investigare a integrabilitatii, rezolvarea numericad a ecuatiilor de evolutie si
modelarea graficd a spatiului fazelor pentru sistemele neintegrabile, in special pentru
sistemele cu comportament haotic, metodele de control al haosului.

O metoda importantd de cercetare a integrabilitatii sistemelor neliniare, cu numar finit
de grade de libertate este studierea invariantei acestora la un grup 1-parametric de
transformari punctuale. Simetriile Lie, care lasa ecuatiile de evolutie ale sistemului invariante
sau simetriile de tip Noether, care lasd actiunea sistemului invariantd sunt in centrul atentiei
cercetatorilor teoreticieni. In ultimul timp se cauti si alte tipuri de simetrii. In literatura de
specialitate, de exemplu pentru modelul difuziei rapide, noi clase de solutii, in spatiul 1-
dimensional, au fost evidentiate pentru ecuatia diferentiala neliniard care descrie procesul. S-
au identificat simetrii nelocale pentru problema Kepler. Studiul a fost completat, dovedindu-
se ca aceste simetrii pot fi calculate prin intermediul metodelor standard ale teoriei Lie, daca
se foloseste tehnica de reducere a ordinului. O alta directie de cercetare este studiul perturbarii
simetriilor sistemelor fizice si determinarea invariantilor adiabatici asociati care au un rol
important in cercetarea cvasi- integrabilitatii sistemelor mecanice. De asemenea construirea
legilor de conservare pentru diferite modele neliniare, este utild pentru determinarea
marimilor conservative, pentru analiza solutiilor si linearizarii sistemului.

I11. Structura tezei pe capitole

Capitolul 1 include patru sectiuni. In primele doua sectiuni, se prezinti, succesiv, o
caracterizare a dinamicii regulate pentru sistemele Hamiltonian integrabile, definirea
conceptului de haos pentru sistemele dinamice neliniare si doua metode algoritmice pentru
controlul haosului sistemelor Hamiltonian perturbate. Dintre cele douda metode de control al
haosului, una a fost introdusd de M. Vittot, iar cea de-a doua reprezintd o contributie
originala.Ultimele doua sectiuni ale primului capitol sunt destinate unor aplicatii.

Se va analiza mai intai dinamica modelului mecanic Yang-Mills. Tn acest context, se
vor pune in evidentd diferite clase de solutii cvasiperiodice, se vor construi sectiunile
Poincare, pentru doud sisteme de tip Yang-Mills, folosind metode numerice de calcul. O



interesantd conexiune intre sistemul Yang-Mills si renumitul model mecanic Hénon-Héiles
este realizatd prin aplicarea unei transformari inversabile de tip "swirl" primului model.

O altd aplicatie introdusa in primul capitol este implementarea noului algoritm de
control al haosului pentru doua sisteme Hamiltonian, cu doua grade de libertate si cu potential
polinomial. Astfel, se vor detemina functiile de control al haosului, pentru care cele doua
modele neliniare devin integrabile. Spre deosebire de algoritmul Vittot, se poate calcula
"deformatia" invariantului secundar al sistemului integrabil inifial, pentru fiecare model in
parte, astfel incat sistemul controlat s devina integrabil.

Capitolul 2 este structurat pe trei sectiuni. In prima sectiune este analizati metoda
directd pentru determinarea invariantilor secundari, de diferite ordine in viteze, pentru sisteme
Hamiltoniane bi-dimensionale, autonome. Aplicarea acestui algoritm general pentru modelele
dinamice Yang-Mills si Hénon-Heiles va reprezenta obiectivul celei de-a doua sectiuni. Toate
cazurile de integrabilitate si formele concrete ale constantelor de miscare obtinute in aceasta
aplicatie sunt rezultate originale. In ultima sectiune a capitolului, se prezinti metoda
algoritmica pentru investigarea invariantilor in cazul general al sistemelor Hamiltonian
neautonome, bi-dimensionale.

Capitolul 3 este alcatuit din trei sectiuni. Primele doud sectiuni introduc succesiv,
modul de constructie al generatorilor de simetrie pentru un sistem dinamic arbitrar, algoritmul
general de investigare a operatorilor de simetrie Lie si de determinare a invariatilor asociati
lor, pentru sisteme Hamiltoniane autonome, respectiv neautonome. A treia sectiune a acestui
capitol explica, In prima parte, conditiile de existentd a simetriilor variationale pentru un
sistem de ecuatii diferentiale care rezulta dintr-un principiu variational, precum si modul de
constructie a legilor de conservare pentru astfel de sisteme variationale. Avand in vedere
dificultatea de obtinere a simetriilor variationale si dependenta de coordonate a Teoremei
Noether care genereazd legi de conservare, se prezintd, in ultima parte, o metoda generala,
directd , de obtinere a legilor de conservare pentru un sistem dinamic neliniar, care poate sa
nu fie un sistem variational.

Capitolul 4 are exclusiv un caracter aplicativ. In cele patru sectiuni ale sale se vor

analiza, separat, trei modele fizice, folosind metodele algoritmice generale introduse in
capitolul anterior.
Primul model este sistemul general autonom Yang-Mills, cu 2 grade de libertate. Pentru
acesta s-au determinat deja cazurile de integrabilitate si formele concrete ale invariantilor,
prin metoda directa prezentata in capitolul 2, iar pentru doua cazuri particulare ale sale s-au
evidentiat interesante "urme de integrabilitate" sensibil dependente de conditiile initiale si s-a
studiat comportarea sistemelor, la diferite energii, n capitolul 1. Studiul metodologic a
simetriilor si invariantilor Lie, prin metoda indirectd, a fost acceptat pentru publicare in
revista IJTP cotata ISI.

A doua aplicatie, se va realiza asupra modelului bidimensional al fluxului Ricci, cu
aplicatii in gravitatie (de exemplu pentru studiul gdurilor negre), in studierea modelului
Carleman al ecuatiei Boltzmann, in fizica plasmei. Operatorii Lie de simetrie §i invariantii
asociati, operatorii neclasici si invarian{ii atasati obtinuti pentru modelul bidimensional,
precum si determinarea densitatii unei marimi conservative, pentru modelul 1-dimensional, se
constituie in rezultatate nepublicate de alti autori.

A treia aplicatie este reprezentatd de ecuatia neliniard a caldurii. Folosind metoda
algoritmicd pentru investigarea simetriilor clasice, se va obtine sistemul diferential care va
determina operatorii Lie pentru forma generala a ecuatiei neliniare a caldurii. Se va rezolva
sistemul general, pentru 2 cazuri particulare. Se vor genera operatorii de simetrie Lie pentru
aceste cazuri, apoi se vor identifica invariantii asociati si se vor evidentia cateva solutii de



similaritate pentru modelele analizate. Vor fi puse in evidentd conexiunile problemei 2-
dimensionale studiate cu problema 1-dimensionala din literatura si cu rezultatele obtinute de
autor pentru modelul 2D al fluxului Ricci si publicate in INMP, cotata ISI.

Cele mai importante rezultate vor fi reunite in Capitolul de concluzii.

Programele de calcul numeric utilizate pentru obtinerea diferitelor reprezentari grafice vor fi
incluse in anexa.

IV. Principalele concluzii

Principalele concluzii ale studiului integrabilitatii, haosului sau simetriilor unor
sisteme dinamice neliniare, cu numar finit de grade de libertate, realizat in prezenta lucrare,
pot fi sintetizate astfel:

In primul capitol, au fost puse in evidentd "urme de integrabilitate" pentru doui
modele mecanice de tip Yang-Mills, cu doua grade de libertate, asociate campului Yang-
Mills. Mai exact, au fost puse in evidentd, cu ajutorul metodelor numerice, clase de solutii
cvasiperiodice, care depind sensibil de alegerea setului de conditii initiale. De altfel, aceasta
dependentd este specificd sistemelor dinamice haotice, sisteme din randul cdrora cd mpul
Yang-Mills face parte. Tot prin intermediul analizei numerice, s-au construit suprafetele
Poincaré de sectiuni x =0, y =0, pentru modelele mentionate. S-a constatat, in sectiunea

1.3, pentru unul din cazurile particulare ale modelului mecanic Yang-Mills, o comportare
regulatd la o energie mica a sistemului si o evolutie catre haos odatd cu cresterea energiei.
Pentru cel de-al doilea caz particular s-a observat o comportare mult mai stabild, aparitia
haosului realizandu-se la o energie a sistemului sensibil mai mare.

De asemenea, am identificat o transformare de tip "swirl", care aplicatd modelului
Yang-Mills studiat conduce la un portret de faza asemandtor cu cel al bine cunoscutului
sistem Hénon-Heiles, pentru valori sensibil apropiate ale energiilor celor doua sisteme. Tot in
acest capitol, In subsectiunea 1.2.2 am propus un nou algoritm, original, pentru controlul
haosului la sistemele Hamiltonian perturbate. Algoritmul permite gasirea unei functii de
control de acelasi ordin (O(e)) cu al perturbatiei aplicata sistemului integrabil Hamiltonian
initial ales. Aceasta, spre deosebire de algoritmul Vittot in care termenul de control este
calculat de ordinul O(¢?) in raport cu fluctuatia aplicatd sistemului regulat initial. in plus, fata
de metoda "Vittot", noul algoritm reuseste identificarea perturbatiei cu care trebuie
"deformat" invariantul secundar al sistemului integrabil initial, astfel incat sistemul haotic
controlat sa admitd o dinamica mai regulata. Aceasta posibilitate a fost verificata pentru doua
modele Hamiltonian cu potential polinomial. Evidenta realizarii controlului haosului pentru
exemplele mentionale, a fost sustinuta prin constructia sectiunilor Poincaré .

Tn capitolul 2 s-a prezentat o metoda directd de constructie a invariantilor pentru
sisteme Hamiltonian autonome si neautonome, cu 2 grade de libertate. Aceasta metoda
algoritmicd, presupune cdutarea unui invariant de o anumitd forma (de exemplu, de diferite
ordine in viteze). Pentru aplicatie, au fost alese 2 modele autonome bi-dimensionale generale:
a) sistemul Yang-Mills, pentru care s-a identificat un caz de integrabilitate in care invariantul
secundar (primul invariant fiind Hamiltonianul insusi) este liniar in viteze (momentul cinetic),
si trei cazuri , in care a doua constantd a miscarii este patratica in viteze; b) sistemul Hénon -
Heiles care admite doud forme integrabile pentru care invariantii secundari sunt patratici in
viteze $i un singur caz particular in care a doua constantd a miscarii este de ordinul patru in
viteze.



Tn capitolul al 3-lea a fost abordata metoda indirectd de determinare a invariantilor Lie
pentru sisteme dinamice neliniare. Mai exact, s-a prezentat un algoritm de determinare a
invariantilor, in conditiile Tn care s-au identificat in prealabil operatorii de simetrie Lie care
lasd invariante ecuatiile de evolutie ale sistemelor studiate. De asemenea, o metoda directd de
constructie a legilor de conservare pentru sisteme dinamice, variationale sau nu, a fost expusa
la finalul acestui capitol.

Capitolul 4 include exemplificarea algoritmului de investigare a generatorilor de
simetrii Lie si a invariantilor asociati pentru 3 modele fizice diferite:

1) Modelul mecanic general autonom Yang-Mills, cu 2 grade de libertate:

S-au determinat mai ntai formele concrete a 4 operatori de simetrie Lie, ale caror
functii coeficient sunt liniare in viteze. Apoi, din conditia de existenta a invariantului asociat
unui generator de simetrie, s-au identificat invariantii secundari si cele 4 cazuri de
integrabilitate ale modelului. Rezultatele acestui algoritm indirect au coincis cu cele obtinute
prin metoda directa, prezentate in capitolul 2.

2) Modelul bi-dimensional al fluxului Ricci, cu aplicatii in gravitatie:

Pentru acest model s-a identificat un operator de simetrie a carei expresie depinde de 2
parametri si de 2 functii arbitrare. Alegand forme liniare pentru functiile arbitrare, s-a putut
genera un set de 6 operatori de simetrie Lie. Acesti operatori Lie satisfac o algebra, care poate
fi descompusa in 3 subalgebre independente ce admit o reprezentare matriceald interesanta.
Expresiile acestor operatori genereaza simetria ecuatiei de evolutie la translatii in timp si
spatiu, la transformare de scald si la dilatare. Invariantii Lie generati de catre operatorii de
simetrie, au forme interesante, de la cele mai simple (coordonatele insasi) la functii arbitrare.
Folosind anumiti invarianti pentru impunerea unor conditii de similaritate, s-au putut obtine
solutii foarte simple pentru ecuatia de miscare a modelul Ricci 2D, precum solutii stationare
sau o solutie care se propagd liniar in timp. A fost expusa problema generald a simetriilor
neclasice pentru modelului 2D al fluxului Ricci. Rezolvarea problemei a condus la
redescoperirea operatorilor Lie de simetrie (operatori clasici) si in plus au fost puse in
evidentd 4 cazuri de generatori de simetrie neclasici. Au fost determinati deasemenea,
invariantii neclasici asociati operatorilor neclasici de simetrie. Pentru modelul 1-dimensional
al fluxului Ricci, sau echivalent pentru ecuatia difuziei rapide, s-a construit, conform metodei
generale descrise la capitolul 3, subsectiunea 3.3.2, legea de conservare din care s-a
determinat densitatea de curent conservativ. Autorul tezei intentioneaza in lucrarile viitoare sa
determine densitati ale marimilor conservative pentru modelul Ricci bidimensional, care
presupune o mult mai mare complexitate a calculelor, precum si pentru alte modele de interes
fizic.

3) Ecuatia neliniara a cildurii

Pentru modelul bi-dimensional al ecuatiei neliniare a céldurii, prin algoritmul clasic, s-
a obtinut un sistem general diferential pentru functia f(t) care exprima neliniaritatea
modelului si pentru functiile coeficient &'(x,t), £2(y,t), @(t), (X, y,t,u) ale operatorului

general de simetrie Lie . S-au identificat pentru pentru cazurile f(t)=u”, f(t)=¢e",

generatorii Lie de simetrie, apoi invariantii asociati acestora. Utilizand expresiile invariantilor
au fost puse 1n evidenta interesante solutii de similaritate pentru modelul studiat. Pentru cazul

f(t) =u”au fost comparate rezultatele obtinute pentru modelul 2D analizat cu cele deja



cunoscute pentru modelul 1D. Pentru modelul 2D cu f(t)=u”, a=-1, au fost

redescoperiti operatorii Lie pentru modelul Ricci, obtinuti in sectiunea 4.2.

Autorul doreste sa continue studiul simetrilor pentru sistemele dinamice neliniare,
extinzand spectrul investigatiilor. Preocuparea sa viitoare va fi de a aborda alte modele fizice
relevante si de a analiza existenta altor tipuri de simetrii, nu neaparat Lie (simetrii clasice). Un
prim pas s-a realizat,autorul reusind sa identifice constrangerile ce trebuiesc impuse unui
sistem dinamic pentru ca acesta sa admita un anumit tip de simetrie (de exemplu o simetrie de
tip Galilei).
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